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译者序

本书由美国斯坦福大学Stephen Boyd教授和加州大学洛杉矶分校Lieven 飞Tanden

berghe教授合著，从理论、应用和算法三个方面系统地介绍凸优化内容。

凸优化在数学规划领域具有非常重要的地位。从应用角度看，现有算法和常规计

算能力己足以可靠地求解大规模凸优化问题， 一旦将一个实际问题表述为凸优化问题，

大体上意味着相应问题已经得到彻底解决，这是非凸的优化问题所不具有的性质。从

理论角度看，用凸优化模型对一般性非线性优化模型进行局部逼近，始终是研究非线性

规划问题的主要途径，因此，通过学习凸优化理论，可以直接或间接地掌握数学规划领

域几乎所有重要的理论结果。由于上述原因，对于涉足优化领域的人员，无论是理论研

究还是实际应用，都应该对凸优化理论和方法有一定程度的了解。

本书内容非常丰富。理论部分由4章构成，不仅涵盖了凸优化的所有基本概念和主

要结果，还详细介绍了几类基本的凸优化问题以及将特殊的优化问题表述为凸优化

问题的变换方法，这些内容对灵活运用凸优化知识解决实际问题非常有用。应用部分

由3章构成，分别介绍凸优化在解决逼近与拟合、统计估计和几何关系分析这三类实际

问题中的应用。算法部分也由3章构成，依次介绍求解无约束凸优化模型、等式约束凸

优化模型以及包含不等式约束的凸优化模型的经典数值方法，以及如何利用凸优化

理论分析这些方法的收敛性质。通过阅读本书，能够对凸优化理论和方法建立完整的

认识。

本书对每章内容都配备了大量习题，因此也非常适合用作教科书。实际上，该书多

年来已在美国多所大学用于课堂教学，近两年也在清华大学自动化系用作相关研究生

课程的主要教材。

本书前言及第1， 3, 5. 7章由许肇翻译;第2 ， 4 , 6 , 8章由黄晓霖翻译;第9，，-，11章及

附录部分由王书宁翻译。全书由王书宁定稿。

感谢StephCIl Boyd教授提供本书英文版本的电子文件，为翻译本书提供了极大的

便利。

译者

2012年10月



目U言

本书研究优化问题的一个重要分支:凸优化。事实上，最小二乘以及线性规划问题

都属于凸优化问题。众所周知，关于最小二乘和线性规划问题的理论相当成熟，这两个

问题出现在很多应用领域，均能很快地进行数值求解。本书的基本观点是，除了这两个

问题以外，还有很多凸优化问题亦是如此。

尽管凸优化的研究已经持续了一个世纪左右，然而，最近一些相关的研究成果使得

这一问题重新引起人们的关注。这当中首推对内点法的重新认识。内点法于 20 世纪 80

年代提出，本是用以求解线性规划问题，但是最近人们认识到，它亦可以被应用于求解

凸优化问题。这些新的方法使得我们可以如求解线性规划一样有效求解一些特殊的凸

优化问题，如半定规划以及二阶锥规划问题。

第二个相关的研究成果是人们发现凸优化问题(不仅仅是最小二乘和线性规划〉在

实践中的应用远远超乎人们的想象。从 20 世纪 90 年代开始，凸优化即被用在自动控

制系统、估计和信号处理、通信网络、电路设计、数据分析及建模、统计和金融方面。此

外，在组合优化以及全局优化方面，凸优化经常被用来估计最优值的界以及给出近似

解。我们相信，还有很多其他凸优化的应用领域正在等待着人们去发现。

发现某个问题是凸优化问题或能将其描述为凸优化问题将会大有梅益。最本质的

好处就是对此问题可以用内点法或者其他凸优化方法进行可靠且迅速的求解。这些求

解方法可靠，足以嵌入于电脑辅助设计或分析工具，甚至用于实时响应系统或者自动控

制系统。此外，将某个问题描述为凸优化问题还具有理论或概念上的优越性。例如，相

应的对偶问题经常可以基于原问题给出有意义的解释，有时可导向有效的或分布式的

求解原问题的方法。

我们认为，凸优化非常重要，任何从事计算数学的人至少需要对其有一定的了解。

在我们看来，凸优化理所当然地是继近代线性代数(如最小二乘，奇异值)和线性规划

之后的又一重要领域。

本书目的

对于很多一般性的优化方法，通常人们用它直截了当地试解待解的问题。凸优化就

与此不同，只有我们知道待解的问题是凸的，它的优越性才可能完整地体现出来。当

然，很多优化问题是非凸的，判断某个问题是否凸或者将某个问题表述为凸优化的形式

是比较困难的。

本书的主要目的是帮助读者掌握应用凸优化方法的相关知识，即判断、描述



IV . 前言

以及求解凸优化问题的技能和背景知识。

获取凸优化的相关应用知识对数学要求较高，对于主要关注应用的读者更是如此。

根据我们的经验，对于电气工程以及计算科学的研究生来说，在这方面的投入会获得

良好的、有时是丰厚的回报。

在此之前，有不少关于线性规划以及一般的非线性规划的书籍，这些书籍的侧重点

在于问题的描述，建模以及应用。另有一些书籍主要讨论凸优化的理论，内点法以及复

杂度分析。本书介于二者之间，介绍一般的凸优化理论，侧重于问题描述以及建模。

我们也要指出本书并不追求什么。它不是一本侧重于凸分析或者凸优化的数学知

识的教材，已经有一些别的书籍涵盖了这些内容。此外，本书也不是凸优化算法的一个

综述。我们只是挑选了一些较好的算法，介绍其简化了的或者是典型的形式(但是它们

在实践中确实能发挥作用〉。本书也不试图涵盖求解凸问题的内点法(或其他方法)的

最新发展动态。虽然本书所提供的一些数值仿真实例经过了高度简化，但是我们认为，

它们能够适应一些潜在用户的应用要求。并且，对于一些凸优化算法，本书详细地探讨

了如何利用问题的结构使得求解更为迅速。对于所描述算法的复杂性理论，我们也只

是以一种简单方式进行了介绍。然而，对于内点法的自和谐和复杂度分析的重要思想我

们都有一定的介绍。

读者范围

对于在工作中需要用到数学优化，或者更一般地说，用到计算数学的科研人员、科

学家以及工程师，本书较为适合。这些人群包括直接从事优化或者运筹学的科技工作

者，亦包括一些工作在其他科学和工程领域但是需要借助数学优化工具的科技工作者，

这些领域包括计算科学、经济学、金融、统计学、数据挖掘等。本书主要针对后者，即

可能使用凸优化的科技工作者，而不是针对人数相对少很多的凸优化领域的专家。

在阅读本书之前，读者只需要掌握现代微积分和线性代数的相关知识。如果读者对

一些基本的数学分析知识(如范数、收敛性、初等拓扑学)和基本的概率论有一定的了

解，应能较好地理解本书的所有论证和讨论。当然，我们希望即使没有学过数学分析和

概率论的读者也能够理解本书所有的基本思想和要点。此外，本书的正文以及附录部

分包含了数值计算和优化方法需要的所有辅助资料，因此，读者并不需要事先具备这些

知识。

使用本书作为教材

我们希望本书能够在不同的课程中作为基本教材或者是参考教材发挥它的作用。

从 1995 年开始，我们即在 Stanford 和 UCLA 的一些研究生课程中使用本书的初稿，

这些课程包括线性优化、非线性优化和凸优化〈偏工程应用〉。我们的经验表明，用一

个研究生课程的四分之一时间即可以粗略讲授完本书的大部分内容，如果用←个满学
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期的课程时间，讲课进度就可以比较从容，也可以增加更多的例子，并且可以更加详尽

地讨论有关理论。若能用两个四分之一的研究生课程时间，就可以对线性规划和二次规

划(对于以应用为目的的学生极为重要)这些基本内容进行较广泛的讨论，或者对学生

布置更多的大练习。

本书可以作为线性优化、非线性优化等基础课的参考读物。对于涉及凸优化的应用

领域如控制系统等课程，本书亦可以作为替换教材。此外，对于凸优化方面更关注理论

的课程，本书可以作为辅助教材，它提供了一些简单的实际例子。

致谢

本书的完成历时将近十年。这十年中，我们收到了不少关于本书的反馈以及建议，

这些建议来自我们的研究生、我们课程上的学生以及我们在 Stanford 和 UCLA 的同

事等。篇幅有限，我们无法一一表达我们的感谢，仅列出下述名单，表达我们诚挚的谢

意。 A. Aggarwal, V. Balakrishnan, A. Bernard , B. Bray, R. Cottle, A. d'Aspremo时，

J. Dahl, J. Dattorro, D. Donoho, J. Doyle, L. El Gha.oui, P. Glynn, M. Grant, A. 

Hansson, T. Hastie, A. Lewis, M. Lobo, Z.-Q. Luo, M. Mesbahi, W. Naylor, P. Parrilo, 

1. Pressman, R. Tibshirani, B. Van Roy, L. Xiao 和Y. Ye. 我们要感谢 J. Jalden 以及

A. d'Aspremont 在时间序列分析 96.5 .4 中所提供的例子 ， 96 .5 .5 中的界定顾客喜好的

例子也由他们提供。此外，感谢 P. Parrilo 对习题 4.4和习题 4.56 所提供的建议。

我们还要特别感谢两个人。 Arkad.i Nemirovski 引发了我们对凸优化的兴趣并且鼓

励我们撰写本书。而 Kishan Baheti 对本书的完成也发挥了极大的作用。早在 1994 年

的时候，他就鼓励我们以凸优化在实际工程中的应用为题申请美国科学基金会的科研

课程基金，本书可以认为是当年的基金成果，虽然在时间上可能有所滞后。

Stepheη Boyd 

Lieven viαηdenberghe 

Stanford, Californ叩
Los Angeles, Cαlifornia 

2003 牢 7 月
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1 引言

引言将对数学优化做一个简单的回顾，我们将主要关注凸优化在数学优化中的特

殊地位。对于在引言中出现的一些概念，后面将会更加正式以及详细地进行定义。

1.1 数学优化

数学优化问题或者说优化问题可以写成如下形式

minimize 10 (x) 
subject to fí(x) ~句， i = 1, . . . ,m. 

(1. 1) 

这里，向量 x = (Xl ,… , xn) 称为问题的优化变量，函数 10: Rn → R 称为目标函数，

函数 β : R n • R , i = 1 ， …，悦，被称为(不等式〉约束函数，常数 bl> … ， bm 称为约

束上限或者约束边界。如果在所有满足约束的向量中向量 f 对应的目标函数值最小:

即对于任意满足约束力(z) ζ b} ， … ， Im(z) 运队的向量 z， 有 lo(z) 注 10 (x*) ，那么称
f 为问题(1.1) 的最优解或者解。

我们一般考虑具有特殊形式的目标函数和约束函数的优化问题。线性规划即是其

中重要的一类。若优化问题(1.1) 中的目标函数和约束函数元，… ， 1m 都是线性函数，

即对任意的 x， Y E Rn 和 α， ß εR 有

fí(αx+ βν)=α元(x) + βfï(y) , (1.2) 

则此优化问题称为线性规划。若优化问题不是线性的，则称之为非线性规划。

本书讨论一类优化问题，即凸优化问题。凸优化问题中的目标函数和约束函数都是

凸函数，即对于任意 x， νε Rn ， 任意 α， βεR 且满足 α+β= 1 ， α~ 0, ß ~ 0，下
述不等式成立

j与(αx+ßy) ζαfi(x) + βj与(ν). (1.3) 

比较式(1.3) 和式(1.2) ，可以看出凸性是较线性更为一般的性质:线性函数需要严格满

足等式，而凸函数仅仅需要在 α 和 3 取特定值的情况下满足不等式。因此线性规划问

题也是凸优化问题，可以将凸优化看成是线性规划的扩展。
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1.1.1 应用

优化问题 (1.1) 可以看成在向量空间 Rn 的一集备选解中选择最好的解。用 z 表示

备选解， fi(X) ζ 队表示 z 必须满足的条件，目标函数 fo(x) 表示选择 z 的成本 (同理

也可以认为 一fo(x) 表示选择 z 的效益或者效用)。优化问题(1. 1) 的解即为满足约束

条件的所有备选解中成本最小 (或者效用最大〉的那个解。

以投资组合优化为例，我们寻求一个最佳投资方案将资本在 η 种资产中进行分配。

变量向表示投资在第 1 种资产上的资本，那么向量 X E Rn 则描述了资本在各个资产

上的分配情况。约束条件可能包括对投资预算的限制(即总投资额的限制) ，每一份投

资额非负 (此处假设不允许空头〉 以及期望收益必须大于最小可接受收益值。目标函数

或者说成本函数可能是对总的风险值或者投资回报方差的一个度量。在此意义下，优

化问题(1.1) 即为在所有可能的投资组合中选择满足所有约束条件且风险最小的那个

组合。

另一个例子是电子设计中的器件尺寸问题，即在电子电路中设计每个器件的长度

和宽度。此时优化变量表示器件的长度和宽度。约束条件表征了多种工程上需要满足

的要求，如生产过程对器件尺寸的要求，电路在特定速度稳定运行对时间的要求，或者

是电路的总面积的限制。器件尺寸设计问题中一个比较常见的目标函数是电路的总功

耗。因此，优化问题(1. 1 ) 此时变为设计合适的电路器件尺寸，使之满足设计要求 (制造

要求、时间要求以及面积要求〉 并且最为节能。

在数据拟合中，人们需要在一族候选模型中选择最符合观测数据与先验知识的模

型。此时，变量为模型中的参数，约束可以是先验知识以及参数限制 ( 比如说非负性) 。

目标函数可能是与真实模型的偏差或者是观测数据与估计模型的预测值之间的偏差，

也有可能是参数值的似然度和置信度的统计估计。优化问题(1.1) 此时即为寻找合适的

模型参数值，使之符合先验知识，且与真实模型之间的偏差或者预测值与观测值之间的

偏差最小 (或者在统计意义上更加相似) 。

大量涉及决策 (或系统设计、分析与操作) 的实际问题可以表示成数学优化问题，

或者数学优化问题的变化形式如多目标优化问题。事实上，数学优化已经成为很多领

域的重要工具，它被广泛地应用于工程、电路自动设计、自动控制系统以及土木、化工、

机械、航空工程中出现的最优设计问题。此外，网络设计和操作，金融，供应链管理，

调度等很多领域的问题都需要用到优化。反映这类应用的列表还在稳定地扩展。

在上述大部分应用中，数学优化都是作为一个辅助工具，协助决策者，系统设计人

员或系统操作员根据需要监控系统的运行过程，检查结果以及修改问题 (或者方法〉 。

这些人员根据优化问题的结果采取相应的措施，如购买或出售资产以得到最佳投资。

最近出现的一些现象使得数学优化在其他一些领域中的应用成为可能。随着越来

越多的计算机嵌入式产品的问世，嵌入式优化的发展势头迅猛。在这些嵌入式应用中，
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优化的目的是在没有〈或者极少)人为干预的条件下实时做出选择甚至实时执行动作。

在一些应用领域，传统自动控制系统以及嵌入式优化己经被有机地融合在一起:而在其

他一些领域关于这种结合的尝试还处在一个初始阶段。嵌入式实时优化同样带来一些

新的挑战:优化结果必须非常可靠且必须在给定的时间(和存储量〉内解决问题。

1.1.2 求解优化问题

某类优化问题的求解方法是指(以给定精度〉求解此类优化问题中的某一实例的算

法。从 20 世纪 40 年代后期开始，学者们致力于设计算法求解多类优化问题，分析这些

算法的性质以及进行软件实现。不同算法的有效性，即我们用之求解优化问题(1.1) 的

能力，是大不相同的。它取决于多方面的因素，如目标函数和约束函数的形式，优化问

题所包含的变量和约束的个数以及一些特殊的结构如稀疏结构(如果某个问题中每个

约束函数仅仅取决于为数不多的儿个变量，那么此问题称为稀疏的〉。

即使目标函数和约束函数是光滑的(如多项式)，一般形式的优化问题(1.1) 仍然

很难求解。因此，求解一般形式的问题是需要付出一些代价的，如需要较长的计算时间

或者可能找不到解。 91.4 讨论了一些这样的算法。

然而，并不是所有的优化问题都难以求解。对于一些特殊的优化问题，存在一些有

效的算法，这些算法对含有成百上千变量和约束的大型问题甚至都有效。两类重要且广

为人知的例子是最小二乘问题和线性规划问题，随后的 91.2 将描述这两个问题(第 4

章中将予以详细讨论〉。鲜为人知的是，还有一类问题，存在有效的求解算法可以如最

小二乘以及线性规划问题一样进行有效求解。这类问题即为凸优化问题，一些大型的凸

优化问题甚至都能被可靠求解。

1.2 最小二乘和线性规划

本节介绍广为人知且应用广泛的两类特殊的凸优化问题，最小二乘和线性规

划(第 4 章将详细讨论这两类问题〉。

1.2.1 最小二乘问题

最小二乘问题是这样一类优化问题，它没有约束条件(即 m = 0) ，目标函数是若

干项的平方和，每一项具有形式 αfz - 的，具体形式如下

minimize fo(x) = IIAx - b ll ~ = 艺(a;x - bi)2. (1.4) 
i= l 

其中 ， A ε Rkxn (k ~η) ，可是矩阵 A 的行向量，向量 zε Rn 是优化变量。

求解最小二来问题

最小二乘问题 (1.4) 的求解可以简化为求解一组线性方程
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(ATA)x = ATb, 

因此可得解析解 x = (AT A)-l ATb. 对于最小二乘问题，有不少好的求解算法 (和软件

实现)，这些算法的精度和可靠性都很高。最小二乘问题可以在有限时间内进行求解，

此时间和 n2k 近似成正比，且比例系数已知。现有的台式计算机可以在几秒之内解决

包含数百个变量、数千个求和项的最小二乘问题;当然，更为先进的计算机可以解决更

大规模的问题或者以更快的速度解决相同规模的问题(此外，根据摩尔定律，以后的求

解时间还会指数下降)。求解最小二乘问题的算法和软件可靠，足以满足嵌入式优化的

要求。

很多时候，若最小二乘问题中的系数矩阵 A 具有某些特殊结构，我们甚至可以解

决更大规模的此类问题。例如，假设矩阵 A 是稀疏的，即矩阵 A 中含有的非零元素

的个数远远少于帆，我们可以更快求解此最小二乘问题，所需时间的数量级远远小于

n2k。现有的台式计算机在一分钟左右的时间内可以处理大规模的稀疏最小二乘问题，

这些问题中所含的变量个数甚至多达数万，所含的求和项也可达到数十万 (具体时间取

决于不同的稀疏类型) 。

当最小二乘问题的规模极大 (比如说包含上百万的变量) 或者需要在给定时间内进

行实时求解，此时求解最小二乘问题就有一定的难度。然而，在大部分的应用中，已

有的方法还是相当有效和可靠的。事实上，我们可以认为，最小二乘问题的求解是一

项(成熟的)技术 (除非问题超出目前可解的范围 )，对于很多人，即使不知道，也无需

知道这门技术的细节，仍然可以可靠地应用。

使用最小二乘

最小二乘问题是回归分析，最优控制以及很多参数估计和数据拟合方法的基础。最

小二乘问题有很多统计意义，例如，给定包含高斯噪声的线性测量值时，向量 z 的最大

似然估计即等价于最小二乘问题的解。

判别一个优化问题是否是最小二乘问题非常简单;只需要检验目标函数是否是二

次函数 (然后检验此二次函数是否半正定)。基本最小二乘问题只有一个简单固定的表

达式，因此，人们提出了一些标准的技术，使得最小二乘问题在实际应用中更为灵活。

在加权最小二乘问题中，我们最小化加权的最小二乘成本

艺叫(α扫一时，
i= l 

其中 ， 加权系数叫，…，叫均大于零 (加权最小二乘问题可以很方便地转化为标准的

最小二乘问题进行求解)。在加权最小二乘问题中，加权系数均反映了求和项 arx - bi 

的重要程度或者说是对解的影响程度。在统计应用中，当给定的线性观测值包含不同方

差的噪声时，我们用加权最小二乘来估计向量 ι
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正贝。化是解决最小二乘问题的另一个技术，它通过在成本函数中增加一些多余的

项来实现。 一个最简单的形式是在成本函数中增加一项和变量平方和成正比的项

艺(αfz-bz)2+ρLX; ，

这里， ρ> 00 (此问题亦可以转化为标准最小二乘问题。〉当劣的值较大时，增加的项对

其施加一个惩罚，其得到的解比仅优化第一项时更加切合实际。参数 ρ 的选择取决于使
n 

用者，选择原则是使原始目标函数值尽可能小而同时保证 ε 司的值不能太大，在二者

之间取得一个较好的平衡。在统计估计中，当待估计向量 z 的分布预先知道时，可以采

用正则化方法。

加权最小二乘和正则化在第 6 章会进行详细介绍;第 7 章给出了它们在统计学上

的意义。

1.2.2 线性规划

另一类较为重要的优化问题是线性规划，其目标函数和所有的约束函数均为线性

函数，线性规划问题可以表述如下

minimize CT X 

subject toαfzζ 儿 i = 1, . . . , m. 
(1.5) 

其中，向量 C，句，… ， am εR吭 ， b1,… , bm εR 是问题参数，它们决定目标函数和约束
函数。

求解线性规划

虽然线性规划问题的解并没有一个简单的解析表达形式 (和最小二乘问题不同 ) , 

然而，存在很多非常有效的求解线性规划问题的方法，这当中包括 D缸ltzig 的单纯形

法以及最近发展起来的内点法。本书后面将专门介绍内点法。此外，我们也不能给出解

决一个线性规划问题所需要的算术运算的确切次数，但对于给定的求解精度，可以给

出采用内点法时所需要的算术运算次数的严格上界。其求解复杂度实际正比于 n2m (假

设 m~η)，但是比例系数不好确定，而最小二乘方法中比例系数较易确定。尽管与最

小二乘问题的算法相比可靠性略逊一筹，但求解线性规划问题的算法还是相当可靠的，

可以在大约几秒钟的时间内利用小型台式计算机处理含有数百变量、数千约束条件的

线性规划问题;如果线性规划问题是稀疏的，或者具有其他有利于运算的结构，甚至可

以解决包含数万或者数十万变量的问题。

和最小二乘问题一样，处理极大规模的线性规划问题或者在很短时间内实时解决

线性规划问题还是具有一定难度的。但是，和最小二乘问题的情况类似，我们可以说求

解(大部分)线性规划问题是一项成熟的技术。线性规划的求解程序可以(并已经)嵌

入到很多工具箱和应用软件中。
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使用线性规划

一些应用可以直接表述为线性规划的形式式(1.5) 或者其他一些标准形式。在很多

其他情况中，原始的优化问题井不是线性规划问题的标准形式，但是可以利用第 4 章介

绍的技巧转化为一个等价的线性规划问题〈然后进行求解)。

作为一个简单例子，考虑 Chebyshev 逼近问题

minimize maxkl,·· .khfz-M. (1.6) 

其中，优化变量 zεRn，句，…， αk E R n• bl ,… ,bk E R 为问题的参数，参数取值确定

后即得到了一个具体问题。我们注意到，此问题与最小二乘问题式(1.4) 有着一定的相

似性。对于这两个问题，目标函数中均含有可z 一的。不同的是，在最小二乘问题中，

我们采用 α72 一 句的平方和作为目标函数，而在 Chebyshev 逼近问题中，我们优化

αfz 一机的绝对值中最大的一项。另外一个重要差别在于 Chebyshev 逼近问题式(1.6)

中的目标函数是不可微的;而最小二乘问题式(1.4) 中的目标函数是二次的， 自然也是

可徽的。

求解 Chebyshev 逼近问题(1.6) 等价于求解如下线性规划问题

minimize t 

subject toα?z - t 运句， i =l,..., k (1.7) 

-4z-tζ-bt， 4=1，，k， 

优化变量 x E R n , tε R . (具体的细节在第 6 章中进行介绍。〉由于线性规划问题的求

解非常方便，因此 Chebyshev 逼近问题较易求解。

其实，对于线性规划问题比较熟悉的读者能够很快认识到 Chebyshev 逼近问题

式(1.6) 可以转化为线性规划问题。然而，对于不了解线性规划问题的读者，还是难以将

具有不可微目标函数的 Chebyshev 逼近问题式(1.6) 和线性规划问题联系起来。

尽管判别某个问题是否可以转化为线性规划问题较之最小二乘问题困难一些，我

们仍然可以说这只是一项容易掌握的技术，因为判别是否可以转化为线性规划问题仅

仅需要一些标准的技巧。我们甚至可以半自动地完成这种判别转换过程，一些判别以及

解决优化问题的软件可以自动识别(一些)可以转化为线性规划的问题。

1.3 凸优化

凸优化问题具有如下形式
. . 

10(x) 

fi(x) ζb毡，
(1.8) 

口unmuze

subject to i = 1，…，竹、

其中，函数 10γ·· ， fm;Rn → R 为凸函数。即对于任意尘， Y E R饵， α， ß ε R 且

α+β= 1. α;;:::: 0 , ß ;;:::: 0，这些函数满足
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fi(αx+ βν)ζαfi(x) + βfi(ν). 

从前面的讨论我们可以知道，最小二乘问题 (1功和线性规划问题(1.5) 实质上都是凸

优化问题(1.8) 的特殊形式。

1.3.1 求解凸优化问题

凸优化问题的解并没有一个解析表达式，但是，和线性规划问题类似，存在很多有

效的算法求解凸优化问题。在实际应用中，内点法就较为有效，在一些情况下，可以证

明，内点法可以在多项式时间内以给定精度求解这些凸优化问题。(第 11 章将详细讨论

这个问题。)

后面将会说明，内点法几乎总可以在 10 步到 100 步之间解决凸优化问题(1.8)。不

考虑特殊结构的凸优化问题(如稀疏结构)，每一步需要的操作次数和下述变量成正比

max{η3 ， n 2m , F} , 

其中 F 是计算目标函数和约束函数岛，… ， fm 的一阶导数和二阶导数所需要的计

算量。

和线性规划问题类似，这些内点法求解凸优化问题也相当可靠。我们可以使用现在

的台式计算机轻易地解决包含数百变量、数千约束的凸优化问题，计算时间不超过一

百秒。如果问题本身具有一些特殊结构(如稀疏结构)，则可以解决含有数千变量以及

约束的更大规模的问题。

然而，求解一般的凸优化问题并不如最小二乘以及线性规划一样是一项成熟的技

术。目前，关于内点法在←般非线性凸优化问题中的应用还处于研究阶段，何为最佳求

解方法，学者们也看法不一。但是，我们预计，在未来几年内解决一般的凸优化问题将

成为一项技术，而这种预计是合理的。事实上，对于凸优化问题的儿类重要问题，如二

阶锥规划和几何规划问题(第 4 章中将进行详细介绍)，内点法正在逐渐成为一项成熟

的技术。

1.3.2 使用凸优化

至少从概念上讲，使用凸优化和使用最小二乘以及线性规划类似。如果将某个问题

表述为凸优化问题，我们就能迅速有效地进行求解，这点和求解最小二乘问题的情形

类似。虽然有点夸张，我们认为，如果某个实际问题可以表述为凸优化问题，那么事实

上已经解决了这个问题。

当然，一般的凸优化问题和最小二乘问题以及线性规划问题在某些方面还有很大

差异。比如说判断某个问题是否为最小二乘问题非常直接，然而，凸优化问题的识别比

较困难。此外，较之线性规划问题，转换为凸优化问题的过程中存在更多的技巧。因此，

判断某个问题是否属于凸优化问题或识别那些可以转换为凸优化问题的问题是具有挑



. 8 . 1 引言

战性的工作。本书的主要目的就是为读者建立这方面的知识。当我们具备了识别或者表

述一个凸优化问题的技巧时，我们将发现，超乎我们的想象，很多问题都可以利用凸优

化求解。

使用凸优化的难点或技巧是判别问题是否属于凸优化问题以及表述问题。一旦实

际问题被表述为凸优化问题的形式，解决问题就〈几乎)只是一项技术了，就如最小二

乘问题和线性规划问题的求解一样。

1.4 非线性优化

非线性优化 (或非线性规划)描述这样一类优化问题，其目标函数或者约束函数是

非线性函数，且不一定为凸函数。遗憾的是，对于一般的非线性规划问题式(1.1)，目前

还没有有效的求解方法。有时看似简单的问题，变量个数可能不到 10，却非常难以求

解，更不用说上百变量的非线性优化问题。因此，现有的用于求解一般非线性规划问题

的方法都是在放宽某些指标的条件下，采取不同的途径进行求解。

1ι1 局部优化

在局部优化中，人们放宽对解的最优性的要求，不再搜寻使目标函数值最小的

最优可行解。- 取而代之的是，寻找局部最忧解。局部最优解是在其小邻域内的所有

可行解里使目标函数值最小的那个解，但是不保证优于不在此邻域内的其他可行解。

关于一般非线性规划问题的研究有很大一部分关注局部最优化方法，并取得了不少

成果。

由于仅仅要求目标函数和约束函数可徽，局部优化求解迅速，并可以处理大规模问

题。这些特点使得局部优化在实际中的应用较为广泛，尤其是在满意解(非最优解〉同

样具有价值的应用场合。工程设计就是这种应用的一个例子，此时，局部优化相比经验

方法或者其他设计方法已经具有优势，能够改善设计系统的性能。

然而，除了(可能〉不能找到全局最优解以外，局部优化方法还存在一些别的缺点。

在局部优化中，需要确定优化变量的初始值，而初始值的选取非常重要，对最终得到的

局部最优解有着很大的影响。而且，人们无法估计局部最优解相比(全局)最优解到底

有多大的差距。此外，局部优化方法对算法的参数值一般也较为敏感，通常需要针对某

个具体的问题或某类问题进行调整。

局部优化问题相比最小二乘问题、线性规划问题以及凸优化问题需要更多的技巧。

人们需要选择合适的算法，调整算法的参数，选取一个足够好的初始点(针对某个具体

问题〉或提供一个选取较好初始点的方法(针对一类问题〉。大致说来，局部优化方法是

一种技巧而不仅是一项技术。局部优化是一种研究得较为透彻的技巧，常常很有效，但

是还是一种技巧。相比之下，在最小二乘问题和线性规划问题中需要的技巧很少(当然



1.4 非线性优化 . 9 . 

了，问题规模没有超过目前可以求解的范围〉。

比较非线性规划中的局部优化方法和凸优化是一件有意思的事情。大部分局部优

化方法仅仅要求目标函数和约束函数可徽，因此，将实际问题建模为非线性优化问题是

相当直接的。当建模完成后，局部优化中的技巧体现在问题的求解上(在寻找一个局部

最优点的意义上)。而凸优化的情形完全相反，技巧和难点体现在描述问题的环节，一

旦问题被建模为凸优化问题，求解过程相对来说就非常简单。

1.4.2 全局优化

在全局优化中，人们致力于搜索优化问题(1.1) 的全局最优解。当然了，付出的代

价是效率。在最坏的情况下，全局优化的求解复杂性随着问题的规模 η 和 m 呈指数增

长:人们只能寄希望于现实中遇到特殊情况，这样求解速度可能会快很多。虽然这种情

况在现实中确实存在，但是并不典型。一般而言，即使问题规模较小，只有几十个变量，

求解也需要很长的时间(几个小时甚至几天)。

对变量个数较少的小规模问题，若对计算时间没有苛刻的要求且寻找金局最优

解非常有价值，我们采用全局优化。工程设计中高价值系统或安全性第一的系统的

最坏情况分析问题或验证问题就是采用全局优化的一个例子。此时，不确定参数是问

题的变量，在实际生产过程中或者当工作环境和工作点改变时会发生变化。目标函

数是效用函数，函数值越小，情况越坏。关于参数取值的先验知识构成了约束条件。

优化问题式(1.1) 此时即为寻找最坏情况下的参数值，即参数的最差值。如果在最差

值的情况下，系统仍然可靠运行，我们认为系统是安全的或者可靠的〈当参数发生变

化时)。

周部优化方法可以迅速找到一些较差情况下的参数的取值，但是不能保证是最差

的情况。如果局部优化方法能够找到一组参数取值，使得系统的性能不在可接受范围

内，那么我们说系统是不可靠的。但是，局部优化方法无法证明系统是可靠的，它只是

可能没找到最差的情况下的参数取值。与此相反，全局优化能够找到绝对最差的参数取

值，如果在此情况下，系统的性能仍然可以接受，我们可以证明系统是安全可靠的。全

局优化需要付出的是计算时间，即使对一个参数规模较小的问题都有可能很长。然而，

当验证系统可靠非常有价值，或者系统运行不可靠或不安全的代价非常大时，全局优化

还是很有必要的。

1.4.3 非凸问题中凸优化的应用

本书主要讨论凸优化问题以及可以转化为凸优化问题的一些应用。不过即使对于

非凸问题，凸优化仍然有着重要的作用。

局部优化中利用凸优化进行初始值的选取

凸优化在非凸问题中的一个重要应用即是将凸优化与局部优化结合起来。对于一
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个非凸问题，我们首先将其表述为近似凸优化问题。我们通过求解近似凸问题，得到近

似问题的精确解。这是很容易做到的，因为凸优化的求解不需要初始值，求解容易。然

后，我们用凸问题的精确解作为局部优化算法的初始值，求解原非凸问题。

非凸优化中的凸启发式算法

求解非凸问题的很多启发式算法都是基于凸优化。搜寻满足一定约束条件的稀疏

向量就是这方面应用的一个有趣的例子，前面已经说过，稀疏向量即含有较少非零元

素的向盘。此问题是一个复杂的组合问题，然而，基于凸优化，存在一些简单的启发式

算法，可以找到较稀疏的解。 (第 6 章将对此进行详细介绍。〉

另一个较为常见的应用例子是随机算法。随机算法产生服从某个概率分布的一些

备选解，在这些备选解中选择最好的那个解作为非凸问题的近似解。假设产生备选解

的这些既率分布可以由参数表征，比如它的均值和方差。我们就可以提出这样的问题，

在所有这些分布中，哪个分布使得目标函数具有最小的期望?事实证明，这个问题有时

可以表述为凸问题，因此可以被有效求解 (例如可以参见习题 11.23) 。

全局优化的界

对于非凸问题的全局优化，很多方法都需要给出最优解的下界，而且计算代价必须

较小。求解下界的两个标准方法都是基于凸优化。在松弛算法中，每个非凸约束都用一

个松弛的凸约束代替。在 Lagrange 松弛中，我们求解 Lagrange 对偶问题 (在第 5 章介

绍〉。此问题是凸的，并给出了原非凸问题最优解的一个下界。

1.5 本书主要内容

本书分为三个主要部分，分别为理论、应用以及算法。

1.5.1 第 I 部分z 理论

在第 I 部分理论中，我们介绍基本的定义、概念以及凸分析和凸优化的一些结果。

我们不力求面面俱到，只是对我们认为在判别、表述凸优化问题中有用的理论进行详

述。这些都属于经典问题，几乎所有问题都可以在其他有关凸分析和凸优化的教材中找

到。本书并不打算给出这些问题的最一般性的结果，读者如果对此有兴趣可以参照其

他有关凸分析的标准教材。

第 2 章和第 3 章分别介绍凸集和凸函数，这两章将给出儿种常见的凸集和凸函数。

此外，我们还给出几种凸运算规则，即针对凸集以及凸函数的保凸运算。结合常见的

例子以及凸运算规则，我们可以得出 (或者更重要的，判别) 一些比较复杂的凸集和凸

函数。

在第 4 章凸优化问题中，我们对优化问题进行详细的讨论，并且介绍几种变换用来

将问题表述为凸优化问题。此外，我们还介绍几类常用的凸优化问题，如线性规划、几
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何规划以及最近发展起来的二阶锥规划和半定规划。

第 5 章对偶讲述了在凸优化求解中至关重要的 Lagrange 对偶理论，给出了经

典的 K町ush-Kuhn-币lcker 最优性条件以及凸优化问题的局部敏感性和全局敏感性

分析。

1.5.2 第 11 部分:应用

在第 II 部分应用中，我们介绍凸优化在概率统计、计算几何以及数据拟合中的广

泛应用。我们力求给出直观的描述，使得大部分读者都能够理解这些应用。为了使应用

部分不致太长，我们仅考虑简单的例子，对于一些问题也会增加可能的扩展讨论。这种

处理问题的方式可能会让一些专家认为不够专业，对此，我们表示歉意。但是，本书的

目的是传达应用的精髓，使得更多读者能够更快接受，而不是从理论上详细、完整地

进行介绍。我们自己的专业背景是电气工程，涉及的领域是控制系统、信号处理和电路

分析设计。虽然在我们的课堂上 (以本书作为主要教材〉大量提到我们专业方面的应

用，但是我们在书中仅仅讨论了这些方面的一些应用。

第 II 部分的目的是让读者通过例子了解如何在实践中应用凸优化。

1.5.3 第 111 部分:算法

在第 III 部分算法中，我们介绍了求解凸优化问题的数值方法，主要介绍牛顿算

法和内点法。第 III 部分包括3章，分别涉及无约束优化、等式约束优化以及不等式约

束优化问题。这三个章节按照问题由易到难的顺序进行安排，排在后面章节中的问题

总可以表述为求解一系列前面章节所涉及的较简单的问题。二次规划问题 (包含最小

二乘问题) 是最简单的问题，可以通过求解线性方程组进行有效求解。第 9 章中所介

绍的牛顿法求解次简单的问题。在牛顿法中，需要求解的问题为无约束或者等式约束

的问题，可以将这些问题转化为求解一系列二次规划问题。第 11 章介绍求解最难问

题的内点法。这些方法通过求解一系列的无约束或者等式约柬问题来求解不等式约束

问题。

总而言之，我们仅仅根据需要介绍几种算法，对于另外一些好方法，如拟牛顿法、

共辄梯度法、 bundle 方法以及割平面方法，本书井未涉及。对于所介绍的方法，本书给

出简化的形式，关于其最新的、最复杂的形式都未涉及。在选择介绍什么算法时，我们

考虑了多方面的因素。本文所介绍的算法都较为简单 (无论描述或是实现)，对于大多

数问题不但快速有效，而且鲁棒可靠。

有不少用户都是仅仅使用 (并不开发〉 凸优化软件，如线性规划或半定规划求

解软件。对于这些用户，第 III 部分所覆盖的知识旨在传达凸优化方法的基本概念

和属性。对于一些开发新算法的用户，我们相信，第 III 部分提供了一个较好的初步

介绍。
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1.5.4 附录

本书有三个附录。第一个附录列举了本书可能用到的数学知识并定义了本书所使

用的数学符号。第二个附录讨论一类特殊的优化问题，其目标函数是二次函数且含有

一个二次约束。这类问题是非凸问题，但可以利用第 II 部分一些应用中的结果进行有

效求解。

最后一个附录简要介绍了数值钱性代数，主要关注一些方法。这些方法可以利用问

题结构，如稀疏性，从而使得问题的求解更为有效。我们并未涉及一些重要的话题，如

舍入分析，也没有给出实现所需要的因式分解的方法的技术细节。事实上，这些问题在

很多优秀的教材中都有涉及。

1.5.5 关于例子

本书的很多地方(尤其是在介绍应用和算法的第 II 和第 III 部分〉都利用具体的例

子方便读者更好地理解本书的方法。有的时候，我们选择(或设计)例子来解释我们的

观点;.其他时候，我们选择"典型"例子。所谓典型例子是指利用一些简单明了的概率分

布随机产生的例子。我们知道，仅仅用几十个或者上百个随机产生的例子去评价某个

算法的性能是不可靠的，所以本书并非用例子来精确估计算法性能。我们给出这些例

子只是希望读者对算法的性能，或者问题规模对计算量的影响有个大致的了解。事实

上，对同样的例子，读者的求解结果可能和我们的不一样。

1.5.6 关于习题

每一章的结尾都有一些习题。有些习题针对正文的某些观点展开详细的讨论;有些

习题则侧重于判断或建立给定集合、函数或者问题的凸性:另外还有一些习题，考虑如

何构造表述一个凸优化问题。有些章节包含数值习题，可能需要用合适的高级语言进行

一些编程 (但是这种情形不多)。习题的难度不一，有简单明了的也有需要一些技巧的。

这些习题混杂在一起，其难度均未标出。

1.6 符号

除了一些特例，本书所采用的基本是标准符号，本节介绍基本符号:更详细的符号

列表见书后符号表。

实数集用 R 表示. R+ 表示非负实数的集合，而 R++ 表示正实数的集合。 Rn 表

示 n 维实向量的集合. Rmxn 表示 mx 何实矩阵的集合。在本书中， 向量和矩阵均用

方括号限定，不同的元素用空格区分。若向量元素之间用逗号区分井包含在圆括号内，

其代表列向量。例如，如果 α， b, cε R，对于 R3 中的某个向量，我们有
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α 

(叭们 I b I = [α b C ]T , 
C 

符号 1 表示所有分量均为 1 的向量〈维数由实际情况决定〉。均可以表示向量 z 的第

4 个分量，也可以表示序列或者向量集町，句，…的第 4 个元素。具体用到这些符号的

时候，根据上下文可以知道它们的涵义。

Sk 表示 kxk 对称矩阵的集合， S~ 表示 kxk 对称半正定矩阵的集合，而 S~+

表示 kxk 对称正定矩阵的集合。弯不等式符号兰(以及其严格形式>-)用来表示扩展

的不等式:对向量而言，它刻画了每个分量之间的不等式关系;对于对称矩阵，它表征

了矩阵不等式。若添加下标，符号二三K (或者 -<K) 表示相对于锥 K 的广义不等式(将

在 ~2.4.1 中详细说明)。

在本书中，描述函数的方式同标准符号有点不同，希望不会引起误解。我们使用符

号 1: RP → RQ 表示函数 f 定义在 RP 的某个子集上，且输出值在 RQ 空间内。这个

子集即为函数 f 的定义域，用符号 doml 描述。可以认为符号 1: RP → RQ 代表了函

数类型，因为在计算机语言中， 1: RP → RQ 意味着函数 f 的输入是一个 p 维的实向

量，输出是一个 q 维的实向量。在本书中 ， 1 的定义域 doml 是 RP 中的子集， X 必须

是这个子集中的点。比如说对数函数 log: R → R，其定义域为 domlog = R++。符号

log: R → R 意味着对数函数的输入和输出均为实数;而 domlog = R++ 说明对数函

数仅仅对大于零的实数有意义。

我们使用 Rn 表示一般的有限维空间。在本书中，还有其他一些有限维空间，如最

高次数给定的单变量多项式空间，或者 kxk 对称矩阵空间 Sk。通过选择某个向量空

间的基，可以将其与 Rn 联系起来 (η 是其维数)，此时关于向量空间 Rn 的有关结论

都可以应用。至于如何建立联系并转换结论至其他向量空间，一般留给读者完成。例如，

任意线性函数 1: Rn → R 可以表示为 I(x) = CT x ， 其中 cεRn。相应地关于向量空

间 Sk 的描述可以通过选定基并进行转换而得到，即:任意线性函数 1: Sk → R 都可

以表征为 I(X) = tr(CX)，其中 CεSk。

参考文献

最小二乘是一个古老的课题; Gauss 在 19 世纪 20 年代撰写的论文(拉丁文)就曾经提到过，最

近由 Stewart [Gau95) 进行了翻译。更近的工作可以参看 La.wson 和 Hanson [LH95)以及 Björck

[Bjö96) 所撰写的书。关于线性规划的参考文献将在第 4 章中提到。

关于非线性规划问题，有一些很好的求解局部最优解的算法，这些算法可以在下列文献中找

到， Gill. Murra.y 和 Wright [GMW81) , Nocedal 和 Wright 阳W99) , Luenberger [Lue84)，以

及 Be此sekas [Ber99) 。
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下列书籍讲述了全局优化， Horst 和 Pardalos [HP94] , Pinter [Pin95]，以及Thy ['1\呐碍。利

用凸优化问题寻找非凸问题的界是一个较热的研究课题，在上述全局优化的书中， Ben-Tal 和

Ncmirovski 撰写的书 [BTN01， 94.3] 中以及 Nesterov， Wolkowicz和 Ye 写的综述 [NWYOO] 均

有提及。关于此课题的一些重要的文章可以参看 Goemans 和 W出iamson [GW95] , Nesterov 

[NesOO, Nes98] , Ye [Ye99] ，以及 Parrilo [Par03] 0 关于随机方法， Motwani 和Raghavan 的文章

中进行了讨论 [MR95] 。

凸分析，即关于凸集，凸函数以及凸优化问题的数学分析，是数学问题的一个较为成熟的分

支。基本的参考文献可以参看书籍Rockafellar [Roc70] , Hiriart-Urruty 和 Lemaréchal [HUL93, 

HUL01] , Lemaréchal [HUL93, HULOl] , Borwein 和 Lewis [BLOO]，以及 Bertsek邸， Nedié 和

Ozdaglar [Ber03]。更多的关于凸分析的参考文献列在第 2 章至第 5 章中。

Nesterov 和 Nemirovski [NN94] 首先提出内点法可以解决很多凸优化问题:类似的文献在第 11
章中列出。关于现代凸优化问题，内点法及其应用可以参看 Bcn-Tal 和 Ncmirovski 所写的书

[BTN01] 。

另外还有一些方法用来求解凸优化问题，本书没有涉及，如次梯度法 [Sho85] ， bundle 方法

[HUL93] ，割平面法 [Kcl60 ， EM75, GLY96] 以及椭球法 [Sho91， BGT81] 等。

凸优化问题比较容易求解的思想由来已久。很早以前，人们就认为凸优化的理论相对一般的非

线性优化理论直接(完备)得多。下面是 Rockafcllar 在1993年 SIAJ..1 的综述中曾经写过的一段

话 [Roc93]:

" 事实上， 优化问题的分水岭不是线性和非线性，而是凸性和非凸性。 "

Nemirovski 和 Yudin，在他们的著作优化中的问题复杂性以及方法敷率 [NY83] 中第一次正式

提出凸优化问题较之一般的非线性优化问题更易求解。他们说明，凸优化问题的信息复杂度要

远远低于一般的非线性优化问题。更新的关于此类话题的著作可以参看 Vavasis [Vav91] 。

内点法具有较低的复杂度(理论上〉和现代的相关研究不谋而合。现代很多研究致力于证明内

点法(或其他方法〉能够在有限步运算内求解一些凸优化问题，而所谓的有限步是指增长速度不

超过问题维数和 log(1/f) 的多项式，其中 ε>0 是要求的精度(具体可以参看第 11 章中的一些
简单结果〉。第-个全面研究此问题的著作是 Nesterov 和 Nemirovski [NN94]。其他的参考文

献可以参看 Ben-Tal 和 Nemirovski [BTN01 ， 第 5 讲! 以及Renegar [Ren01] 0 在求解很多凸优

化问题时内点法具有多项式时间的复杂度，这大大优于利用现有算法求解许多非凸优化问题的

情形，事实上，在最坏的情况下，这些算法需要的运算次数随着问题的维数呈指数增长。

凸优化的应用非常广泛，在此难以一一罗列。凸分析在经济和金融领域构成了很多结论的基

础，具有至关重要的地位。比如说，在无套利的假设条件下，分离超平面定理可以用来推导

价格和风险中性概率的存在性(可以参看 Luenberger [Lue屿， Lue98] 和Ross [Ros99])。凸优

化，尤其是我们可以解决半定规划的能力，在自动控制理论上也得到了广泛的关注。凸优化

在控制理论中的应用可以参看下列著作， Boyd 和 Barr剖 [BB91] ， Boyd , El Ghaoui, Feron和

Balakrishnan [BEFB94] , Dahleh 和 Diaz-Bobillo [DDB95] , El Ghaoui 和 Niculescu [ENOO] , 
以及 Dullerud 和 Paganini [DPOO]。另一个嵌入式(凸〉优化问题是预测控制。预测控制是需

要在每一步求解一个二次规划(凸优化)问题的自动控制策略。预测控制如今已在化学工业的

过程控制中得到了广泛的应用;见 Morari 和 Zafirou [MZ89] 0 凸优化方法〈尤其是几何规划方
法〉的另一个应用领域是电子电路设计，在此领域的研究历史悠久。这方面的文掌有 Fishburn

和 Dunlop [FD85]. Sapatnekar , Rao, Vaidya 和 Kang [SRVK93]. 以及 Hershenson ， Boyd 和
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L四 [HBL01] . Luo 在文 [Luo03] 中对凸优化在信号处理以及通信方面的应用做了一个综述。更

多的关于凸优化的应用的参考文献可以在第 4 章以及第 6 章和第 8 章中找到。

最近用来求解凸优化问题的内点法的高效实现可以参考软件包 LOQO [Van97] 和 MOSEK

[MOS02] 以及第 11 章中列出的代码。详细描述优化问题的软件系统有 AMPL [FGK99] 和

GAMS [BKMR98] 0 这两个软件系统都提供了一些方法，判别可以转化为线性规划的问题。





理论





2 凸集

2.1 仿射集合和凸集

2.1.1 直线与线段

设 Xl 予1:. X2 为 Rn 空间中的两个点，那么具有下列形式的点

y = OXl + (1 一 θ)旬， 8εR

组成一条穿越 Xl 和白的直线。参数。 =0 对应 ν= 句，而 0=1 表明 ν= 句。参数 θ

的值在 0 和 1 之间变动，构成了 Xl 和 X2 之间的(闭〉线段。

u 的表示形式

y = X2 + O(Xl - X2) 

给出了另一种解释:y 是基点 X2 (对应。= 0) 和方向 Xl - X2 ( 由 X2 指向 Xl) 乘以参

数。的和。因此.e 给出了 u 在由 X2 通向阳的路上的位置。当。由 0 增加到1.点 ν

相应地由 X2 移动到 Xl。如果。>1.点 u 在超越了町的直线上。图2.1给出了直观的

解释。

。= 1.2 飞.........x，
。= 1

图2.1 通过 Xl 和功的直线可以参数化描述为 8Xl + (1 - 8)句，其中。在 R 上变化。 Xl 和

X2 之间的线段由深色所示，对应处于 0 和 1 之间的。。

2.1.2 仿射集合

如果通过集合 C Ç Rn 中任意两个不同点的直线仍然在集合 C 中，那么称集合

C 是仿射的。也就是说， c C Rn 是仿射的等价于:对于任意町 ， X2 ξC 及。 εR 有

eX1 + (1 - O)X2 εC。换而言之.C 包含了 C 中任意两点的系数之和为 1 的线性组合。



. 20 . 2 凸集

这个概念可以扩展到多个点的情况。如果。1+ … + ()k = 1，我们称具有 ()lXl + 
.. + fhxk 形式的点为町，…，冉的仿射组合。利用仿射集合的定义(即仿射集合包含
其中任意两点的仿射组合)，我们可以归纳出以下结论:一个仿射集合包含其中任意点

的仿射组合，即如果 C 是一个仿射集合， Xl，… ， Xk ε C， 并且 ()1 +…+也=1，那么

()lXl +… + ()kXk 仍然在 C 中。

如果 C 是一个仿射集合并且 Xoε C ， 则集合

v = C - Xo = {X - Xo I X ε C} 

是一个子空间，即关于加法和数乘是封闭的。为说明这一点，设叫 ， V2 ε V， α，。 εR，

则有 'U1 十 Xoε C ， V2 + Xo E C。因为 C 是仿射的，且 α + ß + (1-α -ß) = L 所以

αυ1+βV2 + Xo = α(Vl + XO) + ß(V2 + XO) + (1 一 α 一 β)Xo E C, 

由 αVl + βυ2 +xO ε C ， 我们可知 αυ1+β。2εV。

因此，仿射集合 C 可以表示为

C'= V + Xo = {V + Xo I V E V} , 

即一个子空间加上一个偏移。与仿射集合 C 相关联的子空间 V 与 Xo 的选取无关，所

以 Xo 可以是 C 中的任意一点。我们定义仿射集合 C 的维数为子空间 V = C - Xo 的

维数，其中 Xo 是 C 中的任意元素。

例 2.1 线性方程组的解集.线性方程组的解集 c = {X I Ax = b}. 其中 AεRmxn • b ε 

Rm，是一个仿射集合。为说明这点，设 Xl ， X2 εC. 即 AXl = b. AX2 = bo 则对于任意。'
我们有

A(B笃1 + (1 - B)X2) = BAxl + (1 一 θ)AX2

=Bb + (1 - B)b 

=b, 

这表明任意的仿射组合 BXl + (1 - B)句也在 C 中，并且与仿射集合 C 相关联的子空间就

是 A 的零空间。

反之任意仿射集合可以表示为一个线性方程组的解集。

我们称由集合 C ç Rn 中的点的所有仿射组合组成的集合为 C 的仿射包，记为

affC: 

affC = {(hXl + …+也圳叫) .. . ) xk ε C， ()l + . . . +θk = 1} 

仿射包是包含 C 的最小的仿射集合，也就是说:如果 S 是满足 Cçs 的仿射集合，那

么 affC c S。
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2.1.3 仿射维数与相对内部

我们定义集合 C 的仿射维数为其仿射包的维数。仿射维数在凸分析及凸优化中十

分有用，但它与其他维数的定义常常不相容。作为一个例子，考虑 R2 上的单位圆环

{x E R 2 I xI +过 = 1}。它的仿射包是全空间 R2，所以其仿射维数为 2。但是，在其他

大多数维数的定义下， R2 上的单位圆环的维数为 1。

如果集合 CCRn 的仿射维数小于饨，那么这个集合在仿射集合 affC 乒 Rn 中。

我们定义集合 C 的相对内部为 affC 的内部，记为 relint C ， 即

relintC = {劣 ε C I B(尘， r)naffCcC 对于某些 r> O} , 

其中 B怡，俨) = {νI 11ν- xll :豆叶，即半径为 r，中心为 2 并由范数 11 . 11 定义的球〈这

里的 11 . 11 可以是任意范数，并且所有范数定义了相同的相对内部)。我们于是可以定义

集合 C 的相对边界为 cl C \ relint C， 此处 clC 表示 C 的闭包。

例 2.2 考虑 R3 中处于 (Xl ， 均)平面的一个正方形，定义

C={XER3
1 -1 运 Xl 运 1 ， -1 运 X2 运 1 ， X3 = O}. 

其仿射包为(町， X2)平面，即 affC = {x E R 3
1 X3 = O}o C 的内部为空，但其相对内部为

relintC = {x εR3 I - 1 < Xl < 1, -1 < X2 < 1, X3 = O} 

C C在 R3 中〉的边界是其自身，而相对边界是其边框，

{x εR3 I max{ lx l J, IX21} = 1, X3 = O} 

2.1.4 凸集

集合 C 被称为凸集，如果 C 中任意两点间的线段仍然在 C 中，即对于任意

町 ， X2 εC 和满足 o ~二。 ζ1 的。都有

OXl + (1 - ())X2 εC 

粗略地，如果集合中的每一点都可以被其他点沿着它们之间一条无阻碍的路径看见，那

么这个集合就是凸集。所谓无阻碍， 是指整条路径都在集合中。由于仿射集包含穿过集

合中任意不同两点的整条直线，任意不同两点间的线段自然也在集合中。因而仿射集是

凸集。图2.2显示了 R2 空间中一些简单的凸和非凸集合。

我们称点。l Xl +…+ (hXk 为点町，…，阳的一个凸组合，其中 01 + …+仇 =1

并且 Oi ø 0, i = 1 ， … A。与仿射集合类似，一个集合是凸集等价于集合包含其中所有

点的凸组合。点的凸组合可以看做它们的混合或加权平均， ()í 代表混合时叫所占的

份数。
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2 凸集

图2.2 一些简单的凸和非凸集合。左.包含其边界的六边形是凸的。中.肾形集合不是凸的，因

为图中所示集合中两点间的线段不为集合所包含。右仅包含部分边界的正方形不是凸的.

我们称集合 C 中所有点的凸组合的集合为其凸包，记为 convC:

convC = {OlXl + … + 8 k X k I Xi ε C， Oi ~ 0, i = 1,… , k , 01 + … +8k = 1}. 

顾名思义，凸包 convC 总是凸的。它是包含 C 的最小的凸集。也就是说，如果 B 是

包含 C 的凸集，那么 convC ♀ B。图2.3显示了凸包的定义。

图2.3 R2 上两个集合的凸包。左. (如图所示的)十五个点的集合的凸包是一个五边形(阴影所

示〉。右.图2.2中的肾形集合的凸包是阴影所示的集合。

凸组合的概念可以扩展到无穷级数、积分以及大多数形式的概率分布。假设

。1， 82，…满足

8i~0， i=1 , 2,…, :L Oi = 1, 
i=l 

并且叭 ， X2 , … E C， 其中 CCR饨为凸集。那么，如果下面的级数收敛，我们有

艺0卢zec.
i = 1 

更一般地，假设 p: Rn → R 对所有 XEC 满足以X) ~ 0，井且 Jcp(X) dx = L 其中

CCRn 是凸集。那么，如果下面的积分存在，我们有

Ia灿也巴 C，
最一般的情况，设 C C Rn 是凸集， X 是随机变量，并且 zεC 的概率为 L 那

么 E 劣 εC。事实上，这一形式包含了前述的特殊情况。例如，假设随机变量 z 只在

岛和归中取值，其概率分别为 prob(x =町) =θ 和 prob(x = X2) = 1 一 θ，其中

0ζ0ζ1。于是， E x = (}Xl + (1 - 0)句，即回到了两个点的简单的凸组合。
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2. 1.5 锥

如果对于任意 XEC 和 O~O 都有 Ox ε C ， 我们称集合 C 是锥或者非负齐次.如

果集合 C 是锥，并且是凸的，则称C为凸锥，即对于任意町 ， X2 εC 和 θ1 ， fh ~ 0, 

都有

。1Xl + (hX2 ε c. 

在几何上，具有此类形式的点构成了工维的扇形，这个扇形以 0 为顶点，边通过 Xl 和

X2 (如图2.4所示)。

X , 

。

图2.4扇形显示了所有具有形式。IXl + (}2X2 的点，其中矶， (}2 ~ o. 扇形的顶

点 ((h =θ2 = 0 ) 在 0; 其边界 (对应子。1 = 0 或 (}2 - 0) 穿过点 Xl 和 X2 0

具有 01X1 + …+句句 ， 0 ., … ,Ok ~ 0 形式的点称为 Xl ， …，町的锥组合〈或非负

线性组合〉。 如果 Xi 均属于凸锥 C， 那么，町的每一个锥组合也在 C 中。反言之，集合

C 是凸锥的充要条件是它包含其元素的所有锥组合。如同凸(或仿射〉组合一样，锥组

合的概念可以扩展到无穷级数和积分中。

集合 C 的锥包是 C 中元素的所有锥组合的集合，即

{OlXl + … + BkXk I Xi ε C， Oi ~ 0 , i = 1,…, k} , 

它是包含 C 的最小的凸锥(如图2.5所示〉。

• • 

• . . 
. 

• • . 
• 

. 
。 。

图2.5 罔2.3中两个集合的锥包〈阴影所示)。
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2.2 重要的例子

本节将描述一些重要的凸集，这些凸集在本书的后续部分将多次遇见。首先介绍一

些简单的例子。

·空集。、任意一个点〈即单点集) {xo}、全空间 R?l都是 Rn 的仿射(自然也是凸

的)子集。

·任意直线是仿射的。如果直线通过零点，则是子空间，因此，也是凸锥。

. 一条线段是凸的，但不是仿射的(除非退化为一个点〉。

· 一条射线，即具有形式 {xo + ()v I ()注 O} ， v 7正 0 的集合，是凸的，但不是仿射的。
如果射线的基点 Xo 是 0，则它是凸锥。

·任意子空间是仿射的、凸锥(自然是凸的)。

2.2.1 超平面与半空间

超平面是具有下面形式的集合

{x I aT x = b} , 

其中 αεRn ， α 乒 0 且 bεR。解析地，超平面是关于尘的非平凡线性方程的解空间

(因此是一个仿射集合)。几何上，超乎面 {x IαTX = b} 可以解释为与给定向量 α 的内

积为常数的点的集合;也可以看成法线方向为 α 的超平面，而常数 b E R 决定了这个

平面从原点的偏移。为更好地理解这个几何解释，可以将超平面表示成下面的形式

{x IαT(X - XO) = O} , 

其中 xo 是超平面上的任意一点(即任意满足 aTxo = b 的点)。进一步，可以表示为

{x IαT (x - xO) = O} = Xo + α上'

这里泸表示 α 的正交补，即与 α 正交的向量的集合:

α.L = {v I aT v = O}. 

从中可以看出，超平面由偏移 Xo 加上所有正交于(法)向量 α 的向量构成。这些几何

解释可见图2.6。

一个超平面将 Rn 划分为两个半空间。(闭的〉半空间是具有下列形式的集合，

{x I aTx ζ b} ， (2.1) . 

即(非平凡的〉线性不等式的解空间，其中 α 并 0。半空间是凸的，但不是仿射的，如

图2.7所示。
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a 

a7'x= b 

图2.6 R2 中由法向量 α 和起平面上一点 Xo 确定的超平面。对于超平面上任意一点

笃 ， x - xo(如深色箭头所示〉都垂直于 α。

a 

αT军~b

o:rx毛b

因2.7 R2 上由 α，TX = b 定义的超平面决定了两个半空间。由 αTX Ø: b 决定的半空间(无阴影)

是向 α 扩展的半空间。由 αTX 运 b 确定的半空间(阴影所示〉向一α 方向扩展。向量 α 是这个

半空间向外的法向盘。

Xj 

z2 

圈2.8 阴影所示集合是由 αT(X - xo) ζ0 决定的半空间。向量 XI-XO 与 α 的夹角为锐角，所

以 X1 不在这个半空间中。向量 X2 - Xo 与 α 的夹角为钝角，所以均在半空间中。

• 
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半空间 (2.1) 也可表示为，

{x 1αT(X - Xo) ζO} ， (2.2) 

其巾 Xo 是相应超平面上的任意一点，即 Xo 满足 α.rxo = b。表达式 (2.2) 有一个简单

的几何解释:半空间由 Xo 加上任意与〈向外的法)向盘 α 呈钝角(或直角〉的向量组

成，如图2.8所示.

半空间 (2.1) 的边界是超平面 {x 1 aT x = b}o 集合 {x 1 aT x < b} 是半空间
{x 1αTX 运 b} 的内部，称为开半空间。

2.2.2 Euclid 球和椭球

Rn 中的空间 Euclid 球 〈或简称为球) 具有下面的形式，

ß(xc,r) = {♂ 1 Ilx - xcl12 ~ r} 百 {x 1 (x - xc)T(x - xc) ~ r 2
} , 

其中 r > 0, 11 . 112 表示 Euclid 范数，即 11叫b = (UTU)1/2o 向量 Xc 是球心，标量 T 为半

径。 B(矶， r) 由距离球心 Xc 距离不超过 T 的所有点组成o Euclid 球的另一个常见的表

达式为，

B(xc, r) = {xc 十 T也 II Iull2ζ1} . 

Euclid 球是凸集，即如果 Ilxl - xcl12 ~ r , IIx2 - xc ll2 运 r . 并且 0ζ8 运}，那么

IIBxl + (1 B)X2 xcl12 = IIB(Xl - xc) + (1 - B)(X2 - xc)112 

ζBllxl - xcll2 + (1 - B) lIx2 - xcl12 

运 r.

(此处利用了 11 . 112 的齐次性和三角不等式，参见 ~A.l.2o ) 

一类相关的凸集是椭球，它们具有如下的形式，

ε = {x 1 (x - xcfp- 1 (x - xc) 运 1} ， (2.3) 

其中 p = p T >- 0，即 P 是对称正定矩阵。向量 Xc E Rn 为椭球的中心。矩阵 P 决定

了椭球从 Xc 向各个方向扩展的幅度。 ε 的半轴长度由 J瓦给出，这里沁为 P 的特征

值。球可以看成 P=r勺的椭球。图2.9显示了 R2 上的一个椭球。

椭球另一个常用的表示形式是

ε = {xc + Au 111叫12 ~ 1}, (2.4) 

其中 A 是非奇异的方阵.在此类表示形式中，我们可以不失一般性地假设 A 对称正定。

取 A=P1/2，这个表达式给出了由式(2.3) 定义的椭球。当式(2.4)中的矩阵 A 为对称

半正定矩阵，但奇异时，集合 (2叫称为退化的椭球，其仿射维数等于 A 的秩。退化的

椭球也是凸的。
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图2.9 阴影所示为 R2 中的一个椭球.中心乳白点显示，两个半轴由线段显示

2.2.3 范数球和范数锥

设 11 . 11 是 Rn 中的范数(参见附录 A. 1.2)。由范数的一般性质可知，以 γ 为半

径， Xc 为球心的范数球 {x 川Ix - xcll 运 r'}是凸的。关于范数 11 . 1 1 的范数锥是集合

c = {(劣， t) Illxll :::; t} c R n
+1 . 

顾名思义，它是一个凸锥。

例 2.3 二阶锥是由 Euclid 范数定义的范数锥，即

c={(尘， t)ε Rn+1 IIIXl12 运 t}

二阶锥的其他名字也常常被使用。它由二次不等式定义，因此也被称为二次锥。同时，也称

其为Lorentz锥或冰激凌锥。图2.10显示了 R3 上一个的二阶锥。

1 

~ 0.5 

。

l 

2￥ 
$1 

图2.10 R3 中二阶锥 {(町，句， t) I (付+ X~)1/2ζt} 的边界
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2.2.4 多面体

多面体被定义为有限个线性等式和不等式的解集，

'p = {x Iαfzζ 句， j=1，…，隅， cfz= 马， j=1，··，的. (2.5) 

因此，多面体是有限个半空间和超平面的交集。仿射集合(例如子空间、超平面、直

线)、射线、线段和半空间都是多面体。显而易见，多面体是凸集。有界的多面体有时也

称为多胞形，但也有一些作者反过来使用这两个概念(即用多胞形表示具有 (2.5) 形式

的集合，而当其有界时称为多面体〉。图 2.11显示了一个由五个半空间的交集定义的多

面体。

α1 
il2 

α'5 

αs 

α4 

图2.11 多面体 p(阴影所示〉是外法向量为句， . ， α5 的五个半空间的交集.

可以方便地使用紧凑表达式

'p = {X I Ax 主 b， Cx = d} (2.6) 

来表示 (2.5) ，其中，

αf 
A=I , 

α T ,n 

此处的主代表 Rm 上的向量不等式或分量不等式:也二<v 表示 Ui ζ 饨， $=1，… ， m.

膏。 2.4 非负氯限是具有非负分量的点的集合，即

R~ = {x εRn I 向注 0， i = 1, . . . ， η} = {x E R n I x 兰 O}.

(此处 R+ 表示非负实数的集合，即 R+ = {x εRlx 注 O}.) 非负象限既是多面体也是

锥(因此称为多面体锥〉。
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单纯形

单纯形是一类重要的多面体。设 k+l 个点吨，… ， Vk ε Rn 仿射独立，即 Vl -

Vo ， …，问 -vo 线性独立，那么，这些点决定了一个单纯形，如下

C = conv{VO,… ,Vk} = {OOVO +... +此问 10 兰 0， l T
O = 1} , (2.7) 

其中 1 表示所有分量均为一的向量。这个单纯形的仿射维数为 k， 因此也称为 Rn 空间

的 k 维单纯形。

例 2.5 一些常见的单纯形。 1 维单纯形是一条线段: 2 维单纯形是一个三角形 {包含其内

部); 3 维单纯形是一个四面体。

单位单纯形是由零向量和单位向量 0，町，… ， en ε Rn 决定的 η 维单纯形。它可以表示为

满足下列条件的向量的集合，

z t二 0 ， 1 T X ~ 1. 

概率单纯形是由单位向量肉，… ， en E Rn 决定的 n - l 维单纯形。它是满足下列条件的向

量的集合，

x ~ 0, l T X = 1. 

概率单纯形中的向量对应于含有 n 个元素的集合的概率分布，的可理解为第 4 个元素的

概率。

为用多面体来描述单纯形 (2.7) ，我们采用以下步骤将其变换为 (2.6) 的形式。由定

义可知 ， X εC 的充要条件是，对于某些。泣。， 1T()= 1， 有 x = ()o切。 +()l叫+…+OkVk 。

等价地，如果定义 ν= (()l ，"' ， ()k) 和

B = [ Vl - 问 Vk - υo ] εR叫

我们知道 zεC 的充要条件是

X = Vo + By (2.8) 

对于 U 兰 0 ， l T y ~ 1 成立。注意到切，… ， Vk 仿射独立意味着矩阵 B 的秩为 ι 因此，

存在非奇异矩阵 A = (A1, A2 ) E Rnxn 使得

用 A 左乘 (2.8). 我们得到

A1x = Al切。 +ν， A2X = A2V O. 
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从中可以看出 ， X εC 当且仅当 A2X = A2υ。并且向量 ν = AIX - A1vQ 满足 y>-O 和

l T y ~ 1。换言之我们得到了 XEC 的充要条件，

A2X = A2VQ, A1x >- AIVQ , l T AIX ::二 1 + l T AIVQ. 

这些是 z 的线性等式和不等式，因此，描述了一个多面体。

多面体的凸包描述

有限集合{叫，… ， vk} 的凸包是

conv{叫，… ， Vk} = {fhVl +… + Bkvk I B 兰 0， l T O= 1} 

它是一个有界的多面体，但是 (除非是例如单纯形这样的特殊情况)无法简单地用形如

(2.5) 的式子，即用线性等式和不等式的集合将其表示。

凸包表达式的一个扩展表示是，

{(hV l + … + Bkvk I Bl + …+ (}m = 1，民;;;:: 0, i = 1,… ,k} , (2.9) 

其中 mζk。此处我们考虑饨的非负线性组合，但是仅仅要求前 m 个系数之和为一。

此外，我们可以将 (2.9) 解释为点叫，… ， Vm 的凸包加上点 Vm+l ， …，阳的锥包。集合

(2.9) 定义了一个多面体，反之亦然，每个多面体都可以表示为此类形式〈虽然这一点

此处并未证明〉。

如何表示多面体"这一问题的求解是十分巧妙的，并且有一些非常实用的结果。一

个简单的例子是定义在 E∞-范数空间的 Rn 上的单位球，

C = {x Ilxil ~ 1, i = 1,… ,n }. 

C 可以由 2η 个线性不等式土可zζ1 表示为 (2.5) 的形式，其中 ei 表示第 4 维的单位

向量。为了将其描述为形如 (2.9) 的凸包，需要至少俨个点:

C = conv{叫， . . . , V2叶，

其中叫，… ， V2n 是以 l 和一1 为分量的全部向量，共 2四个。可见，当 n 很大时，这两

种描述方式的规模相差极大。

2.2.5 半正定锥

我们用 sn 表示对称 nxn 矩阵的集合，即

sn = {Xε Rnxn I X = X T }, 

这是一个维数为 η(n + 1)/2 的向量空间。我们用 S牛表示对称半正定矩阵的集合:

S丰 ={X ε sn I X 兰的3
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用 S++ 表示对称正定矩阵的集合:

S++ = {X E Sn I X >- O}. 

(这些符号与 R+ 相对应: R+ 表示非负实数，而 R++ 表示正实数。)

集合 s+ 是一个凸锥:如果。1 ， (h~0 并且 A， B εS丰，那么 (hA + (hB εs+ o 

从半正定矩阵的定义可以直接得到:对于任意 zεRn• 如果 A 泣。， B!:O 并且

01 ,(h ~ O. 那么，我们有

xT((hA + 02B)X = (hxT Ax + 02XT Bx ~ 0 

例2.6 S2 上的半正定锥。我们有

x= I X 门 εs! 由 吵 0， 吟。， ω y2
I Y Z I 

图2.12显示了这个锥的边界，按 (X， y ， Z) 表示在 R3 中。

1 

岭 0.5

。

图2.12 S2 中半正定锥的边界。

2.3 保凸运算 • 

本节将描述一些保凸运算，利用它们，我们可以从凸集构造出其他凸集。这些运算

与32 .2 中描述的凸集的简单例子一起构成了凸集的演算，可以用来确定或构建集合的

凸性。

2.3.1 交集

交集运算是保凸的:如果品和 82 是凸集，那么 81 n 82 也是凸集。这个性质可

以扩展到无穷个集合的交:如果对于任意 αε A. 8~ 都是凸的，那么门。EA 8，α 也是凸
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集。(子空间、仿射集合和凸锥对于任意交运算也是封闭的。)作为-个简单的例子，多

面体是半空间和超平面(它们都是凸集〉的交集，因而是凸的。

例 2.1 半正定锥 st 可以表示为，

门 {X E S川 zTXz 注 O}
Z予.!O

对于任意 z 笋 0， ZTXZ 是关于 X 的(不恒等于零的〉线性函数，因此集合

{X εsn I ZTXZ;;:: O} 

实际上就是伊的半空间。由此可见，半正定锥是无穷个半空间的交集，因此是凸的。

例 2.8 考虑集合

5 = {x εRm IIp(t)1 运 1 对于 Itl 运 πj3}， (2.10) 

其中 p(t) = 艺 Xk cos kt。集合 S 可以表示为无穷个平板的交集: 5 = n 5 t • 
Itl运贺/3

其中，

5 t = {x I - 1 ::::; (cos t,…, cosmtf x 运 l} , 

因此， 5 是凸的。对于 m=2 的情况，它的定义和集合可见图2.13和图2.14。

~-、
、, 

、

、

、

(
M
)
民

、

、

。 贺/3
t 

2汗 /3 7r 

图2.13 对应于 (2.10) 定义的集合 (m= 2) 中的点的三角多项式。虚线所示的三角多项式是另

外两个的平均。

在上面这些例子中，我们通过将集合表示为(可能无穷多个)半空间的交集来表明

集合的凸性。反过来，在 32.5 .1中，我们也将看到:每一个闭的凸集 S 是〈通常为无限

多个〉半空间的交集。事实上，一个闭集 S 是包含它的所有半空间的交集:



2.3 保凸运算

2 

1 

~。

一22 - 1 O 
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1 

. 33 . 

2 

图2.14 图中央的臼色区域显示了 m=2 情况下 (2.10) 定义的集合 S。这个集合是无限多

个(图中显示了其中 20 个〉平板的交集，所以是凸的。

8= 门{对 |π 是半空间， 8Cπ}

2.3.2 仿射函数

函数 f : Rn → Rm 是仿射的，如果它是一个线性函数和一个常数的和，即具

有 f(x) = Ax + b 的形式，其中 Aε Rmxn ， b εRm。假设 8ÇR饵是凸的，并且

f: Rn → Rm 是仿射函数。那么 ， 8 在 f 下的象

f(8) = {f (X) I x ε8} 

是凸的。类似地，如果 f: Rk → Rn 是仿射函数，那么 S 在 f 下的原象

f-1(8) = {x I f(x) ε8} 

是凸的。

两个简单的例子是伸缩和平移。如果 8CRn 是凸集， αεR 并且 αε Rn ， 那么，

集合 αS 和 8+α 是凸的，其中

α8={ωIxε8}， 8+α = {x+ αI x E 8}. 

一个凸集向它的某几个坐标的投影是凸的，即:如果 8 C R m x Rn 是凸集，那么

T= {Xl 巳 Rm I (町 ， X2) εS 对于某些白 ε Rn}

是凸集。

两个集合的和可以定义为:

81 + 82 = {x + νI x E 81> νε82}' 
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如果 S1 和 S2 是凸集，那么 ， S1 + S2 是凸的。可以看出，如果岛和 S2 是凸的，那么

其直积或 Cartesian 乘积

SI X S2 = {(町 ， X2) I X1 ε SI ， X2 ε S2} 

也是凸集。这个集合在线性函数 f(町， X2) = Xl + X2 下的象是和 S1 + S20 

我们也可以考虑岛， S2 εRnxRm 的部分和，定义为

S = {(X ,Y1 + 的) I (x , Yl)ε 岛， (x , Y2) E S2} , 

其中 zε Rn ， 执巳 Rmo m= 0 时，部分和给出了品和岛的交集;η=0 时，部分和

等于集合之和。凸集的部分和是凸集(参见习题 2.16) 。

例 2.9 多面体。多面体 {x 1 Ax 主 b， Cx = d} 可以表示为非负象限和原点的 Cartesían

乘积在仿射函数 f(x) = (b-Ax， d-Cx) 下的原象:

{x 1 Ax 主 b， Cx = d} = {x 1 f(x) E R~ x {O}}. 

伊IJ 2.10 线性矩阵不等式的解。条件

A(x) = x1A1 + … +XnAn 主 B (2.11) 

称为关于 z 的线性矩阵不等式 CLMI) ，其中 B， Ai ε sm. C注意它与有序线性不等式

αTX = Xlα1+ … +xnan ~二 b

的相似性，其中 b， 向 ξR.)

线性矩阵不等式的解 {X 1 A(x) 三 B} 是凸集。事实上，它是半正定锥在自 f(x) = B - A(x) 

给定的仿射映射 f: Rn → sm 下的原象.

例 2.11 双曲锥。集合

{x 1 x'1' px :::; (cT x)2 , cTx;;::: O} 

是凸集，其中 Pεs~ ， cε R飞这是因为它是二阶锥

{(z , t) 1 ZT Z :::; t2 , t;;::: O} 

在仿射函数 f(x) = (Pl/2x ， cTx) 下的原象。

例 2.12 椭球。椭球

ε = {x 1 (x - xc)T p-l (x - xc) 运 l}

是单位 Euclid 球 {u 1 1 1叫12 :::; 1} 在仿射映射 f(u) = pl/与 + Xc 下的象，其中 Pε

s~+o C 同时也是单位球在仿射映射 g(X) = p-l/2(X - Xc) 下的原象。〕

4‘ 



2.3 保凸运算 . 35 . 

2.3.3 线性分式及透视函数

本节将讨论一类称为线性分式的函数，它比仿射函数更普遍，并且仍然保凸。

透视，函数

我们定义 P : RTt+l • R Tt , P(z, t) = zjt 为透视函数，其定义域为 domP = 

R Tt x R ++o (此处的 R++ 表示正实数集合，即 R++ = {x E R I x > O}.) 透视函数对
向量进行伸缩，或称为规范化，使得最后一维分量为 1 并舍弃之。

注释 2.1 我们用小孔成象来解释透视函数。 CR3 中的) 小孔照相机由一个不透明的水平

面 X3 = 0 和一个在原点的小孔组成，光线通过这个小孔在 X3 = -1 呈现出一个水平图
像。在相机上方 X ( X3 > 0) 处的一个物体，在相平面的点 -(XdX3， X2/句， 1) 处形成一

个图像。忽略象点的最后一维分量 (因为它恒等于 -1 ) ， x 处的点的象在象平面上呈现于

ν= 一(xt/句 ， X2/X3) = -P(x) 处。图2.15显示了这个过程。

X3= O 

均=-1

图2.15 透视函数的小孔成象解释。深色的水平直线表示 R3 中的平面均 = 0，除了在原点处

有一个小孔外，它是不透光的。平面之上的物体或光源呈现在浅色水平直线所示的象平面

X3 =-1 上。源位置向其象位置的映射对应于透视函数。

如果 C C domP 是凸集，那么它的象

P(C) = {P(x) I x εC} 

也是凸集。这个结论很直观:通过小孔观察一个凸的物体，可以得到凸的象。为解释这

个事实，我们将说明在透视函数作用下，线段将被映射成线段。(也可以这样理解，通

过小孔，一条线段的象是一条线段。)假设 x = (垒，均+1) ， Y = (乡 ， 如+1)εRn+1，并且

向+1 > 0 , Yn+1 > 0。那么，对于 o ~豆。 ζ 1，

其中，

。x + (1 - O)ÿ 
P(()x 十(1-OM)==μP(x) + (1 一 μ)P(y) ，

OXn+l + (1 一 θ)νn+l

μ BXn+1ε[0， 11. 
()Xn+l + (1 - B)Yn+l 
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。和 μ 之间的关系是单调的:当。在 0 、 1 间变化时〈形成线段 [x， y]) ， μ 也在 0 、 1 间

变化(形成线段 [P(吟， P(y)])。这说明 P([x， yJ) = [P(功 ， P(y)] 。

现在假设 C 是凸的，并且有 C C domP (即对于所有 2ε C， Xn+l > 0) 及

尘， νεC。为显示 P(C) 的凸性，我们需要说明线段 [P(功， P(ν)] 在 P(C) 中。这条线

段是线段 [x， νl 在 P 的象，因而属于 P(C) 。

一个凸集在透视函数下的原象也是凸的:如果 CCRπ 为凸集，那么

p-l (C) = {怡， t) E Rn+l I xjt ε C， t> O} 

是凸集。为证明这点，假设 (x， t) ε P-1(C) ， (y ， 8) ε P-1 (C) ， 0 ~ fJ运 1。我们需要说明

。(x， t) + (1 - fJ)(y, 8) ε p-l(C) ， 

即
9x + (1 - 0)y _ /"f 

Ot + (1 - 0)8 - -

(显然地， fJt+(1- fJ)s>O)。这可从下式看出，

9x + (1 - fJ)ν 
=μ(xjt) + (1 一 μ)(yjs) ，

其中，
Ot 

μ - .n.， /1 1"'1、 ε[0， 1]. 

线性分式函数

线性分式函数由透视函数和仿射函数复合而成。设 g: Rn → Rm+l是仿射的，即

I I b 
g(• |J|z+|d (2.12) 

其中 AεRmxn ， b E R m , cεRn 并且 dER。则由 f=Pog 给出的函数 f: R饵→ Rm

f(x) = (Ax + b)j(cT x 十吗， domf = {xlcTx+d>O} , (2.13) 

称为线性分式(或投射〉函数。如果 c=O， d>O， 则 f 的定义域为 Rn ， 并且 f 是仿射

函数。因此，我们可以将仿射和线性函数视为特殊的线性分式函数。

注释 2.2 投射解释。可以很方便地将一个线性分式函数表示为:将矩阵

Q=[3:ld…叫 (2.14) 



2.3 保凸运算 . 37 . 

作用于〈即左乘〉点 (x， 1). 得到 (Ax + b,cTx + d); 然后将所得结果做伸缩变换或归一化，
以使得其最后一个分量为一，得到 (f(功 ， 1) 。

也可以从几何上进行解释，即这个表达式将 R'" 与 R"'+l 空间上的一组射线联系了起

来。也就是说，对于 R'" 空间的一个点 z. 我们可以构造一个 Rn+l 空间的(开〉射线

P(z) = {t(z , l) I t > O}。这条射线上每个点的最后一个分量均是正值。反之， R"'+l 空

间中每条以原点为顶点并且最后一个分量为正值的射线均可以由一些 υεR'" 表示为

P(v) = {t怡， 1) I t ;;:, O}o P 表示了 R'" 与最后一个分盘为正的射线之间的 (投射)关系，这

种关系是一一对应和满的。

线性分式函数 (2.13) 可以表示为，

f(x) = p-l(QP(X)). 

因此，从 zε domf 出发，即由一个满足 cTx+d>O 的点，我们可以得到 Rn+l空间的

一条射线 P(功。将线性变换矩阵 Q 作用于这条射线，就可以得到另一条射线 QP(功。因

为 zε domf. 这条射线的最后一个分量为正。最后，我们也可以通过逆投射变换恢复出

f(功。

类似于透视函数，线性分式函数也是保凸的。如果 C 是凸集并且在 f 的定义域

中(即任意 zεC 满足 cTx + d > 0). 那么 C 的象 f(C) 也是凸集。根据前述的结果

可以直接得到这个结论:C 在仿射映射 (2.12) 下的象是凸的，并且在透视函数 P 下

的映射(即 f(C)) 是凸的。类似地，如果 CCRm 是凸集，那么其原象 f-l(C) 也是

凸的。

例 2.13 条件概率。设 u 和 υ 是分别在 {1，…，叶和 {1，… ， m} 中取值的随机变量，

并且 Pij 表示概率 prob(u = i , v = j)。那么条件概率 /ij = prob(u = iIV = j) 由下式

给出

r Pij 
一J', - n 

艺 Pkj
k = l 

因此.f 可以通过一个线性分式映射从 p 得到。

可以知道，如果 C 是一个关于仙，叶的联合密度的凸集，那么相应的 u 的条件密度 (给定

川的集合也是凸集。

图2.16表示了集合 CCR2 及其在下面的线性分式函数下的象

f(z) = 12 
Xl + X2 + 1 

domf = {(町， X2) I Xl +句+ 1 > O} 
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图2.16 左.集合 CER2. 虚线显示了钱性分式函数 f(x) = Xj(Xl + X2 + 1)，其中
domf = {(XI J 向) I Xl 十 X2 + 1> O}，的定义域的边界。右.c 在 f 下的象。虚线显示了 f-l

的定义域的边界。

2.4 广义不等式

2ι1 正常锥与广义不等式

称锥 KCRn 为正常锥，如果它满足下列条件

.K 是凸的。

.K 是闭的。

.K 是实的，即具有非空内部。

.K 是尖的，即不包含直线 (或者等价地， x ε K， -x ε K=争 X = 0) 。

正常锥 K 可以用来定义广义不等式，即 Rn 上的偏序关系。这种偏序关系和 R 上的标

准序有很多相同的性质。用正常锥 K 可以定义 Rn 上的偏序关系如下

2 二三 F< Y 字=字 ν -x ε K. 

U 二SK X 也可以写为 x>二KY。类似地，我们定义相应的严格偏序关系为

X -<K Y 牛=争 y-x εintK，

并且可以同样地定义 X >-K ν。 (为将广义不等式主K 与严格的广义不等式区分开，我们

有时也称当K 为不严格的广义不等式)。

当 K= R+ 时，偏序关系主K 就是通常意义上 R 中的序 :S;;，相应地，严格偏序关

系 -<1< 与 R 上的严格序<相同。因此，广义不等式包含了 R 上的(不严格和严格)不

等式，它是广义不等式的一种特殊情况。
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锣~ 2.14 非负象限及分量不等式。非负象限 K = R~ 是一个正常锥。相应的广义不等式

主K 对应于向量间的分量不等式，即 2 二三KY 等价于 Xi ~ Yi , i = 1, . . . , n。相应地，其严格

不等式对应于严格的分量不等式，即 X --<K Y 等价于 Xi < Y毡， 4=1，…，倪。

我们将常常使用对应于非负象限的不严格和严格的偏序关系，因此省略下标 R工。当主或

〈出现在向量间的时候，该符号应被理解为分量不等式。

例 2.15 半正走锥和矩阵不等式。半正定锥是 S'" 空间中的正常锥，相应的广义不等式

主K 就是通常的矩阵不等式，即 x :::::K Y 等价于 Y-X 为半正定矩阵。(在 sn 中) s~ 

的内部由正定矩阵组成，因此严格广义不等式也等同于通常的对称矩阵的严格不等式，即

X --<K Y 等价于 Y-X 为正定矩阵。

这里，也是由于经常使用这种偏序关系，因此省略其下标，即对于对称矩阵，我们将广义不

等式简写为 X 二三 Y 或 X--<Y ， 它们表示关于半正定锥的广义不等式。

例 2.16 [0 ， 1] 上非负的多项式锥。 K 定义如下

K = {cεRn I Cl 十 C2t + …+ cntn- 1 ~ 0 对于 tε[0， 1日， (2.15) 

u.p K 是 [0 ， 1] 上最高 η-1 阶的非负多项式(系数〉锥。可以看出 K 是一个正常锥，其内

部是 [0， 1] 上为正的多项式的系数集合。

两个向量 c， d εRl1满足 c 主Kd 的充要条件是，对于所有 tξ[0， 1] 有

Cl + C2t + … +Cn俨-1 运 d1 + d2t + . . . + dntn-l. 

广义不等式的性质

广义不等式二三K 满足许多性质，例如

· 主K 对于加法是保序的:如果 X -::5. K ν 并且也二三K V ， 那么 x+ 也二三KY+ υ。

.二三K 具有传递性:如果 z 主KY 井旦 Y -<K Z ， 那么 Z 二三KZ。

· 二三K 对于非负数乘是保序的:如果 z 二三Kν 并且 α~ 0，那么 αX -<K αν。

· 主K 是自反的:x 二5K X。

· 二三K 是反对称的:如果 z 二三KY 并且 U 二三K X ， 那么 X=Y。

· :王K 对于极限运算是保序的:如果对于 i = 1, 2，…均有岛主KY毡，当 t →∞时，

有句→ z 和执→ ν，那么 z 主KY。

相应的广义不等式 -<K 也满足一些性质，例如

· 如果 X -<K y ， 那么 Z 二三!( Y。



. 40 . 

·如果 X -<K Y 井且 u 主K V ， 那么 x + U -<K Y + Vo 

·如果 x -<K ν 并且 α> 0，那么 αX -<K αu。

·冗 7良K 弘

·如果工 -<K Y' 那么对于足够小的也和 u 有笃 十 U -<K Y + V。

2 凸集

这些性质可以从 二三K 和 -<K 的定义以及正常锥的性质中直接得到，参见习题 2.30。

2.4.2 最小与极小元

广义不等式的符号(二三K' -<K) 似乎表明它们与 R 上的普通不等式恨， <)有着

相同的性质。虽然普通不等式的许多性质对于广义不等式确实成立，但很多重要的性

质并不如此。最明显的区别在于， R 上的运是一个线性序，即任意两点都是可比的，也

就是说 z 运 ν 和 νζz 二者必居其一。这个性质对于其他广义不等式并不成立。这导

致了最小、最大这些概念在广义不等式环境下变得更加复杂。本节将对此进行简要的

讨论。

如果对于每个 Y E S ， 均有 X -<K y ， 我们称 xES 是 S (关于广义不等式主K) 的

最小元。类似地，我们可以定义关于广义不等式的最大元。如果一个集合有最小(或最

大〉元，那么它们是唯一的。相对应的概念是极小元。如果 νε S ， ν -5.K X 可以推得

ν = x ， 那么我们称 xES 是 S 上(关于广义不等式 二三K) 的极小元。同样地，可以定义

极大元。 一个集合可以有多个极小(或极大〉元。

用简单的集合符号，我们可以对最小元和极小元进行描述。元素 zεS 是 S 中的

一个最小元，当且仅当

SCx+ K. 

这里 x + K 表示可以与 z 相比井且大于或等于 (根据主K) 劣的所有元素。元素 xES

是极小元，当且仅当

(x - K) n S = {x}. 

这里 x-K 表示可以与 z 相比并且小于或等于(根据主K) 劣的所有元素，它与 S 的唯

一共同点即是 2。

K=R+ 导出的实际上就是 R 上一般的序。此时，极小和最小的概念是一致的，

也符合集合最小元素的通常定义。

例 2.17 考虑锥 R1，它导出的是 R2 上的关于分量的不等式。对此，我们可以给出一些关

于极小元和最小元的简单的几何描述。不等式 z 二三 ν 的含义是 ν 在 z 之上、之右。 zεS

是集合 S 的最小元，表明 3 的其他所有点都在它之上、之右。而 z 为集合 S 的极小元，是

指 S 中没有任何一个点在 z 之下、之左， 其区别可见图2.170
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XI 

图2.17 左.集合 S1 关于民2 上的分量不等式有最小元 Xl o 集合 X1+ K 由浅色阴影所

示; Xl 是岛的最小元，因为 SI ç二 Xl+ K。右.点 X2 是岛的极小元。集合 X2 - K 由浊

色阴影所示。点巧是极小的，因为 x2-K 和 S2 只相交于日。

例2.18 对称矩阵集合中的最小元和极小元。我们用 AεS~+ 表示一个圆心在原点的椭

圆，即

εA 盟 {x I XT A- 1x 运 1} . 

我们知道 A 二三 B 等价于 εAC εB 。

给定 Vl ，. . . ,Vk E RTt并定义

S = {P εS~+ I v; P-1Vi ~ 1, i = 1,… , k} 

它对应于包含了点儿 ，吨的椭圆的集合。集合 S没有最小元:对于任意包含点Vl> . . . ，陆的

椭圆，我们总可以找到另一个包含这些点但不可比的椭圆。一个椭圆是极小的，如果它包

含这些点但没有更小的椭圆也包含这些点。图2.18显示了R2上k=2 时的一个例子。

图2.18 R2 中的三个椭球，它们均以原点 (图中较低的点所示〉为中心，并且包含较高处

的点。椭球 ε1 不是极小的，因为存在包含这些点并且更小的椭球(例如， ερ。由于同样

的原因 ， &3 也不是极小的。椭球白是极小的，因为没有其他(以原点为中心〉包含这些点

并被马包含的椭球。
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2.5 分离与支撑超平面

2.5.1 超平面分离定理
, 

本节中我们将阐述一个在之后非常重要的想法:用超平面或仿射函数将两个不相

交的凸集分离开来。其基本结果就是超平面分离定理:假设 C 和 D 是两个不相交的凸

集，即 C n D = ø，那么存在 α 并 0 和 b 使得对于所有 2εC 有 αTX 三二 b ， 对于所有

x E D 有 αTX 注 b。换言之，仿射函数 αTX -b 在 C 中非正，而在 D 中非负。超平面

{x IαTX = b} 称为集合 C 和 D 的分离超平面，或称超平面分离了集合 C 和D， 参见

图2.19。

aT:z;"" b / αT:z;运 b

a 

图2.19 超平面{叫 αTX = b} 分离了两个不相交的凸集 C 和 D。仿射函数 αTx-b 在 C 上非

正而在 D 上非负。

超乎面分离定理的证明

这里我们考虑一个特殊的情况，并将一般情况的证明留作扩展习题(习题 2.22) 。

我们假设 C 和 D 的 (Euclid) 距离为正，这里的距离定义为

dist( C, D) = inf{ llu 一 υ112 I u εC， v ε D} ， 

并且存在 cE C 和 dεD 达到这个最小距离，即 IIc - dll2 = dist(C, D). (这些条件是

可以被满足的，例如当 C 和 D 是闭的并且其中之一是有界的。)

定义

我们将显示仿射函数

α = d - c, b 一 11 dll ~一 ||c||2.- -
2 

f(x) = αT X - b = (d - cf(x - (1/2)(d + c)) 

在 C 中非正而在 D 中非负，即超平面 {x IαTX = b} 分离了 C 和 D。这个超平面与连

接 c 和 d 之间的线段相垂直并且穿过其中点，如图2.20所示。
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α 

C 

图2.20 两个凸集间分离超平面的构造。 cεC 和 dεD 是两个集合中最靠近彼此的一个点对eb

分离超平面垂直并且等分 c 和 d 之间的线段。

我们首先证明 f 在 D 中非负。关于 f 在 C 中非正的证明是相似的(只需将 C 和

D 交换并考虑 -f 即可)。假设存在一个点也 ε D ， 并且

f(u) = (d - C)T(也一 (1/2)(d + c)) < O. (2.16) 

我们可以将 f(u) 表示为

f(u) = (d - cf(u - d + (1/2)(d - c)) = (d - C)T(U - d) + (1/2) lId - cll~. 

可以看出式(2.16) 意味着 (d - cf(u - d) < 0。于是，我们观察到

丘Ild+t(u-d)-cll~1 =2(d-cf(u-d) <0 dt ".. . .,.. .. / • ""1 t=O 

因此，对于足够小的 t>O 及 t 运 L 我们有

IId + t( u - d) - cllz < IId - cllz, 

即点 d+t(u-d) 比 d 更靠近。因为 D 是包含 d 和包的凸集，我们有 d+t(也-d) εD。

但这是不可能的，因为根据假设， d 应当是 D 中离 C 最近的点。

例 2.19 仿射集与凸集的分离。设 C 是凸集，而 D 是仿射的，即 D = {Fu+g I U E Rm
} , 

其中 Fε Rnxm。设 C 和 D 不相交，那么根据超平面分离定理，存在 α 并 0 和 b 使得对

于所有 zεC 有 αTX ~三 b ， 对于所有 zξD 有 αTX 二~ b。

这里 αTX 注 b 对于所有 zεD 均成立，表明对于任意 uε Rm 均有 αTFu ~ b 一 αTg。但

是在 Rm 上，只有当一个线性函数为零时，它才是有界的。因此，可以推知 αTF =0 (并且

因此有 bζαTg) 。

所以，我们可知存在 α 笋 0 使得 FTα = 0 和 aTx ~二 αTg 对于所有 xEC 均成立。
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严格分离

如果之前构造的分离超平面满足更强的条件，即对于任意 zεC 有 αTX < b 并且
对于任意 zεD 有 αTX > b ， 则称其为集合 C 和 D 的严格分离。简单的例子就可以看

出，对于一般的情况，不相交的凸集并不一定能够被超平面严格分离〈即使集合是闭集，

参见习题 2.23) 。但是，在很多特殊的情况下，可以构造严格分离。

例 2.20 点和闭凸集的严格分离。令 C 为闭凸集，而笃。 fi c， 那么存在将 Xo 与 C 严格

分离的超乎面。

为说明这一点，需要注意，对于足够小的 ε> 0，存在两个不相交的集合 C 和 B(句， ε) 。

根据起平面分离定理，存在 α 并 0 和 b， 使得对于任意 zεC 有 αTX ~二 b; 对于任意

zε B(句， ε) 有 αTX ~ b。

利用 B(句， ε) = {xo + U IIIul 1 2 运叶，可以将前述第二个条件表示为

αT(XO + u) 法 b 对于所有 Ilu lb ~ι 

u= -~α/11α112 极小化了上式的左端，代入可得

αT Xo _ ~ II α112 注 b.

所以，仿射函数

J(x) = αTx-b-~IIα11 2/2 

在 C 上是负的，而在 Xo 点是正的。

作为一个直接的结果，我们可以得到前面己提及的事实: 一个闭凸集是包含它的所有半空

间的交集。事实上，令 C 为闭和凸的， 8 为所有包含 C 的半空间。显然， x ε C=辛 x E 8。

为证明反方向，假设存在工 ξS 并且 xfiC。根据严格分离的结果，存在一个将 z 与 C 严

格分离的超平面，即存在一个包含 C 但不包含 z 的半空间。也就是说，工 fi8。

超乎面分离定理的逆定理

超平面分离定理的逆定理 (即分离超平面的存在表明 C 和 D 不相交〉是不成

立的，除非在凸性之外再给 C 或 D 附加其他约束。作为一个简单的反例，我们考虑

C = D = {O} C R，超平面 x=o 可以分离 C 和 D。

通过给 C 和 D 增加一些条件，可以得到超平面分离定理的多种逆定理。作为一个

简单的例子，设 C 和 D 是凸集， C 是开集，如果存在一个仿射函数 J ， 它在 C 中非正

而在 D 中非负，那么 C 和 D 不相交。 (为说明此结论，首先可知 f 在 C 上是负的。否

则，如果 f 在 C 中的某一点为零，那么 f 在这个点附近会取得正值，这与前述矛盾。

因此 C 和 D 一定是不相交的，因为 f 在 C 中为负，而在 D 中非负。〉将逆定理与超

平面分离定理相结合，我们可以得到下面的结论:任何两个凸集 C 和 D， 如果其中至

少有一个是开集，那么当且仅当存在分离超平面时，它们不相交。
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例 2.21 严格线性不等式的择-定理。我们导出严格线性不等式

Ax -< b (2.17) 

有解的充要条件。该不等式不可行的充要条件是(凸)集

C = {b - Ax I x E R n }, D = R~+ = {y E R m I y>- O} 

不相交。集合 D 是开集，而 C 是仿射集合。根据前述的结论， C 和 D 不相交的充要条

件是，存在分离超平面，即存在非零的 λεRm 和 μ ER 使得 C 中 λTy ~二 μ 而 D 中

λTν;主 μ。

这些条件可以被简化。第一个条件意味着对于所有 z 都有 λT(b-Ax)~ μ。这表明(如

例 2.19 所示) ATλ= 0 ， λTb 运 μ。第二个不等式意味着 λTν;主 μ 对于所有 ν>-0 均成立。

这表明 μζ0 且 λ 兰 0 ， λ 手 0。

将这些结果放在一起，我们可以得知严格不等式组 (2.17) 无解的充要条件是存在 λεRm

使得

λ 并 0， λ 兰 0， ATλ = 0， λTb 运 o. (2.18) 

这些不等式和等式关于 λεRm 也是线性的。我们称式(2.17) 和式 (2.18) 构成一对捧一选

择:对于任意的 A 和 b， 两者中仅有一组有解。

2.5.2 支撑超平面

设 CCRn 而 Xo 是其边界 bdC 上的一点，即

Xo εbd C = cl C \ int C. 

如果 α 乒 0，并且对任意 x E C 满足 αTX ~αTXO ' 那么称超平面 {x IαTx=aTxO} 

为集合 C 在点 Xo 处的支撑超平面。这等于说点 Xo 与集合 C 被超平面所分离

{x IαTX = αTXO}。其几何解释是超平面 {x IαTX = αTXO} 与 C 相切于点 xo ， 而且半

空间 {x I aTx 运 αTXO } 包含 C， 参见图2.21 。

α 

图2.21 超平面 {x IαTX = αTXO } 在 XO 处支撑 C。
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一个基本的结论，称为支撑超平面定理，表明对于任意非空的凸集 C 和任意

Xo εbdC，在 Xo 处存在 C 的支撑超平面。支撑超平面定理从超平面分离定理很容易

得到证明。需要区分两种情况。如果 C 的内部非空，对于{xo} 和 intC 应用超平面分

离定理可以直接得到所需的结论。如果 C 的内部是空集，则 C 必处于小于 η 维的一个

仿射集合中，并且任意包含这个仿射集合的超平面一定包含 C 和Xo ， 这是一个(平凡

的〉支撑超平面。

支撑超平面定理也有一个不完全的逆定理:如果一个集合是闭的，具有非空内部，

并且其边界上每个点均存在支撑超平面，那么它是凸的(参见习题 2.27) 。

2.6 对偶锥与广义不等式

2.6.1 对偶锥

令 K 为一个锥。集合

K* = {νI XT Y ~ 0, V X ε K} (2.19) 

称为 K 的对偶锥。顾名思义， J{* 是一个锥，并且它总是凸的，即使 K 不是凸锥(参见

习题 2.31) 。

从几何上看， νE K* 当且仅当一ν 是 K 在原点的一个支撑超平面的法线，如

图2.22所示。

K 
z 

图2.22 左.以 y 为内法向量的半空间包含锥 K， 因此， νεK飞

右.以 z 为内法向量的半空间不包含 K， 因此 ， z fj K飞

例 2.22 子空间。子空间 V C R n (这是一个锥〉的对偶锥是其正交补 V.1 ={ylyTV =

0, \;:f V ε V} 。

例 2.23 非负象限。锥 R~ 的对偶是它本身:

yT X ;::: 0, \;:f x >- 0 字司 y :: o. 
我们称这种锥自对偶。
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例2.24 半正定锥。在饨 xn 对称矩阵的集合 sn 上，我们使用其标准内积 tr(XY) = 
n 
I: Xij Y;j (参见附录 A. l.l )。半正定锥 S2 是自对偶的，即对于任意的 X， YESn , 

tr(XY) ~ 0, \;f X 兰 O 仨=争 Y 兰 Q.

下面，我们将说明这一结论。

假设 Y ~ S~，那么存在 q E Rn 并且

qTYq = tr(qqTy) < O. 

于是半正定矩阵 X=qqT 满足 tr(XY) < 0，由此可知 Y ~ (S~)飞

假设 X， Y E S~ ，我们可以利用特征值分解将 X 表述为 X= 汇 λ咱哥，其中(特征

值〉 λi~O ， i=l，…凡。于是，我们有
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以上表明 Y E (S~)飞

例 2.25 范数锥的对偶。令 11 . 11 为定义在 Rn 上的范数。与之相关的锥 K = {(x ， t) ε 

Rn+l I lIxll ~ t} 的对偶锥由其对偶范数定义，

K* = {(u ,v) E R n
+1 I lIu ll *ζ 叶，

这里的对偶范数由lIull. = SUp{UT x I ll xll 运 l} 给出 (参见 (A.1.6) )。

为证明这个结论，我们需要说明

(2.20) lI ull. 运 v.xTu + tv ~ 0 只要 II x ll ~ t 仨珍

首先，证明白右端关于仙，v) 的条件可以得出左端的条件。设 lIull*ζ v ， 并且对于一些

t>O 有 Ilxll 运 to (如果 t = 0, x 必须是零，因此显然有 uTx + vt 注 00)根据对偶锥的定

义以及 II-xjtllζ 1，我们有

uT(-xjt) 运 Ilull. 运 v ，

因此，也TX + vt 注 0。

其次，我们证明 (2.20) 左端的条件可以导出 (2.20) 右端的条件。假设lIull. > v， 即右端不

成立。那么，根据对偶锥的定义，存在尘满足 IIxl l 运 1 及 xTu> v。取 t = 1，我们有

uT(-x)+v<O, 

这与 (2.20) 的左端相矛盾。
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对偶锥满足一些性质，例如

• K* 是闭凸锥。
• Kl C K2 可导出 K2 C Kio 
·如果 K 有非空内部，那么 K* 是尖的。

·如果 K 的闭包是尖的，那么 K* 有非空内部。

.K忡是 K 的凸包的闭包。(因此，如果 K 是凸和闭的，则 K** = Ko) 
(参见习题 2.310 )这些性质表明如果 K 是一个正常锥，那么它的对偶 K* 也是，进一

步地，有 K** = 1< 0 

2.6.2 广义不等式的对偶

现在假设凸锥 K 是正常锥，因此它可以导出一个广义不等式 jK。其对偶锥 K*

也是正常的，所以也能导出一个广义不等式。我们称广义不等式主f 为广义不等式

主K 的对偶。

关于广义不等式及其对偶有一些重要的性质

• x 二三KY 当且仅当对于任意 λ 过K*O 有 λTX ~入Ty 。

• X -<K Y 当且仅当对于任意 λ 兰K* 0 和 λ 笋 O. 有 λTX < λTy。

因为 K=K忡，与 =f 相关的对偶广义不等式为主K. 因此交换广义不等式及其

对偶后，这些性质依然成立。作为一个具体的例子，我们可知 λ 主/μ 的充要条件是对

于所有 X>二KO 有 λTX ~二 f.1，TX 。

例 2.26 线性严格广义不等式的择-定理。设 KCRm 为正常锥.考虑严格广义不等式

Ax -<K b, (2.21) 

其中 xERn。

我们将导出对于这个不等式的择一定理。假设它是不可行的，即仿射集合 {b-Ax I x ε Rn } 
与开凸集 intK 不相交。那么存在一个分离超平面，即非零的 λζRm 和 μεR 使得对于

任意 z 有 λT(b-Ax) 运 μ，对于任意 νεintK 有 λTy 法 μ。第一个条件表明 ATλ=0 及

λTb 运 μ。第二个条件表明对于任意 uεK 有 λTY ;:::μ，这种情况仅当 λε K* 和 μζ0 时

才可能发生。

综上，我们可知当 (2.21) 不可行时，存在 λ 使得

λ 乒 0， λ 主K.O， ATλ = 0， λTb :!i二 O. (2.22) 

现在我们证明反方向，即如果 (2.22) 成立，那么，不等式组 (2.21)不可能可行。假设不

等式均成立，因为 λ 笋 O.λ 兰K' 0 及 b - Ax >-K O. 我们有人T(b - Ax) > 0。但是根据
ATλ= 0，我们可以找到 ).T(b 一. Ax) = λTb ζO. 而这是一个矛盾。

因此，不等式组 (2.21) 和 (2.22) 构成一对择一:对于任意 A， b. 它们中仅有一个是可行

的。 (这是 (2.17) ， (2.18) 择一定理的推广; (2.17). (2.18) 是 K=R~ 时的特殊情况。〉
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2.6.3 对偶不等式定义的最小元和极小元

可以利用对偶广义不等式来刻画集合 sç二 Rm (可能非凸〉关于正常锥 K 导出的

广义不等式的最小元和极小元。

最小元的对偶性质

我们首先考虑最小元的性质。 z 是 S 上关于广义不等式二三K 的最小元的充要条件

是，对于所有 λ >-K* 0, X 是在 zεS 上极小化 λ气的唯一最优解。几何上看，这意味

着对于任意 λ >-K'O ， 超平面

{z IλT(Z … x) = O} 

是在 z 处对 S 的一个严格支撑超平面。 (我们用严格支撑超平面表明这个超平面与 S

只相交于 Xo) 注意此处并不要求 S 是凸集。这可由图2.23来表示。

图2.23 最小元的对偶性质。点工是集合 S 中关于 R~ 的极小元。这等价子:对于任意

λ>- 0，超平面 {z IλT(Z-X)=O} 在 z 处对 S 严格支撑，即在超平面的一边包含了 S， 并只

在 z 处与 S 接触.

为说明这个结论，设 z 是 S 的最小元，即对于任意 zεS 有 2 主K z ， 同时，令

λ>-K' 0 ， 而 zε S， Z 予t:. x。因为 2 是 S 上的最小元，我们有 Z-X~二KO。根据 λ >-K* 。

及 Z-X>二KO ， Z-X 'j止 0，可以得到入T(Z-X) > 0。因为 z 是 S 上任意一个不等于尘的

元素，所以 z 是在 zεS 上极小化 λ勺的唯一解。反之，假设对于所有入 >-K< 0 , X 是

zεS 上极小化 >7z 的唯一解，但 z 不是 S 的最小元。那么存在 zεS 满足 z 崖KX。

因为 Z-X 运K 0 ， 存在立主K'O 并且 5.T(z-x) <0。因此，对于入 >-K' 0 ， 在 X 的邻
域内有 >.T(z-X) <0。这与 z 是 S 上极小化 λTz 的唯一解相矛盾。

极小元的对偶性质

现在我们转而讨论极小元的类似性质。此时，在必要和充分条件间存在一定的间

隙。如果 λ >-]{' 0 并且 z 在 zES 上极小化 λTZ ， 那么 z 是极小的，如图2.24所示。
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图2.24 集合 8ÇR2。其关于 R~ 的极小点集合由其边界的(左下)深色部分所示。 S 上极小

化 λiz 的解为町，因为 λ1 >- 0，所以 Xl 是极小的。 S 上极小化 λfz 的解为旬，因为 λ2 >- 0, 

所以它是 S 的另一个极小点。

为说明这点，假设 λ >-K* 0 并且 z 在 S 上极小化 λ勺，但 z 不是极小元，即存在

zεS 满足 Z-#x. Z-<KX。那么泸(X - Z) > 0，这与我们的假设，即 z 在 S 上极小化

了 λTZ . 相矛盾。

其逆命题在一般情况下不成立:8 上的极小元 z 可以对于任何 λ 都不是 zεS 上

极小化 )..Tz 的解，如图2.25所示。此图表明了凸性在这个逆定理中的重要作用，当凸性

成立时，逆定理是成立的。假设集合 S 是凸集，可以说对于任意极小元 X. 存在非零的

λ 主K' 。使得 z 在 zεS 上极小化 λ勺。

S 

图2.25 点 z 是 8C R2 关于 R~ 的极小元。但是，不存在 λ，使得 z 在 z E 8 上极小化 λTZ 。

为证明这一点，假设 z 是极小的，也就是说 ((x-K)\{x}) 门 S= 的。对凸集

(x-K)\{x} 和 S 应用超平面分离定理，我们可以得出:存在入并 0 和 μ，使得对于

所有 νεK 有 )..T(X - y) ζμ，对于所有 ZES 有 )..TZ ~μ。根据第一个不等式，我们

可知 λ ?::K' 0。由于 XES 和 x E x - K. 我们有 λTX = μ，所以第二个不等式表明 μ

是 S 上 λ勺的最小值。因此， x 是 S 上极小化入TZ 的一个解，这里 λ 并 0 ， λ 兰](*0。
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这个逆定理无法加强为 λ >-K* 0。反例表明，凸集 S 上的极小元 X， 可以对于任意

入 >-K. 0 ， 都不是 zεS 中极小化 ).7Z 的解(参见图2.26，左图)。同时，并不是对于任

意 λ 主俨 0，在 zεS 上极小化 λTZ 的解都一定是极小的(参见图2.26，右图〉。

Xl 
S) s、

X2 

图2.26 左点问巳 S1 是极小的，但对于任意 λ>- 0，它都没有在岛上极小化 λTZo (但是，

对于 λ= (1 ， 0) ，它确实在所有 zε S1 中极小化了 λTz.) 右.点 X2 ε S2 不是极小的，但对于

λ= (0 ， 1) 兰 0，它确实在所有 zε S2 中极小化了 λTZ

例 2.27 Pareto 最优制造前j齿。我们考虑安排一个产品的生产，该产品需要 n 种资

源(例如劳动力、电、天然气、水〉。这种产品可由多种方式进行制造。我们用资漉向量

x E Rn 表示各种制造方法，其中 Xi 表示相应方法制造产品时消耗资源 z 的数量。我们假

设 Xi ~ 0 (即制造过程消耗资源〉并且资源是有价值的〈因此希望尽量少地消耗资源)。

生产集合 PCRn 定义为表示制造方法的所有资源向量 z 的集合。

P 上的极小元(在分量不等式意义下)对应的制造方法称为P盯eto最忧，或有效的。 P 的

极小元构成的集合称为有效制造前沿。

我们可以给出 Pareto 最优性的一个简单示例。我们称与资源向量 2 相关的制造方法比与

资源向量 ν 相关的制造方法更好，如果对于所有 t，均主二 Yi 并且存在某些 t， Xi < 仇。换言

之，如果对于每一种资源，一个制造方法都不比另一个消耗得多，并且至少有一种资源，该

方法确实消耗得更少，那么称这个方法比另一方法更优。也就是说 z 主 ν ， X 并 ν。那么，我

们可以说一个制造方法是 Pareto 最优或有效的，如果不存在更好的制造方法。

我们可以通过在制造向量集合 P 上对任意满足 λ>-0 的 λ 极小化

λTX = λlXl + . . . +λnXn 

来得到 Pareto 最优制造方法〈即极小的资源向量)。

这里的向量 λ 有一个简单的解释:λ4 是资源 4 的价格。通过在 P 上极小化 λTX ， 可以寻

找最为便宜的制造方法(对于资源价格 λρ。只要价格是正的，其得到的制造方法可以保证

是有效的。

图2.27展示了这些想法。
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燃料

P 

劳动力

国2.27 制造集合 P 如阴影所示，表示制造产品所需要的劳动力和燃料。两段深色曲线显

示了有效制造前沿。点町、 X2 和 X3 是有效的。点 X4 和 X5 不是(因为，特别地， X2 对应

了不使用更多燃料，而所需劳动力更少的制造方法〉。点 Xl 是对应于(正的)价格向量 λ

的最小成本制造方法。点均是有效的，但对于任意价格向量 λ 兰 0，都无法通过极小化总

成本 λTX 找到吨。
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的 [Mot33]， von Neumann 和 Morgenstern 的 [vNM53]， Kantorovich 的 [Kan60] ， Koopmans 的

[Koo51] ，以及 Dantzig 的 [Dan63]0 Dantzig 在 [Dan邸，第 2 章l 中讨论了线性不等式，包括直

至 1963 年前后的历史调研。

20世纪60年代中在非线性规划的研究中提出了广义不等式(参见 Lucnberger 的 [Lue69， 98.2] 

以及 Isii 的 [Isi64] ) ，并且被扩展到锥优化问题中(参见第 4 章中的参考文献)0 Bcllman 和 Fan

的 [BF63] 是关于广义线性不等式集合(关于半正定锥)的一篇早期文献。

对于超平面分离定理证明的推广，我们推荐读者参看 Rockafcllar 的 [Roc70 ， part III]，以及

Hiriart-U rruty 和 Lemaréchal 的 [HUL93， volume 1, !ìIII4]o Dantzig 的 [Dan63，第 21 页]包含

了 von Neumann 和 Morgenstern 在 [vNM53，第 138 页i 给出的捧一定理。关于择一定理的更

多文献，参见第 5 章。

例 2.27 中的术语(包括 Pareto 最优性，有效制造，价格 λ 的解释)在 Luenberger 的[Lue95]

中进行了详尽的讨论。

凸的几何性质在经典的力矩理论 CKrein 和 N叫elman 的 [KN77] ， Karlin 和 Studden 的 [KS66])

中有显著的作用。一个著名的例子是非负多项式与力矩锥的对偶性，参见习题 2.370
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习

凸性定义

2.1 设 CÇ Rn 为一个凸集且 X1 ，' " ， Xk εC。令。1 ，… ， 8k ξ R 满足。i ;;::J: 0 , 81 +…+8k = 1. 

证明 81X1 + … + 8kxk ε c. (凸性的定义是指此式在 k = 2 时成立;你需要证明对任意 k
的情况。) 提示:对 k 进行归纳。

2.2 证明一个集合是凸集当且仅当它与任意直线的交是凸的。证明一个集合是仿射的，当且仅

当它与任意直线的交是仿射的。

2.3 中点凸性。集合 C 是中点凸的，当 C 中任意两点 α， b 的平均或中点 (α +b)j2 也属于 C。

显然凸集是中点凸的。可以证明在一些很微弱的条件下，中点凸可以导出凸性。作为一个

简单的例子， 证明如果 C 是闭和中点凸的，那么 C 是凸集。

2.4 证明集合 S 的凸包是所有包含 S 的凸集的交。(同样的方法可以用来证明集合 S 的锥包、

仿射包或线性包分别是所有包含 S 的锥集合、仿射集合或半空间的交集。〉

例子

2.5 两个平行的超平面 {x E R n 1αTX = bt}和 {x ε R门 αTX = bz}之间的距离是多少?

2.6 什么时候超平面包含另一个?给出使下式成立的条件

{X 1αT X ~ b} c {x 1 ãT X ζ b} 

(其中 α 乒 O. ã 乒 0)。另外，找出使得两个半空间相等的条件。

2.7 半空间的 Voronoi 描述。令 α 和 b 为 Rn上互异的两点。证明所有距离 α 比距离 b

近 <Euclid 范数下〉的点的集合，即 {x I lI x 一 α112ζ IIx - b ll址，是一个超平面。用形如

cTx 运 d 的不等式进行显式表示并绘出图像。

2.8 下面的集合 S 中哪些是多面体?如果可能，将 S 表示为 S = {x I Ax 主 b， Fx = g} 的形

式。

(a) S = {ν1α1+ 协的 1 -1 运 Y1 运 1，一 1 运的运 1}，其中句，α2ε R吼。
7毡 n

(b) S = {x E R n 1 工兰 0， lTX = 1 ， 2二 Xiαi = 的， :L: Xi a; = b2 } ， 其中 α1 ，…，向 ε R 并

且句， b2 E R。

(c) S = {xE R叫 x >- 0, XTνζ 1 对于所有满足 lIyll2 = 1 的的。
n 

(d) S={XE Rn l x 兰 0， XTy 运 1 对于所有满足艺 |叫 =1 的抖。

2.9 Voronoi 集合与多面体分解。令句，… ， XK ξ R飞考虑所有距离 Xo 比距离其他 Xt 点更
近 CEuclid 范数下 ) 的点组成的集合，即

v= {x ε Rn I lIx - XOll2 ~ IIx - xill2 , i = 1,… , K}. 

V 称为围绕尘。的关于 X1 ， … ， XK 的Voronoi 区域。

(a) 证明 V 是一个多面体，并将 V 表示为 V = {xIAx 当时的形式。
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(b) 反之，给定一个内部非空的多面体 p， 说明如何寻找旬，… ， XK 使得这个多面体是 Xo

关于 Xlγ.. , XK 的 Voronoi 区域。

(c) 我们也可考虑集合

民 = {x E R f1. I llx - xkll2 运 IIx - xi112 , i 并 k}.

集合 I公由 Rn 上的点构成，并且距离集合作。，… ， XK} 最近的点是句。

集合吨， . . . ) VK 给出了 Rn 的多面体分解.更准确地，集合凡是多面体， U~-o Vk = 
ß，n ， 并且对于任意 t 笋 j 有 int vi n int 巧= ø，即民与巧最多在边界相交。

假设岛，… ， Pm 为多面体，并且使得 U乙1R = Rn，对于 t 并 j 有 int Pinintl亏 =0。

这种对于 Rn 的多面体分解是否可以用 Voronoi 区域来表示，这些区域囱适当的点集

产生。

2.10 二次不等式的解集。令 CCRn 为下列二次不等式的解集，

C = {X εRf1. I XT Ax + bT X 十 C 运 O} ，

其中 A ε sn ， b ε Rn ， cεR。

(a) 证明:如果 A >- 0，那么 C 是凸集。

(b) 证明:如果对某些 λER 有 A + λggT 兰 0，那么 C 和由 gTx + h = 0 (这里 9 ~ 0) 
定义的超平面的交集是凸集。

以上命题的逆命题是否成立?

2.11 双曲集合。 证明双曲集合 {x ξR~. I Xl向法 1} 是凸集。更一般地，证明 {X E 

R~ I rr~ 1 Xi 注 1} 是凸的。提示: 如果 α， b 法。并且 0ζ6 运1.那么 αOb1- 1J 运

9α + (1 - 8)b; 参见 83 . 1.9。

2.12 下面的集合哪些是凸集?

(a) 平板，即形如 {x εR勺 αζαTX ζ 冽的集合。

(b) 矩形，即形如何 εRnl 向运勾《店， t=l，…，叶的集合。当 η>2 时，矩形有时

也称为超矩形。

(c) 模形，即 {X E R乱 | αTx ζbJ ， aIx ~ b2} 。

(d) 距离给定点比距离给定集合近的点构成的集合，即

{X I lI x - xol12 ~ Ilx - y112, V Y E S} , 

其中 SCR飞

(e) 距离一个集合比另一个集合更近的点的集合，即

{x I dist(尘， S) ζdist(x， T) }, 

其中 S，T C R n , 

dist(尘， 5) = inf{ lIx - z ll2 I Z E 5}. 
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(f) [HUL93，第 1 卷，第 93 页l 集合 {x 1 x+乌 CS叶，其中岛 ， S2 C Rn 并且 S1 是凸

集。

(g) 到 α 的距离与到 b 的距离之比不超过到某一固定分数 9 的点的集合，即集合

{x I lIx 一 α112 ~ BIIX - bI12}. 可以假设 α 并 b 及 0ζ0ζl。

2.13 外积的闭包。考虑秩为 k 的外积，即 {XXT 1 X E R nXk , rankX = k}。试用简单的形
式描述其闭包。

2.14 扩展和限制集合。 令 SCR饵，用 11 . 11 表示 Rn 上的范数。

(a) 对于 α 注。我们定义且为 {x 1 dist(尘 ， S) 运叶，其中 dist怡， S) = infyEs Ilx - yll 。

我们称&为 S 的扩展或延伸，其幅度为 α。证明如果 S 是凸集，那么 Sα 是凸的。

(b) 对于 α~ 0，我们定义 S→ = {x 1 B(尘， α) C S} ， 其中 B(尘， α) 是以 2 为中心、 α 为

半径的球(在范数 11 . 11 意义下〉。我们称 S_α 为 S 的收缩或限制，其幅度为 α，因为

S_α 是由所有离 Rn\S 的距离至少为 α 的点的集合。证明如果 S 是凸集，那么 S_α

也是凸集。

2.15 一些概率分布集合。令 z 为服从分布 prob(x =向)=纠， 4=1，… ， n 的实数随机变量，
其中 α1 <α2< …<句。当然 pε Rn 在一个标准概率单纯形 P = {p 11 T P = 1, P 兰 O}
中。下面哪些条件在 p 中是凸的? (即满足下面哪些条件的 pεP 的集合是凸集? ) 

(a)αζ Ef(x) ζβ，其中 Ef(x) 为 f(x) 的期望，即 Ef(x) = 艺 pd(αî). (给定函数

f: R • Ro ) 

(b) prob(x>α) 运 3。

(c) E Ix3 1ζαElxl 。

(d) Ex2 ~α。

(e) Ex2 注 α。

(f) v.盯(x) ζα，其中 V町(x) = E(x - Ex)2 为 2 的方差。

他) v盯(x) ~α。

i=l 

(h) quartile(x) ~α，其中 quartile(x) = inf{β1 prob(x ~的~ 0.25} 。

(i) qu盯tile(x) ~α。

保凸运算

2.16 证明如果矶和 S2 是 Rmxn 中的凸集，那么它们的部分和

S = {(X'Yl + 的) 1 x εR飞仇，的 εRn ， (x , yt) E S1, (x ， 的)ε S2}

也是凸的。

2.17 透视函数下的多面体集合。在这个问题中，我们研究超平面、半空间及多面体在透视函

数 P(x， t) = xlt 下的像，其中 domP = RπxR++。对于下面每个集合 C，给出形如

P(C) = {v/t 1 (v ， t) εC， t > O} 

的简单表示。
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(a) 多面体 C = conv{ (VI, t1),…, (VK ， tK)}' 其中均 εRn ，比 >0。

(b) 超平面 C = {(v ,t) I Fv+μ = h} (其中 f 和 g 不均为零)。

(c) 半空间 C = {( v , t) I F v + gt ζ h} (其中 f 和 g 不均为零〉。

(d) 多面体 C = {(v , t) I Fv + gt -< h} 。

2 凸集

2.18 可逆的线性分式函数。令 f: Rn → Rn 为线性分式函数

f(x) = (Ax + b)/(cT x + d) , domf = {x I cT X + d > O}. 

设矩阵

Q = [~ :] cT d 

非奇异。证明 f 可逆并且 r1 也是一个线性分式映射。利用 A， b. c 和 d 显式地给出

f-1 及其定义域的表达式。提示:用 Q 来表示 ]-1 可能会更容易些。

2.19 线性分式函数和凸集。令 f: Rffi

→ Rn 为线性分式函数

f(x) = (Ax + b)/(cT x + 哟， dom] = {x I cT 
X + d > O}. 

在这个问题中，我们研究凸集 C 在 f 下的原象，即

]-1(C) = {x E dom] I f(x) εC} 

对下面的每个集合 CCR饵，给出 ]-1(C) 的简单描述。

(a) 半空间 C = {y I gT Y ~ h} (其中 g 并 0) 。

(b) 多面体 C = {y I Gy 主吟。
(c) 椭球 {ν|νTp-ly 运 1} (其中 P E S~+) 。

(d) 线性矩阵不等式的解集 C = {y I YI Al +… +YnAn 主 B}. 其中鸟，… ， An， B ζ SPO

分离定理与支撑起平面

2.20 线性方程组的严格正解。设 AεRffixn ， b ζRm，其中 bε 冗(A)。证明存在尘满足

x>- 0, Ax = b 

的充要条件是不存在 λ 满足

AT入 2二 0 ， ATλ 笋 0， bTλζ0 

提示:首先由线性代数证明:对于所有满足 Ax = b 的尘， CTX = d 的充要条件是存在向
量 λ 满足 C=ATλ， d= bTλ。

2.21 分离超平面的集合。设 C 和 D 为 Rn 的不相交的子集。考虑集合 (α， b)42 RH+1，它满
足对任意 xEC 有 αTX ~ b; 对任意 xE D 有俨x;;?::b。证明这个集合是一个凸锥(并且

如果没有分离 C 和 D 的超平面，那么它是单点集 {O}) 。



习题 . 57 . 

2.22 完成!ì2.5.1 中超平面分离定理的证明:证明对于两个不相交的凸集 C 和 D 存在分离超

平面。可以利用!ì2.5.1 中已证的结论，即当在两个集合中存在点，其距离与两个集合间的

距离相等时，存在分离超平面。

提示:如果 C 和 D 是不相交的凸集，那么集合 {x - y 1 x E C， νε D} 是凸集并且不包

含原点。

2.23 给出两个不相交的闭凸集不能被严格分离的例子。

2.24 支撑超平面。

, 

(a) 将闭凸集 {x ξR~ 1 X1X2 注 1} 表示为半空间的交集。

(b) 令 C= {x ε Rn 1 IIxl l∞运 l} 表示 R饵空间中的单位 t∞，范数球，并令企为 C 的边

界上的点。显式地写出集合 C 在企处的支撑超平面。

2.25 内部和外部多面体逼近。令 C C R饵为闭凸集，并设町，… ， XK 在 C 的边界上。设对于

每个 4 ， α了 (x一句) = 0 定义了 C 在 Xi 处的一个支撑超平面，即 C C {X I 可(X- Xi) ~ O} 。

考虑两个多面体

-PinIler = COnV{Xl ,' .. ， XK} ， 凡uter = {X I α?(z - 均)ζ O， i = l ，...， K}.

证明P;nncr C C C Pouter 并画出图像进行说明。

2.26 支撑函数。集合 CC Rn 的支撑函数定义为

Sc(y) = SUp{yT X I X ε C}. 

(我们允许 Sc(y) 取值为+∞。〉设 C 和 D 是 Rn 上的闭凸集。证明 C = D 当且仅当

它们的支撑函数相等。

2.27 支撑超平面定理的逆定理。设集合 C 是闭的，含有非空内部并且在其边界上的每一点都

有支撑超平面。证明 C 是凸集。

凸锥及广义不等式

2.28 n = 1 , 2 , 3 时的学正定锥。对于 n =l ， 2 ， 3，用矩阵系数和普通不等式结出半正定锥

s~ 的显式表示。为表示 n = 1, 2, 3 时 sn 的一般元素，请用下面的符号

Xl , [;;;:l 
X1 X2 X3 

X2 X4 Xs 

X3 Xs X6 

2.29 R2 中的锥。设 K Ç R2 为一个闭凸锥。

(a) 给出 K 在其元素的极坐标形式 (X = r(cos <P， sin的 ， r ~ 0) 下的简单描述。

(b) 给出 K* 的简单描述，并绘图说明 K 和 K* 之间的关系。

(c) 什么时候 K 是尖的。

(d) 什么时候 K 是正常的(因此，定义了广义不等式)?绘图说明当 K 正则时， X 二~K Y 
的含义。
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2.30 广义不等式的性质.证明 ~2.4.1 中所列的(不严格和严格的〉广义不等式的性质。

2.31 对偶锥的性质.令 K* 为凸锥 K 的对偶锥，如 (2.19) 的定义.证明下面的性质

(a) K* 确实是凸锥。

(b) Kl ç K2 表明 Ki ç K;. 

(c) K" 是闭集。

(d) K" 的内部由 int K' = {y I yT X > 0, 'VXε clK} 绘出.

(c) 如果 K 具有非空内部，那么 K' 是尖的。

(f) K忡是 K 的闭包. (因此， 如果 K 是闭的，那么 KU = K. ) 

(g) 如果 K 的闭包是尖的，那么 K* 有非空内部.

2.32 寻找 {Ax I x 兰的的对偶锥，其中 AεRmxne

2.33 单调非负锥。我们定义单调非负锥为

Km+ = {x E R n I Xl 注 X2 注… ~Xn 注。}，

即所有分量按非增排序的非负向量。

(a) 说明 Km+ 是正常锥.

(b) 找到对偶锥 K~Iρ 提示:利用恒等式

n 

艺XiY‘= (Xl - X2)Yl + (X2 - X3)(Yl + 的) + (句-叫)(Yl +如十加) +... 
i=l 

+ (Xn-L - Xn)(Yl + … + Yn-l) + Xn(Yl + . .. + Yn). 

2.34 字典锥及排序.字典锥定义为

K1ex = {O} U {x ζ Rn I x} = … = Xk = 0, Xk+l > 0，对某个 k， 。运 k< 叶，

即所有第一个非零分盘(如果在在)为正的向盘。

(a) 验证 Klex 是锥，但不是正常锥。

(叫我们定义 Rn 巾的字典排序如下: X ~Iex Y 当且仅当 1/ - x E Klex. (因为 Klex 不是t
常锥，字典排序不是广义不等式。)说明字典排序是一个线性序:对于任意 z， u e Rn ，

或者 X ~Iexν 或者 ν~I~x x. 所以，任意向量集合都可以关于字典锥进行排序，得到
类似于应用于字典的排序.

(c) 寻找 K弘·

2.35 谐正矩障。矩阵 Xεsn 称为谐正，如果对于所有 z E二。有 ZTX Z ;;:: 0。璋证谐正矩阵的

集合是一个正常锥，并寻找到其对偶锥。

2.36 Euclid距离矩阵。令 XIγ" ， Xn E Rk。由 Dij = IIxt x J II~ 定义的矩阵 D E Sn 称
为Euclid距离矩阵。宫满A一些显然的性质，例如 D'j 一 Dji' Dii = 0, Dij ;主 0，及(由

三角不等式得到的 ) DK2 ζDr+D;f。我们现在提出问题:什么时候一个矩阵 D ε sn
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是(关于某些 k 的 Rk 空间中某些点的 ) Euclid 距离矩阵?一个著名的结果可以回答这个
问题:D ε sn 为 Euclid 矩阵的充要条件是，对于所有满足 lTx = 0 的 z 都有 Dii = 0 
及 xTDx ζo (参见 38 .3 .3) 。

证明 Euclid 距离矩阵集合是一个凸锥。

2.37 非负多项式及 Hankel 线性矩阵不等式。令 Kpol 为 R 中 2k 阶非负多项式的 (系数〉集
A 
0: 

Kpol = {x ε R2k+1 I Xl + xzt + X3t
2 + .. . + X2k+1 t2k 注 0， 'r/ t εR}. 

(a) 证明 Kpol 是一个正常锥。

(b) 一个基本的结果表明纠阶多项式在 R 上非负的充要条件是，它可以被表示为两个 k

或更俄阶次的多项式的平方和。换言之， x ζKpol' 当且仅当多项式

p(t) = X1 + X2t + X3t2 + … +22k+ 1t2k 

可以被表示为

p(t) = r(t)2 + S(t? , 

其中 T 和 s 为阶次为 k 的多项式。

利用这个结果来说明

K pol =行 ε R2k+1 I Xi = 汇 Ymn 对某些 Y E S~+l ~ 
1.. I m+n= i+ l ) 

也就是说， p(t) = Xl + X2t + 句t2 + … +hk+1t2k 非负的充要条件是，存在矩阵

YξSTl 使得

X 1 = Yl1 

X2 = Y12 + 巧1

X3 = Y13 + 巧2 + Y31 

XZk+1 =凡+1.1.+1'

(c) 证明 KJ。l=khm，其中

Kh .. n = {z E R 2k+1 I H(z) 泣的，

而
「

H(z) = I 

Zl Z2 Z3 

Z2 Z3 Z4 

Z3 Z4 Z5 

Zk Zk+1 Zk+2 

Zk+l Zk+2 Zk+3 

(这是关于系数 ZI) . . . , Z2k+ 1 的HankeI矩阵。)

Zk Zk+ 1 

Zk+1 Zk+2 

Zk+2 Zk+4 

Z2k-l Z2k 

Z2k Z2k+ l 

, . 
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(d) 令 Kmom 为所有具有 (1， t， t2 ， … ， t2k) 形式的向量所组成集合的锥包，其中 tεR。证
明 νε Kmom ， 当旦仅当 ν1 ~ 0 并且对于某些随机变量也，有

Y=Yl(1 ,Eu ,Eu2,..., Eu2k
). 

换言之， Kmom 的元素是 R上所有可能扰动的矩向量的非负倍。证明 Kpol = K:"omo 

(e) 结合 (c) 和 (d) 的结果，得出 KpOI = K:"om 的结论。
作为一个说明 Kmom 和 Khan 之间关系的例子，取 k = 2. z = (1 ， 0， 0 ， 0 ， 1)。证明

z E Khan' z ~ Kmomo 找出 Kmom 中一个趋向于 z 的显式点列。

2.38 [Roc70，第 15， 61 页]从集合构造凸锥。

(a) 集合 C 的障碍锥定义为使得 yTx 在 zεC 中上有界的所有向量 u 的集合。换言之，
一个非零向量属于障碍锥，当且仅当它是某个包含 C 的半空间 {x I yTx ~α} 的法
向量。验证障碍锥是一个凸锥〈不需要对 C 的任何假设〉。

(b) 集合 C 的回收锥(也称为渐进锥)定义为对于每个 zεC 和所有 t ~ 0 都有

x - ty E C 的所有向量 u 的集合。说明凸集的回收锥是凸锥。说明，如果 C 是非空、

闭和凸的，那么 C 的回收锥是其障碍锥的对偶。

(c) 集合 C 在其边界点 xo 处的法向锥定义为使得对于所有 2εC 都有俨(x - xo) 运。
的所有向量 ν 的集合(即在 xo 处定义了 C 的支撑超平面的向量的集合〉。说明法向

锥是凸锥(不需要对 C 的任何假设)。给出多面体 {x I Ax 主 b} 在其边界上一点的法

向锥的简单描述。

2.39 锥的分离。令 K 和 JE 是两个内部非空且不相交的凸锥，即 intK 门 intJE= 仇证明存
在非零 v 使得 uε K* ， -y E K气

对于 K=JE，这表明如果锥 K 具有非空内部，那么 K'" 是尖的。
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3 凸函数

3.1 基本性质和例子

3.1.1 定义 . 

函数 f : Rn → R 是凸的，如果 dom f 是凸集，且对于任意 x , Y E dom f 和任

意 0 延。::;; 1，有

f(Ox + (1- O)y) 运。f(x) + (1 - O)f(ν). 

从儿何意义上看，上述不等式意味着

点(笃， f(x)) 和 (y， f(ν)) 之间的线段，即

从z到ν的弦，在函数 f 的图像上方(如

图3.1所示〉。称函数 f 是严格凸的，如果

式(3.1)中的不等式当 Z 予'=y 以及 o<e<l

时严格成立。称函数 f 是凹的，如果函数

-f 是凸的，称函数 f 是严格凹的，如果

-f 严格凸。

(x, f(功)

图3.1 凸函数示意图。图上任意

两点之间的弦(即线段)都在函

数图像之上。

(3.1) 

对于仿射函数，不等式 (3·1) 总成立，因此所有的仿射函数(包括线性函数〉是既凸

且凹的。反之，若某个函数是既凸又凹的，则其是仿射函数。

函数是凸的，当且仅当其在与其定义域相交的任何直线上都是凸的。换言之，函数

f 是凸的 ， 当且仅当对于任意 zε domf 和任意向量 ν，函数 g(t) = f(x + tv) 是凸
的(其定义域为 {t I x + tv ε dom f})。这个性质非常有用，因为它容许我们通过将函

数限制在直线上来判断其是否是凸函数。

对凸函数的分析已经相当地透彻，本书不再继续深入。例如有这样一个简单的结

论，· 凸函数在其定义域相对内部是连续的;它只可能在相对边界上不连续。

3.1.2 扩展值延伸

通常可以定义凸函数在定义域外的值为∞，从而将这个凸函数延伸至全空间 Rn。

• 
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如果 f 是凸函数，我们定义它的扩展值延伸 f:Rn → RU{∞}如下

f(劣)=
f(x) x E domf 

∞ x tJ. dom f. 

3 凸函数

延伸函数 f 是定义在全空间 Rn 上的，取值集合为 RU{∞}。我们也可以从延伸函数

f 的定义中确定原函数 f 的定义域，即 domf={z|f(z)< ∞}。
这种延伸可以简化符号描述，此时我们就不需要明确描述定义域或者每次提到

f(x) 时都限定"对于所有的 zεdomf ))。以基本不等式 (3.1) 为例，对于延伸函数 f，
可以描述为:对于任意 z 和 ν，以及 0<8< 1，有

f(Ox + (1 - O)y) ζ Of(x) + (1 - 8)f(y). 

(当 θ=0 或 e = 1 时不等式总成立。〕当然此时我们应当利用扩展运算和序来理

解这个不等式。若您和 ν 都在 domf 内，上述不等式即为不等式 (3.1) ;如果有任

何一个在 domf 外，上述不等式的右端为∞，不等式仍然成立。再看一个这种表

示的例子，设 h 和 h 是 Rn 上的两个凸函数。逐点和函数 f=fl+h 的定义域

为 domf = domflndomh，对于任意 zεdomf，有 f(x) = fI (x) + h(x)。利用
扩展值延伸我们可以简单地描述为，对于任意 x， J(x) = Jl(X) + 元(x)。在这个方程

里，函数 f 的定义域被自动定义为 domf = domh 门 domh，因为当 x tJ. domh 
或者 x tJ. domh 时， f(z)= ∞。在此例中，我们就可以利用扩展运算来自动定义定

义域。

在不会造成歧义的情况下，本书将用同样的符号来表示一个凸函数及其延伸函数。

即假设所有的凸函数都隐含地被延伸了，也就是在定义域外都被定义为∞。

例 3.1 凸集的示性函数。世 C C Rn 是一个凸集，考虑(凸)函数 Ic ， 其定义域为 C，对
于所有的 zεC，有 Ic{x) = 0。换言之，此函数在集合 C 上一直为零。其扩展值延伸可以

描述如下

I 0 x εC 
Ic{x) = < 

l ∞ x tt C. 

凸函数 fc 被称作集合 C 的示性函数。

利用示性函数岛，可以更加灵活地定义符号描述。例如，对于在集合 C 上极小化函数

J (假设其定义在整个 R饨空间)的问题，我们可以给出等价的问题，即在 Rn 上极小化函

数 f+fc。事实上，函数 /+Íc (按照我们的约定)等价于定义在集合 C 上的函数/.

类似地，可以通过定义凹函数在定义域外都为 -∞对其进行延伸。
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3.1.3 一阶条件

假设 f 可微(即其梯度 \lf 在开集 domf 内处处存在)，则函数 f 是凸函数的充

要条件是 domf 是凸集且对于任意笃， y εdomf，下式成立

f(ν) ~ f(x) + \1 f(x)T(ν - x). (3.2) 

图3.2描述了上述不等式。

由 f(x) + \l f(x)T(y - x) 得出的仿射函数 u 即为函数 f 在点 z 附近的 Taylor 近

似。不等式 (3.2) 表明，对于一个凸函数，其一阶 Taylor 近似实质上是原函数的一个全

局下估计。反之，如果某个函数的一阶 Taylor 近似总是其全局下估计，那么这个函数是

凸的。

不等式 (3.2) 说明从一个凸函数的局

部信息(即它在某点的函数值及导数) ，我 \!(ω
们可以得到一些全局信息(如它的全局

下估·计)。这也许是凸函数的最重要的信

息，由此可以解释凸函数以及凸优化问题

的一些非常重要的性质。下面是一个简单

的例子，由不等式 (3.2) 可以知道，如果

\1 f(x) = 0，那么对于所有的 νεdomf，

存在 f(ν) ~ f(叫，即 z 是函数 f 的全局

极小点。

-f( x) + 'J f ( x)T(古-x)

图 3.2 如果函数f 是凸的且可

微，那么对于任意x， νε domf，

有 f(x) + \l f(x)T (y - x) 
~ f(ν) 。

严格凸性同样可以由一阶条件刻画:函数 f 严格凸的充要条件是 domf 是凸集且

对于任意 x， νε domf , x 乒 ν，有

f(可) > f(x) + \l f(xf(ν -x). (3.3) 

对于凹函数，亦存在与之对应的一阶条件:函数 f 是凹函数的充要条件是 domf

是凸集且对于任意笃， νεdomf，下式成立

f(ν)ζ f(x) + \l f(x)T(y - x). 

一阶凸性条件的证明

为了证明式 (3.2) ，先考虑 n=1 的情况:我们证明可微函数 f: R → R 是凸函数

的充要条件是对于 domf 内的任意 z 和 ν，有

f(ν) 注 f(x) + f' (x)(ν -x). (3.4) 

首先假设 f 是凸函数，且 x， Y E domf。因为 domf 是凸集(某个区间)，对于任

意。 <t ~ L 我们有 z 十 t(ν - x) εdomf，由函数 f 的凸性可得
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将上式两端同除 t 可得

f(x + t(y - x)) 运 (1 - t)f(x) + tf(y). 

f (x + t(ν - x)) - f(x) 
f(ν) 注 f(x) + 

令 t → 0，可以得到不等式 (3叫。

3 凸函数

为了证明充分性，假设对 domf (某个区间〉 内的任意 z 和 ν，函数满足不等

式 (3.4)。选择任意 z 笋 ν ， 0 ~ 0 ζ 1，令 z = Ox + (1 - O)y。两次应用不等式 (3.4)可得

f(x) 注 f(z) + f'(z)(x - z) , f(ν) ~ f(z) + f'(z)(ν - z). 

将第一个不等式乘以 0 ， 第二个不等式乘以 1 - 0 ， 并将二者相加可得

。f(x) + (1 - B)f(ν) ~ f(z) , 

从而说明了函数 f 是凸的。

现在来证明一般情况，即 f: Rn → R。设 x ， νε Rn ， 考虑过这两点的直线上的

函数 f， 即函数 g(t) = f(ty + (1 - t)功，此函数对 t 求导可得 g'(t) = \7 f(ty + (1 -

t)X)T(ν -x) 。

首先假设函数 f 是凸的，则函数 9 是凸的，由前面的讨论可得到1) ~ g(O) + g'(O) , 

ep 

f(ν) ~ f(x) + \7f(xf(ν - x) 

再假设此不等式对于任意 z 和 u 均成立，因此若 ty + (1 - t)x ε domf 以及

iy + (1 - i)x E dom f ， 我们有

f(ty + (1 - t)x) 注 f(句什 (1 - i)x) + \7 f(iy + (1 - i)x)T(y - x)(t 一句，

即 g(t) 注 g(i) + g'(i)(t 一句，说明了函数 g 是凸的。

3.1 .4 二阶条件

现在假设函数 f 二阶可微，即对于开集 domf 内的任意一点，它的 Hessian 矩

阵或者二阶导数 \72f 存在，则函数 f 是凸函数的充要条件是，其 Hessia.n矩阵是半正

定阵:即对于所有的 x E domf ， 有

\72 f(x) 兰 o.

对于 R 上的函数，上式可以简化为一个简单的条件 J"(x) 注 o (domf 是凸的，即一

个区间 )，此条件说明函数 f 的导数是非减的。条件 \72f(x) 泣。从几何上可以理解为

' 
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函数图像在点 z 处具有正(向上)的曲率。关于二阶条件的证明作为习题留给读者完

成(习题 3.肘。

类似地，函数 f 是凹函数的充要条件是， domf 是凸集且对于任意 x E 

dom f , "\12 f(x) ::; 0。严格凸的条件可以部分由二阶条件刻画。如果对于任意的
2ξ domf 有 "\12 f(x) >- 0，则函数 f 严格凸。反过来则不一定成立:例如，函数

f : R → R，其表达式为 f(x) = 沪，它是严格凸的，但是在 x = O 处，二阶导数

为零。

例 3.2 二次函数。考虑二次函数 f: Rn

→ R，其定义域为 domf = R吭，其表达式为

f(x) = (1/2)xT Px + qT X 十 r，

其中 Pεsn ， q ζR饵 ， r εR。因为对于任意尘， V 2 f(x) = p， 所以函数 f 是凸的，当且仅

当 P~二 。可是凹的当且仅当 P :::; 0) 。

对于二次函数，严格凸比较容易表达:函数 f 是严格凸的，当且仅当 P>- 0 (函数是严格

囚的当且仅当 P ~ 0) 。

注释 3.1 在判断函数的凸性和凹性时，不管是一阶条件还是二阶条件， domf 必须是

凸集这个前提条件必须满足。例如，考虑函数 f(x) = 1/沪，其定义域为 domf = {x ε 

Rlx 笋 O}，对于所有 2ξ domf 均满足 f"(x) > 0，但是函数 f(x) 并不是凸函数。

3.1.5 例子

前文己经提到所有的线性函数和仿射函数均为凸函数 (同时也是凹函数)，并描述

了凸和凹的二次函数。本节给出更多的凸函数和凹函数的例子。首先考虑 R 上的一些

函数，其自变量为笃。

·指数函数。对任意 αεR，函数 eax 在 R 上是凸的。

·幕函数。当 α ~ 1 或 α~O 时，护在 R++ 上是凸函数，当 o ~二 αζ1 时，俨在

R++ 上是凹函数。

·绝对值幕函数。当 p 注 1 时，函数 IxlP 在 R 上是凸函数。

·对数函数。函数 logx 在 R++ 上是凹函数。

·负惰。函数 xlogx 在其定义域上是凸函数。(定义域为 R++ 或者 R+ ，当 x = O

时定义函数值为 00)

我们可以通过基本不等式 (3.1)或者二阶导数半正定或半负定来判断上述函数是凸

的或是凹的。以函数 f(x) = x log x 为例，其导数和二阶导数为
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f'(x) = logx + 1, f" (x) = 1jx, 

即对于 x > 0，有 f"(x) > 0。所以负;摘函数是(严格)凸的。
下面我们给出 Rn 上的一些例子。

·范数。 Rn 上的任意范数均为凸函数。

·最大值函数。函数 f(x) = max{叫，… ， xn} 在 Rn 上是凸的。

·二次-线性分式函数。函数 f(尘， y) = 泸/ν，其定义域为

domf = R x R++ = {(x， y) ε R2 !y>0} ， 

是凸函数〈如图3.3所示〉。

0 
2 2 

2 

(
h
a
H
)
k

「

。- -2 

图3.3 函数 f(笃， ν) = x2 jy 的图像。

·指数和的对数。函数f(x) = log (eX1 十… +eXη) 在 Rn 土是凸函数。这个函数可

以看成最大值函数的可微(实际上是解析)近似，因为对任意 x ， 下面的不等式成

立

max{xl ,... ， xn } ζ f(x) 运 max{町，… ， xn} + log 饥.

(第二个不等式当 z 的所有分量都相等时是紧的。)图3.4描述了当 n=2 时 f 的

图像。

·几何平均。几何平均函数巾)= (立的)飞定义域 d叫叫A凹函数。
·对数-行列式。函数 f(X) = logdetX 在定义域 domf=S车+上是凹函数。

判断上述函数的凸性(或者四性〉可以有多种途径，可以直接验证不等式 (3.1)是

否成立，亦可以验证其 Hessian 矩阵是否半正定，或者可以将函数转换到与其定义域相

交的任意直线上，通过得到的单变量函数判断原函数的凸性。
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图3.4 函数f(x， 的= log(e笃+ eY) 的图像.

范戴. 如果函数 f: Rn → R 是范数，任取 0ζ9ζ 1，有

f(Bx + (1 - B)ν)ζ f(Bx) + f((l - B)ν) = 8f(x) + (1 - B)f(ν). 

上述不等式可以由三角不等式得到，当范数满足齐次性时，上述不等式取等号。

最大值函数. 对任意0ζθζ 1，函数 f(x) = mruqxi 满足

f(Bx + (1 - B)y) =m~(8xi + (1- fJ)饥)

运(} max Xi + (1 - 0) m~执

= Bf(x) + (1 - O)f(y). 

二次-线性分式函数. 为了说明二次·线性分式函数 f(x， ν) = x2jν 是凸的，我们注意
到，对于 ν> O. 有

'\J2阳)=专
y2 -xy 

-xy x2 

T 
2 I y 
y3 I -x 

U >- O. 
-x 

指戴和的对数。 指数和的对数函数的 Hessian 矩阵为

'\J2 f(x) = 斗士百 (( lTZ) d吨(z) - zz勺，
其中 Z = (eX1 ,…, e%n) 0 为了说明 '\J2f(x) 泣。，我们证明对任意 V. 有 VT'\J2 f(x)v ~ O. 

即

JVW)v=J9 (lT z )2 

nz 
去?zt) - (去ViZi

2 

~ O. 
\=1 

上述不等式可以应用 Cauchy-Schwarz 不等式 (αTα)(日'b) 注 (αTb)2 得到，此时向盘 α

和 b 的分量为向 = ViV写• bi 雪 .，fii。
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几何平均。 类似地，我们说明，几何平均函数 f(x) = (n~ 1 Xi)l/n 在定义域 domf =
R年+上是凹的。其 Hessian 矩阵 \7'2f(x) 可以通过下面两个式子给出

δ2f(x) 1..1\(口年 1 Xi)阶
习石=一(n-1) z;;2 

Xk 

因此 \72 f(x) 具有如下表达式

门n _l/n 

主旦丝一(口?=124)1/n
θXkθXt - n '2xkxl 

\72 f(←一且7」 (ηdi鸣(时 , l/x~) _ qqT) , 

其中 ， qi = 1/句。我们需要证明 \72f(x) 主 0，即对于任意向量 V ， 有

v
T

\72f(x)v = 一号叮兰州一(言的ι

"i k 乒 l ，

这同样可以应用 Cauchy-Schwarz 不等式 (aTα)(bTb) 法 (αTb)2 得到，只需令向量 α= }, 

向量 b 的分量 bi = vd叭。

对数一行列式。 对于函数 f(X) = logdetX，我们可以将其转化为任意直线上的单变

量函数来验证它是凹的。令 X = Z+tV， 其中 Z， V E sn，定义 g(t) = f(Z + tV) ， 自

变量 t 满足 Z +tV >- 0。不失一般性，假设 t=O 满足条件，即 Z>-O。我们有

g(t) = log det(Z + tV) 

= logdet(Zl/2(I + tZ-l/2VZ- 1/2)Zl/2) 

=汇 log(l +叭) + logdetZ, 
i=l 

其中杠，… ， Àn 是矩阵 Z-1/'2VZ- 1/2 的特征值。因此下式成立

g'(t) = 于Ji
主1i + 叭'

因为 g气t) ~ 0，函数 f 是凹的。

3.1.6 下水平集

n 、 2

g气t) = - ) :一」兰
tt(1+ 叭)2

函数 f: Rn → R 的 α-下水平集定义为

Co: = {x ε domf I f(x) 运 α}.

对于任意 α 值，凸函数的下水平集仍然是凸集。证明可以由凸集的定义直接得到:如果

x , y ε Co:. 则有 f(x) ~α， f(ν) :ζα，因此对于任意 O 运。 ζ 1， f(()x 十 (1 - ())ν) 运 α ，

即 8x + (1 - O)y ε Ca 。
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反过来不一定正确:某个函数的所有下水平集都是凸集，但这个函数可能不是凸函

数。例如，函数 f(x) = -eX 在 R 上不是凸函数 (实质上，它是严格凹函数)，但是其

所有下水平集均为凸集。

如果 f 是四函数，则由 {x ε domflf(x);法 α} 定义的α-上水平集也是凸集。下

水平集的性质可以用来判断集合的凸性，若某个集合可以描述为一个凸函数的下水平

集，或者一个凹函数的上水平集，则其是凸集。

例 3.3 对于 zεR~，其几何平均和算术平均分别为

G(←(生zJi Ah)=i兰Xi，
(在 G 中，我们定义 olln = 0)。算术几何平均不等式为 G(x) .~ A(x) 。

设 o ~二 α~ 1，考虑集合

{x ξR~ I G(x) 注 αA(x月，

即使得几何平均至少大子等于算术平均的 α 倍的集合.此集合是凸集，因为它是凹函数

G(x) 一 αA(x) 的 0-上水平集。事实上，这个集合是正齐次的，因此它是凸锥.

3. 1.γ 上境图

函数 f: Rn → R 的图像定义为

{(尘， f(x))lx εdom f}，

它是 Rn+l空间的一个子集。函数 f: Rn → R 的上境固定义为

epif = {(x ,t) I x ε domf， f(x) ζ t} ， 

它也是 Rn+1 空间的一个子集。 ( "Epi"是

之上的意思，所以上境图的英文 epigraph

是"在函数图像之上"的意思。〉图3.5说明

了上境图的定义。

凸集和凸函数的联系可以通过上境图

来建立: 一个函数是凸函数，当且仅当其

上境图是凸集。 一个函数是凹函数，当且

仅当其亚固

cpi f 

图3.5 函数 f 的上境图，见阴影部

分。深颜色的下边界是函数 f 的图

像。

hypo f = {( x , t) I tζ f(x)} ， 

是凸集。
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fJrJ 3.4 矩阵分式函数。矩阵分式函数 f: Rn x sn • R. 

f(凯 Y) = xTy-1x 

在定义域 domf = R n x s~+ 上是凸的。(这实质上是定义域为 domf=RxR++ 的二

次-线性分式函数 f(尘， ν) = x2jν 的一个扩展。〉

一个简单的方式来验证矩阵分式函数 f 的凸性是通过其上境图

epif={(x,y ,t) I y >- O,xTy-1x ~ t} 

= < (窍， y , t) 门飞干|主 0， y >- 0 ~ , 
I I I X. t I I 

并应用 Schur 补条件判断分块矩阵的半正定性(见!ìA.5.5 ) 。最后一个条件是关于(尘， Y , t) 

的线性矩阵不等式，因此 epif 是凸集。

对于 η=1 的特殊情况，矩阵分式函数简化为二次·线性分式函数 x2jy. 相应的线性矩阵

不等式表示为

nu > NUG 
AU >

-

气E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
E

」

zt uz r
E
a
t
t
t
t
t
t
t
t
t
ι
 

( 函数图像如图3.3所示)。

关于凸函数的很多结果可以从几何的角度利用上境图并结合凸集的一些结论来证

明〈或理解).作为一个例子，考虑凸函数的一阶条件

f(y) ~ f(x) + \7f(x)T(ν - x) , 

其中函数 f 是凸的，尘， y εdomf。我们可以利用 epif 从几何角度理解上述基本不等

式。如果 (ν， t) εepif，有

t ~ f(ν) 注 f(x) + \7 f(xf(y - x). 

上式可以描述为

(y,t) E epif =今
\7 f(x) 

T 
u 
t 

x 
主二 o. 

f(x) 

这意味着法向量为 (\7f(功，一1) 的超平面在边界点(尘， f(x)) 支撑着 epif; 如图3.6

所示。
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epif 

('Vf(x) ,-l) 

图3.6 对于可微凸函数 f ， 向量 (\7 f(x) , -1) 定义了函数 f 在点 z 处的上境图的

一个支撑起平面。

3.1.8 Jensen 不等式及其扩展

基本不等式

f(Ox + (1 - 0)ν) ~ Of(x) + (1 - O)f(y) , 

. 71 . 

有时也称作Jensen 不等式。此不等式可以很方便地扩展至更多点的凸组合:如果函数 f

是凸函数，町，… ， Xk εdom f. 01 ， …，也 ~O 且 01 +… + Ok = L 则下式成立

f(θlXl +.… + OkXk) ~ (}I!(Xl) + . . . + (}k!(Xk). 

考虑凸集时，此不等式可以扩展至无穷项和、积分以及期望。例如，如果在 SC domf 

上 p(X) 注 0 且 Jsp(X) dx = L 则当相应的积分存在时，下式成立

f I I p(x)x dx I ~三 I f(x)p(x) dx 
\JS / JS 

扩展到更一般的情况，我们可以采用其支撑属于 domf 的任意概率测度。如果 z 是随

机变量，事件 x E domf 发生的概率为1，函数 f 是凸函数，当相应的期望存在时，我

们有

f(E x ) ~ E f(x) , (3.5) 

设随机变量 z 的可能取值为{町， x2}， 相应地取值概率为 prob(x = x l) = {}, prob(x = 

X2) = 1 - f}， 则由一般形式 (3.5) 可以得到基本不等式 (3.1)。所以不等式 (3.5) 可以刻

画凸性:如果函数 f 不是凸函数，那么存在随机变量 x. x 巳 domf 以概率 1 发生，使

得 f(Ex) > Ef(功。
上述所有不等式均被称为 Jensen 不等式，而实际上最初由 Jensen 提出的不等式

相当简单
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注释 3.2 我们可以这样理解式 (3.5). 假设 X E dom f C R n
• z 是 Rn 中的随机变量，其

均值为零，则有

Ef(x + z) 注 f(x).

因此，随机化或者扰动 (即在自变量上增加一个零均值的随机变量〉从平均效果上不会减

小凸函数的值。

3.1.9 不等式

很多著名的不等式都可以通过将 Jensen 不等式应用于合适的凸函数得到。(事实

上，凸性和 Jensen 不等式可以构成不等式理论的基础。〉 作为一个简单的例子，考虑算

术-几何平均不等式

Vab~ (α + b)/2, (3.6) 

其中 α， b 注 0。我们可以利用凸性和 Jensen 不等式得到此不等式。函数一 logx 是凸函

数:利用 Jensen 不等式，令。 = 1/2. 可得

g(旦土豆) ~ - log a
2 
- log b 

2 J - 2 

等式两边取指数即可得到式 (3.6) 。

作为另一个小例子，我们来证明 Hölder 不等式:对 p> 1 , l/p + l/q = 1 ，以及

x， νεRn 有

i = l 

艺|饥Iq
lJq 

立z以(艺叫
i=l i=l 

由一logx 的凸性以及 Jensen 不等式，我们可以得到更为一般的算术-几何平均不等式

α9bl-9 运。α + (1 - B)b, 

其中 α， b;主 O. 0 ~二。王三 1. 令

α = IXi l
P 
一n ' 
2二 IXj lp

b 一」到1-
n ' 
汇 IYjlq

。 = l/p , 

可以得到如下不等式

l/p I \ l/q 

IXilP IYi l
q 

艺|的 Iq

/|ztlp . 
、=27Z B

p 艺 IXjlP

|ω Iq 
n 

q 艺 |切 Iq
p z n

艺
间'

对 t 进行求和可以得到 H心lder 不等式。
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3.2 保凸运算

本节讨论几种保持函数凸性或者凹性的运算，这样可以构造新的凸函数或者凹函

数。我们首先从一些简单的运算开始，如求和、伸缩以及逐点上确界，之后再介绍一些

更为复杂的运算(其中一些运算的特例即为简单运算〉。

3.2.1 非负加权求和

显而易见，如果函数 f 是凸函数且 α;;;:: O. 则函数 αf 也为凸函数。如果函数力和

h 都是凸函数，则它们的和 !I +h 也是凸函数。将非负伸缩以及求和运算结合起来，

可以看出，凸函数的集合本身是一个凸锥: 凸函数的非负加权求和仍然是凸函数，即

函数

f = 叫!I + ... +ωImfm， 

是凸函数。类似地，凹函数的非负加权求和仍然是凹函数。严格凸(凹〉函数的非负，非

零加权求和是严格凸 (凹〉函数。

这个性质可以扩展至无限项的求和以及积分的情形。例如，如果固定任意 νε A.

函数 f(x， y) 关于 2 是凸函数，旦对任意 νε A， 有 ω(ν) 注 0，则函数 g

g(x) = 儿扣μω叫吻喇(ωω川Uω)
关于 Z 是凸函数(若此和积、分存在〉λ。

我们可以很容易直接验证非负伸缩以及求和运算是保凸运算，或者可以根据相关

的上境图得到此结论。例如，如果 ω;;;::0 且 f 是凸函数，我们有

1 0 
epi(wf) = I ~ - I epif, 

u w 

因为凸集通过线性变换得到的像仍然是凸集，所以 epi(ωf)是凸集。

3.2.2 复合仿射映射

假设函数 f: Rn 叫 R， A ε Rnxm ， 以及 bε Rn ， 定义 g : Rm → R 为

g(x) = f(Ax + b) , 

其中 dom 9 = {x I Ax + b εdomf}。若函数 f 是凸函数，则函数 g 是凸函数:如果函

数 f 是四函数，那么函数 9 是凹函数。

3.2.3 逐点最大和逐点上确界

如果函数!I和 h 均为凸函数，则二者的逐点最大函数 f

f(x) = max{ft(叫 ， h(x)} , 
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其定义域为 domf=dom !I 门 domh，仍然是凸函数。这个性质可以很容易验证:任

取 0 运。运 1 以及 x ， yEdomf， 有

f(Ox + (1- O)y) = max{!I (θx + (1 - O)y) , h(Ox + (1 - 0)ν)} 

运 max{O!I (x) + (1 一 θ)!I (ν) ， Oh(x) + (1 - O)h(y)} 

ζOmax{!I(功 ， h(x)} + (1 一 θ)max{f1 (Y) ， h(ν)}

=Of(x) + (1- O)f(ν) ， 

从而说明了函数 f 的凸性。同样很容易证明，如果函数且，… ， fm 为凸函数，则它们的

逐点最大函数

f(x) = m缸{!I (x) ，... , fm(x)} 

仍然是凸函数。

例 3.5 分片线性函数。函数

f(x) = max{af x + 的， . . . , aIx + bL} 

定义了一个分片线性(实际上是仿射)函数(具有 L 个或者更少的子区域〉。因为它是一系

列仿射函数的逐点最大函数，所以它是凸函数。

反之亦成立:任意具有 L个或者更少子区域的分片线性凸函数都可以表述成上述形式。(见

习题 3.29. ) 

例3.6 最大 T 个分量之和。对于任意 z e Rn，用 X[iJ 表示尘中第 4 大的分量，即将 z

的分量按照非升序进行排列得到下式

Zlll;法 zl2l;法…~ X [nJ. 

则对 z 的最大 T 个分量进行求和所得到的函数

f(x) = 艺啊，
i =l 

是凸函数。事实上，此函数可以表述为
俨

f(x) = 艺X[iJ = m阻{Xil + . . . + Xi俨 11 创 < iz < . . . < i r ~ n} , 
‘ =1 

即从 z 的分量中选取 T 个不同分量进行求和的所有可能组合的最大值。因为函数 f 是

n!/(r!(n - r)!) 个线性函数的逐点最大，所以是凸函数。

作为一个扩展，可以证明当叫注 W2 注…~ Wr 法 0 时，函数艺 ωiX[iJ 是凸函数。(见习

题 3.19. ) 
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逐点最大的性质可以扩展至无限个凸函数的逐点上确界。如果对于任意 Y E A.， 函

数 j(x， y) 关于 2 都是凸的，则函数 g

g(x) = s叩 j(x， y)
uεA 

关于 2 亦是凸的。此时，函数 g 的定义域为

domg = {x I (x， y) ε domj Vy E A., supj(x , y) < ∞}. 
yEA 

类似地，一系列凹函数的逐点下确界仍然是四函数。

(3.7) 

从上境图的角度理解， 一系列函数的逐点上确界函数对应着这些函数上境图的交

集:对于函数 j， 9 以及式 (3.7) 定义的 A.， 我们有

epig = n epi j(. , y) 
y EA 

因此，函数 g 的凸性可由一系列凸集的交集仍然是凸集得到。

例 3.7 集合的支撑函戴。令集合 CC R"，且 C 并 ø，定义集合 C 的支撑函数 Sc 为

Sc(x) = sup{xT Y IνE C} , 

(自然地，函数 Sc 的定义域为 domSc = {x I SUPyEC xTy < ∞})。

对于任意 νεC ， xTy 是尘的线性函数，所以 Sc 是~系列线性函数的逐点上确界函数，因

此是凸函数。

例 3.8

数〉 为

到集合中最远点的距离。令集合 CCR饨，定义点工与集合中最远点的距离 (范

f(x) = sup II x - yll , 
古巴C

此函数是凸函数。为了说明这一点，我们注意到，对于任意 ν，函数 IIx - y ll 关于 2 是凸函

数。因为函数 f 是一族凸函数(对应不同的 Y E C) 的逐点上确界，所以其是凸函数。

锣~ 3.9 以极为变量的最小二乘费用函数。令 α1) . . . ， 向 ε Rm，在加权最小二乘问题中，
，、

我们对所有的劣 ζRm 极小化目标函数艺问(aTx - bi)2. 我们称叫为权，并允许负的

Wi (则目标函数有可能无下界)。

我们定义 (最优〉加权最小二乘费用函数为

g(ω) = i~f2二灿(仙一 bz)2 ，
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其定义域为

叫={ω|i唁叫(川b∞)
因为函数 g 是一族关于 ω 的结性函数的下确界(对应于不同的 x E Rm)，它是 ω 的凹

函数。

至少在部分定义域上，我们可以得到函数 g 的一个显式表达式。令 W = diag(ω) 是一对

角阵，其对角线元素为 ω1，… ， Wn ， 令 AεRMm，其行向量为吁，我们有

g(ω) = iIl f(Ax - b)TW(Ax - b) = inf(xT ATW Ax - 2bTW Ax + bTWb). 
x 

从上式我们可以看出，若 ATWA 涯。，括号里的二次函数关于 z 无下界，故 g(ω) =-∞， 

即 w ~ domg. 当 ATWA>- 0 时(即定义了一个严格的线性矩阵不等式)，通过解析求解

二次函数的极小值，我们可以得到函数 g 的一个简单的表达式

g(ω) =bTWb - bTWA(ATWA)-1 ATWb 

αi. 

-1 

T
句α

 叫
n

艺
抖

=艺ωtb? 一 2:db?α了

从上述表达式并不能立即得到函数 g 的四性(不过可以从矩阵分式函数的凸性来推导函数

g 的凹性;见例 3.4)。

例 3.10 对称矩阵的最大特征值。定义函数 f(X) = λmax(X)，其定义域为 domf = sm , 

它是凸函数。为了说明这一点，我们将 f 表述为

f(X) = s叩{yTXy I lIyll2 = 1}, 

即针对不同的 Y E Rm.关于 X 的一族统性函数(即 νTXy) 的逐点上确界。

例 3.11 矩阵范数。考虑函数 f(X) = IIX112' 其定义域为 domf = Rpxq ， 其中 11 . 112 表

示谱范数或者最大奇异值。函数 f 可以表述为

f(X) = SUp{UT Xv 11 1叫12 = 1, IIvl12 = 1}, 

由于它是 X 的一族线性函数的逐点上确界，所以是凸函数。

作为一个推广，假设 11 . Ila 和 11 . IIb 分别是 RP 和 Rq 上的范数，定义矩阵 X E R"xq 的诱

导范数为
IIX vllα 

IIXI问 =sup一一
忡。 11ψ11 b • 
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(当两个范数都取 Euclìd 范数时，上述定义范数即为谱范数。〕诱导范数可以写成

IIXIIα.b=sup{IIXvllα1 11νIIb = 1} 

=sup{uTXv I lIulla* = 1, Ilvllb = l} , 

其中 11 . 11α* 是 11 . 11α 的对偶范数，在此我们利用了

IIzlla = sup{ uT z 111叫|制 = 1} 

因此 11 X lI a.b 可以表示成 X 的一系列线性函数的上确界，它是凸函数。

表示成一族仿射函数的远点上确界

上述例子描述了一个建立函数凸性的好方法:将其表示为一族仿射函数的逐点上确

界。除了一个技术条件，反过来也是成立的:几乎所有的凸函数都可以表示成一族仿射

函数的逐点上确界。例如，如果函数 f: Rπ → R 是凸函数，其定义域为 domf = R n , 

我们有

f(x) = sup{g(x) Ig 仿射， g(z) ~ f(z) 'r/z}. 

换言之，函数 f 是它所有的仿射全局下估计的逐点上确界。下面我们将证明这个结论，

当 domf 并 Rn 的情况留作习题 (见习题 3.28) 。

设函数 f 是凸函数，定义域为 domf = Rn ， 显然下面的不等式成立

f(x) 注 sup{g(x) Ig 仿射， g(z) ζ f(z) 'r/z} , 

因为函数g 是函数 f 的任意仿射下估计，我们有 g(x) 运 f(x)。为了建立等式，我们说

明，对于任意 zeRn，存在仿射函数 g 是函数 f 的全局下估计，并且满足以x) = f(x) 。

毫无疑问，函数 f 的上境图是凸集，因此我们在点怡， f(x)) 处可以找到此凸集的

支撑超平面，即存在 αεR饵 ， b εR 且 (α， b) 手 0，使得对任意 (z， t) εepif，有

T 
α 

b 

nu 
/
、4

ι
 

z-
一
八
j

z
ι

卜
、

IJ 

即对任意 zε domf = Rn 以及所有 s 注 o ((z , t)εepif 等价于存在 s ø 0 使得
t = f(z) + s) ， 下式成立

aT(x - z) + b(f (x) - f(z) - s) ~ O. (3.8) 

为了保证不等式 (3.8) 对所有的 s 注。均成立，必须有 b 注 0。如果 b = 0，对所有

的 zε Rn ， 不等式 (3.8) 可以简化为 aT(x - z) ζ0，这意味着 α= 0，于是和假设

(α， b) 并 0 矛盾。因此 b> 0 ， 即支撑超平面不是竖直的。
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我们知道 b> 0 ， 因此，对任意 z ， 令 s = 0，式 (3.8) 可以重新表述为

g(z) = f(x) + (αJbf(x - z) ~ f(z) 

由此说明函数 g 是函数 f 的一个仿射下估计，并且满足以x) = f(叫。

3.2.4 复合

本节给定函数 h: Rk → R 以及 g: Rn → Rk ， 定义复合函数 f=hog:R怕→ R

为

f(x) = h(g(x)), domf = {x E domg I g(x) ε domh}. 

我们考虑当函数 f 保凸或者保凹时，函数 h 和 g 必须满足的条件。

标量复合

首先考虑 k=l 的情况，即 h: R • R , 9 : Rn → R。仅考虑 n=l 的情况(事实

上，将函数限定在与其定义域相交的任意直线上得到的函数决定了原函数的凸性)。

为了找出复合规律，首先假设函数 h 和 g 是二次可微的，且 domg = domh = R。

在上述假设下，函数 f 是凸的等价于 f" ~0(即对所有的 2 巳 R， f" (x) ~ 0) 。

复合函数 f = hog 的二阶导数为

f" (x) = h"(g(x))g'(x)2 + h'(g(x))g气x). (3.9) 

假设函数 g 是凸函数 (g" 注 0) ，函数 h 是凸函数且非减(即 hrr;法 O 且 hF;法 0) ，从

式 (3.9) 可以得出f"注 0，即函数 f 是凸函数。类似地，由式 (3.9) 可以得出如下结论

如果 h 是凸函数且非减， g 是凸函数，则 f 是凸函数，

如果 h 是凸函数且非增， g 是四函数，则 f 是凸函数，

如果 h 是凹函数且非减， g 是四函数，则 f 是凹函数，

如果 h 是凹函数且非增， g 是凸函数，则 f 是凹函数。

(3.10) 

上述结论在函数 g 和 h 二次可微且定义域均为 R 时成立。事实上，对于更一般的情

况，如 η> 1，不再假设函数 h 和 g 可微或者 domg = R n , domh = R， 一些相似的

复合规则仍然成立

如果 h 是凸函数且 A 非减， g 是凸函数，则 f 是凸函数，

如果 h 是凸函数且 h 非增 ， g 是凹函数，则 f 是凸函数，

如果 h 是凹函数且 h 非减， g 是凹函数，则 f 是凹函数，

如果 h 是凹函数旦 h 非增 ， g 是凸函数，则 f 是凹函数。

、
、I
J

咱
E
A

唱
'
A

qd ，
，
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‘
、

其中 ， h 表示函数 h 的扩展值延伸，若点不在 domh 内，对其赋值∞(若 h 是凸函数〉

或者一∞(若 h 是凹函数。〉这些结论和式 (3.10) 中的结论的唯一不同是我们要求扩展

值延伸 A 在整个 R 上非增或者非减。
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为了更好地理解式 (3.11) 中的结论，假设 h 是凸函数，所以 A 在定义域 domh 外

取值为∞。 A 非减意味着对于任意 x， νεR， x < y， 我们有品(x) ζA(ν)。特别地，若

uεdomh，则 zεdomh。换言之，我们可以认为 h 的定义域在负方向上无限延伸;

它或者是 R 或者是形如(一∞， α) 或(一∞冽的区间。类似地，若 h 是凸函数且 A 非

增，我们可以理解为 h 是非增的且 domh 在正方向上趋于无穷。图3.7 描述了不同的

扩展值延伸的情况。

l 1 
epif cpif 

。
。 z 

1 0 。 z 1 

图3.7 左。函数 x2 ， 其定义域为 R+，在其定义域内是凸且非减的，但是其扩展值延伸不是非

减的。右。函数 max怡， 0户，其定义域为 R，函数是凸函数，且其扩展值延伸是非减的.

例3.12 通过一些简单例子，我们可以更好地理解复合定理中函数 h 需要满足的条件。

·函数 h(x) = logx，定义域为 domh = R++ ，其为凹函数且 h 非减。

·函数 h(x) = Xl/2，定义域为 domh = R+，其为四函数且 h 非减。

·函数 h(x) = X3/2 ， 定义域为 domh = R+，其为凸函数，但是不满足 A 非藏的条件。

例如 ， h(-l) = ∞但 h(l) = 1 。

·当 XøO 时 ， h(x) = X3/2 • 当 x<O 时 h(x) = 0，定义域为 domh = R , h 是凸函数

且满足 A 非减的条件。

即使不假设可微并运用表达式 (3.9)，也可以直接证明复合函数结论式 (3.11)。作

为一个例子，我们证明如下结论:如果 g 是凸函数 ， h 是凸函数且 A 非减，则 f = hog 

是凸函数。假设尘， νεdom f , 0 ~ 8 ~ 1。由于尘， Y E domf ， 我们有 x， y ε domg 

且 g(叫 ， g(ν) E domh。因为 domg 是凸集，有 ()x + (1 - ())νε domg ， 由函数 g 的

凸性可得

g(Bx+(l-B)ν)ζ Bg(x) + (1 - O)g(y). (3.12) 

由 g(吟 ， g(y) εdomh 可得 Og(x) + (1 - O)g(ν)εdomh，即式 (3.12) 的右端在 domh

内。根据假设品是非减的，可以理解为其定义域在负方向上无限延伸。由式 (3.12) 的

右端在 domh 内，我们知道其左侧仍在定义域内，即 g(Ox + (1 - 8)y) ε domh ， 因此

domf 是凸集。

• 
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根据前提条件， h 非减，利用不等式 (3.12)，我们有

h(g(Ox + (1 - O)y)) ~ h(Og(x) + (1 - O)g(y)). (3.13) 

由函数 h 的凸性可得

h(Og(x) + (1 - O)g(y)) ζ Oh(g(x)) + (1 - O)h(g(ν)). (3.14) 

综合式 (3.13) 和式 (3.14) 可得

h(g(θx + (1 - O)y)) ζ Oh(g(x)) + (1 - O)h(g(ν)) 

复合定理得证。

例 3.13 简单的复合结论。

·如果 g 是凸函数则 expg(x) 是凸函数。

·如果 g 是凹函数旦大于零，则 logg(x) ;是凹函数。

.如果 g 是凹函数且大于零，则 1Jg(x) 是凸函数。

·如果 g 是凸函数且不小于零， ρ 注1.则 g(x)P 是凸酌数。

·如果 g 是凸函数，则一 log(-g(x)) 在 {xlg(x)<O} 上是凸函数。

注释 3.3 扩展值延伸品的单调性要求必须满足，注意到是品，而不仅仅是 h. 例如，考虑

g(x) = 泸， domg • R , h(x) = 0, dom h = [1 ， 2J 复合的情形。此时 9 是凸函数， h 是凸

函数且非减，但是函数 f = hog

f(x) = 0, domf = [-V2，一 1J U [1, V2J, 

不是凸函数，因为其定义域非凸。当然，此时函数 h 不是非减的。

矢量复合

下面考虑 k;:::l 的情况，此时更复杂一些。设

f(x) = h(g(x)) = h(gl(X),... ,gk(X)) , 

其中 h : R k • R , gi: Rn → R。和上一节一样，不失一般性，我们假设 n = 1 。

和 k = 1 的情形类似，为了得到复合规则，我们假设函数二次可微，且 domg = 
R , domh = Rk。此时，我们对函数 f 进行二次微分可得

f气x) = g'但f\72h(g(x))g'(x) + \7h(g(x)f g"(x) , (3.15) 

上式可以看成式 (3.9) 对应的向量形式。同样我们需要判断在什么条件下对所有 2 有

f(X)" 注 o (或者对所有 z 有 f(X)" ζ0，此时 f 是凹函数〉。利用式 (3.15)，我们可以

得到很多规则，例如:
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如果 h 是凸函数且在每维分量上 h 非减， 9i 是凸函数，则 f 是凸函数;

如果 h 是凸函数且在每维分量上 h 非增，如是四函数，则 f 是凸函数;

如果 h 是四函数且在每维分量上 h 非减， 9i 是凹函数，则 f 是凹函数。

. 81 . 

和标量的情形类似，对于更一般的情况:饥>1，不假设 h 或 9 可微以及一般的定义域，

类似的复合结论仍然成立。对于一般的结论，不仅 h 需要满足单调性条件，其扩展值延

伸品同样必须满足。

为了更好地理解扩展值延伸 h 必须满足单调性条件的含义，我们考虑凸函数

h: Rk → R，且 A 非减，即对任意也主 v， 有 h(u) 运 h(v)。这说明了如果 uε domh，

则 uε domh: h 的定义域在方向 -Ri 上必须无限延伸。这个条件可以紧凑地描述为

domh - R~ = domho 

ø~ 3.14 矢量复合的例子。

·令 h(z) = Z[lJ + … +z例，即对 zεRk 的前 T 大分量进行求和。则 h 是凸函数且在

每一维分量上非减。假设仇，… ， 9k 是 Rn 上的凸函数，则复合函数 f = h 0 9. 即最

大 T 个 9i 函数的逐点和，是凸函数。

·函数 h(←叫主斗是凸函数且在每一维分量上非减，因此只要 gi :.ll:凸函

数，叫主阱)就是凸函数。
I k \ l/p 

·对 O<p 运1.定义在 Ri 上的函数 h(z) = ( I: zf) 是凹的，且其扩展值延伸(当
、i=1 / I k \ l/p 

z 涯。时为-∞)在每维分量上非减，则若 9i 是凹函数且非负 ， f(x) = 1 I: 9i(X)P I 

是凹函数。
/ k \ l/p 

·设 p 注1. g1， …，如是凸函数且非负。则函数 1 I: 9雹(X)P I 是凸函数。

为了说明这一点，考虑函数 h: R k • R 

h(z) = (主叩川)'"
其中 domh= Rk • 因此 h= 儿由函数 h 是凸函数且非减可知 h(g(x)) 关于尘是凸

I k \ l/p I k \ l/p 

函数.对 z 泣。，我们有 h(z) = 1 I: zfl .所以 1 2二 9i(X)P I 是凸函数。

.几何平刊均函数如们灿h叫岭(υz叫立岳L剖勾斗i)阶定义域为 R~ι，它是凹函数，ι且其扩展值延伸在每
维分量上非减矶盯。ι因此若 gι1， " . ) 9如k 是非负凹函数 它们的儿何平均(立卦剖仇斗r/ν飞/
非负凹函数@
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3.2.5 最小化

我们己经得到，任意个凸函数的逐点最大或者上确界仍然是凸函数。事实上，一些

特殊形式的最小化同样可以得到凸函数。如果函数 f 关于忡，ν) 是凸函数，集合 C 是

非空凸集，定义函数

g(X) = i~fJ(x， y) , (3.16) 
ycv 

若存在某个 z 使得到X) > 一∞ (该条件隐含着对所有 X ， g(x) > -∞) ，则函数 9 关于

a 是凸函数。函数 9 的定义域是 domf 在 z 方向上的投影，即

domg = {x I 对某个 uεC成立 (x ， y) E dom f}. 

任取町， X2 ε domg ， 我们利用 Jensen 不等式来证明上述结论。令 ε> 0，则存在

的，的巳 C，使 f(町， ω) ~ g(Xi) + E (i = 1, 2)。设 θε[O， lJ，我们有

g(eXl + (1 - e)X2) = inf. f(exl + (1 - 0)巧， ν)
yξC 

运 f(OXl + (1 - O)X2 ， 。如+ (1 - 0)的)

ζ 8f(Xl ， Yl) + (1 - 8)f(句， Y2) 

~ eg(Xl) + (1 一 θ)g(X2) + ι 

因为上式对任意 ε>0 均成立，所以下式成立

g(8Xl + (1 - e)X2) ~ 8g(x l) + (1 - 8)g(X2). 

此结论亦可通过上境图来说明。对式 (3.16) 中定义的 f ， 9 和 C，设对每个 X， 在

集合 Y E C 上求下确界均可达到，则有

epig = {忡， t) I 对某个 νεC 成立 (X， Y, t)εepi f}. 

由于 epig 是凸集在其中一些分量上的投影，所以它仍然是凸集。

例 3.15 Schur 补。设二次函数

j(x,y) = xT Ax + 2xTBν+νTCy， 

〈其中 A 和 C 是对称矩阵〉 关于(尘，的是凸函数，即

我们可以将 g(x) = infyj(尘， ν) 表述为

g(x) = xT(A - BCtBT)x, 
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其中 ct 是矩阵 C 的伪逆〔见 ~A.5.4) 0 根据极小化的性质， 9 是凸函数，因此 A-BCtBT

>-0。

如果矩阵 C 可逆，即 C>- 0 ， 贝。矩阵 A- BC-1BT 称为 C 在矩阵

[;T ~] B T C 

中的 Schur 补(见 SA.5.的。

例 3.16 i日j某一集合的距离。采用范数 11 . 11 ，某点 g 到集会 S 豆 Rn 的距离定义为

dist(x , S) = in(' lI x - yll . 
yt;:, 

函数 IIx - yll 关于(尘，ν) 是凸的，所以若集合 S 是凸集，距离函数 dist(x， S) 是 z 的凸

函数。

侈~3.17 设 h 是凸函数。则函数g

g(x) = inf{h(y) 1 Ay = x} 

是凸函数。为了说明这一点，定义函数 f

如果Ay=x

其他情况，

此函数关于 (x， y) 是凸的。以 u 为自变量，极小化函数 f 即可得到函数 g. 因此函数 g 是

凸函数。〈直接证明 g 是凸函数亦不复杂。 )

3.2.6 透视函数

给定函数 j: Rn → R，则 f 的透视函数 g: Rn+1 → R 定义为

g(尘， t) = tj(xjt) , 

其定义域为

domg = {(笃， t) I x jt εdomj， t > O}. 

透视运算是保凸运算:如果函数 f 是凸函数，则其透视函数 g 也是凸函数。类似地，若

f 是凹函数，则 9 亦是凹函数。
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可以从多个角度来证明此结论，例如，我们可以直接验证定义凸性的不等式(见

习题 3.33)。这里应用上境图和32 .3.3 所描述的 Rn+l 上的透视映射给出一个简短的证

明(同时也可以说明"透视"一词的由来〉。当 t>û 时，我们有

(尘， t , s) εepig 仨=争 tf(xjt) ~ s 

仨=争 f(xjt) ~ sjt 

仨=争 (xjt ， sjt) εepi f. 

因此， epig 是透视映射下 epif 的原像，此透视映射将(包， V， ω) 映射为(包， ω)jυ。根

据 32.3 .3 中的结论• epig 是凸集，所以函数 g 是凸函数。

例 3.18 Euclid 范数的平方。 Rn 上的凸函数 f(x) = xTx 的透视函数由下式给出
,..,.T _. 

帅， t) =巾/t)勺/肚子，

当 t>O 时它关于 (x， t) 是凸函数。

我们可以利用其他方法导出 g 的凸性。首先，将 9 表示为一系列二次，线性分式函数 x;!t

的和。在 93. 1.5 中，我们已经知道，每一项咛/t 是凸函数，因此和亦为凸函数。另一方面，

我们可以将 g 表述为一种特殊的矩阵分式函数 XT (tI) -lX. 由此导出凸性(见例 3.4 ) 。

例 3.19 负对数。考虑 R++ 上的凸函数 f(x) = -logx. 其透视函数为

g(笃， t) = - tlog(xjt) = tlog(t/x) = tlogt - tlogx, 

在 RL 上它是凸函数。函数 g 称为关于 t 和 z 的相对情。当 x=l 时 ， g 即为负娟函数。

基于函数 g 的凸性，我们可以得出一些有趣的相关函数的凸性或凹性。首先，定义两个向

量也， v εR~+ 的相对情

L问 log(udvi) ，
雹=1

由于它是一系列问，叭的相对娟的和，因此关于仙， v) ;是凸函数。

另一个密切相关的函数是向量 U， V ξR~-t之间的 Kullback-Leibler 散度，其形式为

Dkl(U厅) = 艺 (Ui log(udv..) - u什均) , (3.17) 
i = 1 

因为它是仰， v) 的相对娟和线性函数的和，所以它也是凸函数。 Kullback-Leibler 散度总

是满足 Dkl仙， v) ~ O. 当且仅当 u=v 时• Dkl(U， υ) = O. 因此 Kullback-Leibler 散度可

以用来衡量两个正向量之间的偏差:见习题 3.130 (注意到当 u 和 u 都是概率向量，即

l T u = l T V = 1 时，相对娟和 Kullback-Lcibler 散度是等价的。〉
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如果在相对情函数中选择 Vi = 1Tu， 我们可以得到定义在 uε R~+ 上的凹函数 (也是齐

次函数〉

三二 Ui log(l T u/问) = (lTu)艺 Zi log(l / Zi) , 
i=1 也=1

其中 Z = u/(lTu) 。 此函数称为归一化摘函数。向量 Z = u/1Tu 的分量和为 1.称为归一

化向量或者概率分布 ; U 的归一化烟是 11
、

u 和归一化概率分布 z 的娟的乘积。

1JIJ 3.20 设 f: Rm → R 是凸函数， A E R ffixn , b ε Rm ， c ε Rn ， d ε R。定义

g(x) = (cT 
X + d)f ((Ax + b)/ (cT x + d)) , 

其定义域为

dom g = {x I cT X + d > 0, (Ax + b)/(cT x + d) ε dom f}. 

则 g 是凸函数。

3.3 共较函数

本节介绍一个运算，它将在后续章节发挥重要的作用。

3.3.1 定义及例子

设函数 f: Rn → R，定义函数户: Rn → R 为

!*(y)= sup (yTx - f(x)) , 
xEdom f 

(3.18) 

此函数称为函数 f 的共辄函数。使上述上确界有限，即差值 yTx - f(x) 在 domf 有

上界的所有 ν ε Rn 构成了共辄函数的定义域。图3.8描述了此定义。

f (x) 

, , 

, , 

z , I , 
" , , I , 

, '1 (O ,- F(y) ) 
, 

图3.8 函数 f: R→ R 以及某- y E R. 共辄函数户(y) 是线性函数"和 f(x) 之间的最大

差值，见图中虚线所示。如果 f 可徽，在满足 f'(x) = y 的点 z 处差值最大。

• 
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显而易见，户是凸函数，这是因为它是一系列 u 的凸函数〈实质上是仿射函

数) 的逐点上确界。无论 f 是否是凸函数，户都是凸函数。(注意到这里当 f 是凸函

数时，下标 zε domf 可以去掉，这是因为根据之前关于扩展值延伸的定义，对于

工f/. dom f , yT X - f (x) = 一∞。)

我们从一些简单的例子开始描述共辄函数的一些规律。在此基础上我们可以写出

很多常见凸函数的共辄函数的解析形式。

例 3.21 考虑 R 上一些凸函数的共辄函数。

·仿射函数。 f(x) = ω +b。作为 2 的函数，当且仅当 ν = α，即为常数时， yx- ax - b 

有界。因此，共辄函数户的定义域为单点集 {α}，且尸(α) = -b。

·负对数函数。 f(x) = - log x. 定义域为 domf = R++。当 y~O 时，函数 xy+logx

无上界，当 ν<0 时，在 x = 一1/ν 处函数达到最大值。因此，定义域为 domf* = 

{νI y < O} = -R++，共辄函数为户(ν) = - log(一的 一 1 Cy < 0 ) 。

·指数函数。 f(x) = eX。当 ν <0 时，函数 xy-eX 无界。当 y>O 时，函数 xy- eX 在

x = logy 处达到最大值。因此，户(ν) = ylogy - y。当 y=O 时，产(y) = sUPx -e:C = 

0。综合起来， dom f* = R+，尸(ν) = ylogy - y (我们规定 OlogO = 0) 。

·负摘函数。 f(x) = x log x， 定义域为 domf = R+ (同上面讨论， f(O) = 0)。对所有

y ， 函数 xy-xlogx 关于 z 在 R+ 上有上界，因此 dom f* = R。在 x = ey-1 处，函

数达到最大值。因此户(ν) = eY斗 。

·皮函数。 f(x) = 1/笃 ， x ε~+。当 y>O 时 • yx 一 1/x 无上界。当 y=O 时，函数有

上确界 0; 当 y<O 时，在 x = (_y)-1/2 处达到上确界。因此，户(ν) = -2(一的1/2

且 dom f* = -R+o 

例 3.22 严格凸的二次函数。考虑函数 f(x) = !xTQ尘， Q εs~+。对所有的 y. x 的函数
yTx _ ~xTQx 都有上界并在 x = Q-ly 处达到上确界，因此

广(U) = i俨Q-ly

例 3.23 对数，行列式。我们考虑 s~+ 上定义的函数 f(X) = logdetX斗。其共辄函数定
义为

r(Y) = sup (tr(YX) + logdetX) , 
X>-。

其中 ， tr(YX) 是 sn 上的标准内积。首先我们说明只有当 Y -< 0 时， tr(Y X) + log det X 

才有上界。如果 Y 疚。，则 Y 有特征向量 v ， 11υ11 2 = 1 且对应的特征值 λ 法 0。令

X = 1 + tvvT ， 我们有
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tr(Y X) + logdctX = trY + tλ + logdet(1 + tVVT ) = tr Y + tλ+ log(l + t) , 

当 t →∞时，上式无界。

接下来考虑 Y -< 0 的情形。为了求最大值，令对 X 的偏导为霉，则

V x (tr(Y X) + logdetX) = Y + X-1 = 0 

(见 ~A.4.1) ，得 X =-y-1 CX 是正定的)。因此

j* (Y) = logdet(-y)-l - n , 

其定义域为 dom f* = -S~+ 。
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例3.24 示性函数。设 18 是某个集合 s C R n (不一定是凸集〉的示性函数，即当 z 在

dom1s = S 内时， 1s(x) = 0。示性函数的共辄函数为

1$(ν) = supyT X, 
xES 

它是集合 S 的支撑函数。

例 3.25 指数和的对数函戴。为了得到指数和的对数函数 f(x) = log(艺 e川的共辄函

数，首先考察 u 取何值时 νTX - f(x) 的最大值可以得到。对 z 求导，令其为零，我们得到

如下条件
。x‘

Yi = 丁二一， i = 1, . . . , n. 
I: eXj 

j = 1 

当且仅当 y >- 0 以及 lTν = 1 时上述方程有解。将 yi 的表达式代入 yTx-f(x) 可得
n 

!*(ν) = 汇 Yi log Yi o 根据前面的约定， OlogO 等于 0，因此只要满足 ν 兰 0 以及 lTν = 1，

即使当 u 的某些分量为零时，户的表达式仍然正确。

事实上户的定义域即为 lTy = L Y 泣。。为了说明这一点，假设 ν 的某个分量是负的，比

如说 Yk < 0，令 Xk = - t , Xi = 0, i 笋 k ， 令 t 趋向于无穷， yTx - f(x) 无上界。

如果 ν 泣。但是 fν 笋1，令 x= 口，可得

yTx - f(x) = t1Ty - t 一 logn.

若 lTy> 1，当 t →∞时上述表达式无界;当 lTy < 1 时，若 t →一∞时其无界。

总之，

尸(ν)=

n 
艺 Yi !OgYi 如果U 兰 0且lTy = 1 

∞ 其他情况

换言之，指数和的对数函数的共辄函数是概率单纯形内的负蛐函数。
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ø~ 3.26 范数。令 11 . 11 表示 Rn 上的范数，其对偶范数为 11 . 11μ 我们说明 f(x) = II xll 的

共辄函数为

I 0 Ily ll . 电 l
1* (ν) = < 

l ∞ 其他情况，

即范数的共辄函数是对偶范数单位球的示性函数。

如果 lIy ll . > L 根据对偶范数的定义，存在 z E R n
• Ilz lI ζ1 使得 yTZ > 1。取 x = tz. 令

t →∞可得

νTX 一 II xll = t(yT z 一 11 zlD → ∞， 

即户(y) = ∞，没有上界。反之，若 Ily ll.ζL 对任意 x. 有 yTx ζ IIxllllyll* .即对任意

尘• yTx 一 Ilxllζ0。因此，在 x = o 处 • yTx 一 11叫| 达到最大值 0。

例 3.27 范数的平方。考虑函数 f(x) = (1/2)llxI1 2，其中 11 . 11 是范数，对偶范数为 11.11.0

我们说明此函数的共辄函数为尸(ν) = (1/2) 11 ν11;. 由 νTX ~ lI yll.llx ll 可知，对任意 z 下式

成立

yTx 一 (1/2) lI xI12ζ 11ν 1I. lI xll - (1/2)llxIl
2. 

上式右端是 IIx ll 的二次函数，其最大值为 (1/2) I ly ll ;。因此对任意 x. 我们有

νTX 一 (1/2)11叫 12 ~ (1/2) 11的|乙

flP 1* (ν) 运 (1/2) 11ν11 ; 。

为了说明户(y) 注 (1/2)11ν11;，任取满足 yTX = lIyll * IIx 1 1 的向量笃，对其进行伸缩使得

1 1叫 1 = lI yllρ 对于此 z 有

νTX 一 (1/2) lIx Il 2 = (1/2)11ν11: ， 

因此户(y) 注 (1/2) 11ν11 ;. 

侈~3.28 总收入和收益函数。考虑某个公司或者企业， 利用 π 项资漏生产某产品出售。令

r = (rl ' … ， rn) 表示每种资源的消耗量• S(r) 表示利用这些资源生产产品所获得的销售总

收入 (资源消耗量的函数〉。 令 Pi 表示第 4 种资糠的价格 (单位价格)，因此企业为这些资

源所需支付的总额为 pTro 利用这些资源生产产品企业获利为 S(r) - p斗。 固定资源的价

格，我们需要决定每种资源的消耗量以达到最大收益。最大收益可以表述为

M(p) = sup (S(r) - pT r) 

函数 M(p) 是可以得到的最大收益，它是资源价格的函数。利用共辄函数.M 可以进一步

写成

M (P) = (-S)*( - p). 

因此，最大收益〈资源价格的函数)和销售总收入(资源消耗量的函数〉的共辄密切相关。
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3.3.2 基本性质

Fenchel 不等式

从共辄函数的定义我们可以得到，对任意 z 和 ν，如下不等式成立

f(x) + j* (y) ~ XI弘

上述不等式即为 Fenchel 不等式〈当 f 可微的时候亦称为 Young 不等式)。

以函数 f(x) = (1/2)xTQx 为例，其中 QεS丰+'我们可以得到如下不等式

xT Y ~ (1/2)xT Qx + (1/2)yT Q-ly. 

共辄的共辄

上面的例子以及"共辄"的名称都隐含了凸函数的共辄函数的共辄函数是原函数。

也即:如果函数 f 是凸函数旦 f 是闭的(即 epif 是闭集，见 ~A.3.3) ，则1** = f 。

例如，若 domf = Rn，则我们有 f忡 = f ， 即 f 的共辄函数的共辄函数还是 f<见习

题 3.39) 。

可微函数

可微函数 f 的共辄函数亦称为函数 f 的Legendre 变换。〈为了区分一般情况和可

微情况下所定义的共辄， 一般函数的共辄有时称为 Fenchel 共辄。)

设函数 f 是凸函数且可微，其定义域为 domf = Rn，使 yTx-f(x) 取最大的 f

满足 y = \J f(x*) ， 反之，若 f 满足 ν = \J f(x汀 ， yT X - f(x) 在 f 处取最大值。因此，

如果 ν = \J f(x*) ， 我们有

j* (y) = 扩T\Jf(扩) - f(♂). 

所以，给定任意 y ， 我们可以求解梯度方程 y = \Jf(z) ， 从而得到 ν 处的共辄函数

j*(y) 。

我们亦可以换一个角度理解。任选 z E Rn ， 令 y = \Jf(功，则

1*(ν) = ZT\J f(z) - f(z) 

伸缩变换和复合仿射变换

若 α>0 以及 bER， g(x) = αf(x) + b 的共辄函数为扩(ν) = α尸(ν/α)-b。

设 Aε Rnxn 非奇异 ， b E RTt，则函数 g(x) = f(Ax + b) 的共辄函数为

扩(ν) = 1* (A- T y) - bT A-T y , 

其定义域为 dom俨 = ATdom户。
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独立函数的和

如果函数 f仙， υ) = ft(u) +!2(吟，其中 h 和 h 是凸函数，且共辄函数分别为 fi

和 f2 ， 则

!*(ω， z) = fi(ω) + f;(z). 

换言之，独立凸函数的和的共辄函数是各个凸函数的共辄函数的和。("独立"的含义是

各个函数具有不同的变量。)

3.4 拟凸函数

3.4.1 定义及例子

函数 f: Rn → R 称为拟凸函数 (或者单峰函数)，如果其定义域及所有下水平集

50 = {3; ε domf I f(x) ζα} ， 

αεR，都是凸集。函数 f 是拟四函数，如果 一f 是拟凸函数，即每个上水平集

{x I f(x) ~α} 是凸集。若某函数既是拟凸函数又是拟凹函数，其为拟线性函数。函数

是拟线性函数，如果其定义域和所有的水平集 {xlf(x)= α} 都是凸集。

对于定义在 R 上的函数，拟凸性要求每个下水平集是一个区间 〈有可能包括无限

区间)0 R 上的一个拟凸函数如图3.9 所示。

β------------ -- - …---…J _ _ 

α- - - - - - - - - ......_ - -…- -….._.A._____ 

α b c 

图3.9 R 上的一个拟凸函数。对于任意 α， α-下水平集 So 是凸集，即某区间。下水平集 So 是

区间 [α ， b]。下水平集句是区间(一∞， cJ。

凸函数具有凸的下水平集，所以也是拟凸函数。但是拟凸函数不一定是凸函数，

图3.9所示的简单例子即说明了这一点。

例 3.29 R 上的一些例子:

·对数函数。定义在 R++ 上的函数 logx 是拟凸函数(也是拟凹函数，因此是拟线性函

数)。
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·上取整函数。函数 ceil(x) = inf{zεZ I z 注 x} 是拟凸函数(亦为拟凹函数〉。

从上述例子可以看出，拟凸函数可能是四函数，甚至有可能是不连续的。下面给出

Rn 上的一些例子。

例 3.30 向量的长度。定义 z ε Rn 的长度为非零分量的下标的最大值，即

f(x) = max{i I Xi 并 O}.

(定义零向量的长度为霉。〉由于此函数的下水平集是子空间

f(x) ζα 仨=争 Xi = 0 'r/ i = LαJ + 1，…，η. 

所以它在 Rn 上是拟凸函数。

例 3.31 考虑函数 f: R2 → R，其定义域为 domf = R飞 ， f(町，向) = XIX2。此函数既

非凸函数，亦非凹函数，因为其 Hessian 矩阵

~ ... 1011 
的(← I ~ ~ 

是不定的:它的两个特征值一个大于零一个小子零。然而，函数 f 是拟凹函数，因为对任

意 α，函数的上水平集

{x εR! I XI X2 ~α} 

都是凸集。(注意到函数 f 在 R2 上不是拟凸函数。〉

例 3.32 线性分式函数。函数

线拟是数函此以所数函四拟是也

b
r

数

十

一
+
函

z
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z
凸

俨
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Z11 ,J 

> JU + Z T 
户UZ
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r
d
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e革
之

' :
啊

叫
水
田
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义
数
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其
性

S臼 = {x I cT X + d > 0, (αT X + b)j(cT X + d) ~α} 

= {x I cT X + d > 0 ， αTx+b 运 α(cTX + d)} , 

它是凸集，因为它是一个开的半平面和闭的半平面的交集。(可以用同样的方法来判断其上

水平集是凸集。〉
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锣.~ 3.33 距离比函数。设 α， b E Rn ， 定义

Ilx - α112 
f(x) = 一一一一Ilx - bll2 ' 

3 凸函数

即，到 α 点的 Euclid 距离和到 b 点的 Euclid 距离之比。函数 f 在半平面 {x Illx 一 α112 运
Ilx 一 bll z} 上是拟凸函数。为了说明这一点，我们考虑 f 的 α-下水平集，由于在半平面

{x I llx 一 α112 ~ IIX - b1l2} 上 f(x) ~ L 选取 α 运 1。下水平集是满足下式的一系列点

IIx 一 α112 运 αIIx - b1l2. 

将上式两端平方，并重新排列各项，我们得到如下表达式

(1 一 α2)XTX - 2(α 一 α2bfx+aTα - α2bTb ζO.

当 α~1 时其为自集〈事实上是一个 Euclid 球)。

何.~ 3.34 内生回报率。令 x=(句，町，… ， xn) 表示 n 个时间段内的现金流序列， Xi > 0 表

明在时间段 4 流入现金衍 ， Xi < 0 表明在时间段 4 流出现金 -Xi。令利率 r ;;:: 0， 定义现金
流的现值为

PV(尘， r) = 汇(1 + r)-'xi 
i=O 

((1 + r)→ 是时间段 t 流入或者流出现金的折扣因子。)

我们考虑 Xo < 0 且 Xo + x} + …十 xn > 0 的现金流。这种情况表明初始投资|叫，总的现
金余额 x} + … +xn 多于最初的投资额〈没有考虑任何折扣因子〉。

对于上述现金流， PV怡， 0) > 0，当 T →∞时 PV(x， r) • Xo < O. 因此至少存在一个
T 法 0，使得 PV(笃， r) = O. 定义现金流的内生回报率为使得现值为零的最小利率 T 法 0，即

lRR(x) = inf{俨;;:: 0 1 PV(尘， r)=O}.

内生回报率是 z 的拟凹函数(当 Xo < 0 且 Xl +… +xn >0 时〉。为了说明这一点，利用
如下事实

IRR(x) ;;:: R 恒夺 PV(x， r) > 0 'v'0 ~ r < R. 

上式的左边定义了 lRR 的 R-上水平集。右端是关于不同的 r (0 ζ r < R) 的一族集合
{x 1 PV(x ,r ) > O} 的交集。对于任意 r ， PV怡， r) > 0 定义了一个开的半平面，所以上式
的右端定义了一个凸集。
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3 .4.2 基本性质

上面的例子说明了拟凸性是凸性的重要扩展。在拟凸条件下，凸函数的很多性质仍

然成立，或者可以找到类似性质。例如，

存在一种变化的 Jensen 不等式来描述拟

凸函数:函数 f 是拟凸函数的充要条件

是， domf 是凸集，且对于任意x， y ε 

domf 及 o "二 e ~ 1，有

f(Ox + (1 - O)y) 运 m缸{f(叫，J(ν)} ，

(3.19) 

即线段中任意一点的函数值不超过其端点

函数值中最大的那个。不等式 (3.19) 有时

称为拟凸函数的 Jensen 不等式，图3.10所

示即为一个拟凸函数的例子。

1- - -号宇J[(纠2. [(y)上长 (y， f(ω) 

(矶 f(圳

圈3.10 R上的一个拟凸函数。尘和U之

间的函数值不超过max{f(功，J(ν)} 。

Øtl3.35 非零向量的基戴。向量 z ε Rn 的基数或者规模定义为其中非零分量的个数，用

card(x) 表示。函数 card 在 R~ 上是拟凹函数 (注意到不是 Rn 上〉。由修正的 Jensen

不等式可以立即得到，对 x， ν>- 0，有

C盯d(x+ ν) 注 min{c盯d(功， c缸d(y)} . 

例 3.36 半正定矩阵的秩。函数 rankX 在 S~ 上是拟凹函数。由修正的.Jensen 不等

式(3.19) 可以得到，对 X， Y E S~ 下式成立

rank(X + Y) ~ mi叫rank X , rank Y} , 

(因为当 z 兰 0 时， rank(diag(x)) = card(叫，此例可以看成是上一个例子的扩展。)

和凸性类似，拟凸性可以由函数 f 在直线上的性质刻画:函数 f 是拟凸的充要条

件是它在和其定义域相交的任意直线上是拟凸函数。特别地，可以通过将一个函数限制

在任意直线上，通过考察所得到的函数在 R 上的拟凸性来验证原函数的拟凸性。

R 上的拟凸函数

对 R 上的拟凸函数，我们给出一个简单的刻画。由于考虑一般的函数较为繁琐，

所以我们考虑连续函数。连续函数 f: R → R 是拟凸的， 当且仅当下述条件至少有一

个成立。
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c 

图3.11 R 上的拟凸函数。函数在

tζc 时非增，在 t 二<:C时非减。

3 .4.3 可微拟凸函数

一阶条件

· 函数 f 是非减的;

· 函数 f 是非增的;

3 凸函数

· 存在一点 cε dom f ， 使得对于 t 运

c (且 tε dom f). f 非增，对于

t 法 c (且 tε domj) , f 非减。

点 c 可以在 f 的全局最小点中任选

一个。图3.11描述了这样的情形。

设函数 f: Rn → R 可微，则函数 f 是拟凸的充要条件是• dom f 是凸集， 且对于

任意 ινε domf 有

的)ζ f(x) ==} \1 f (x f (y - x) ζO. (3.20) 

这是和不等式 (3.2) 相对应的描述拟凸函数的不等式。

当 \1f(x) 并 0 时，条件 (3.20) 的几何意义很简单，即 \1f(x) 在点 z 处定义了水平

集 {νI f(ν) ~ f(x)} 的一个支撑超平面，如图3.12所示。

V'f(x) 

图3.12 拟凸函数 f 的三条等值线如图所示。梯度向量 Vf(x) 在点 z 处定义了水平集

{z I f(z) :::; f(x)} 的一个支撑超平面。

我们注意到判断凸性的一阶条件 (3.2) 和判断拟凸性的一阶条件 (3.20) 相似，但是

实际上二者存在重要的差别。例如，如果函数 f 是凸函数且 \1f(x)=O ， x 是函数 f 的

全局极小点。然而，对于拟凸函数，这样的论断并不成立:有可能 \1 f(x) = O. 但是点

z 不是 f 的全局极小点。

二阶条件

假设函数 f 二次可微。如果函数 f 是拟凸函数，则对于任意 zε dom f 以及任意

νε Rn 有
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yT "Çl f(x) = 0 =中俨"Çl2f(x)ν 注 o. (3.21) 

对于定义在 R 上的拟凸函数，上述条件可以简化为如下条件

f' (x) =0=今 f"(x) ~ 0, 

即在斜率为零的点， 二阶导数是非负的。对于定义在 Rn 上的拟凸函数，条件 (3.21)的

意义就稍微复杂一些。和 η = 1 时的情形类似，只要"Çl f(x) = 0，有"Çl2f(x) 主 0。若

"Çlf(x) 手 0，条件 (3.21) 说明了 "Çl2f(x) 在 (η- 1)-维子空间 "Çlf(x).L 上是半正定的。

即 "Çl2f(x) 最多只有一个负特征值。

反之 (部分条件)，如果对于任意 zε domf 以及任意 uε Rn ， 函数 f 满足

yT"Çl f(x) = 0 =中 yT"Çl2 f(x)y > 0 (3.22) 

则函数 f 是拟凸函数。此条件等价于在满足"Çl f(x) = 0 的点处"Çl2f(x) 正定，在其他

点处"Çl2f(x) 在 (n - 1)-维子空间"Çlf(x).L 上正定。

拟凸性的二阶条件的证明

将函数限制在任意直线上，我们只要考虑 f: R → R 的情形即可判断函数的拟

凸性。

首先我们说明，如果函数 f : R → R 在区间 (α， b) 上是拟凸的，则其必须满足

(3.21) ，即对 c E (α ， b) ， 若 1'(c) = 0，则有 f"(c) ~ 0。否则，若存在 c E (α ， b) ， 使得

f勺) = 0，但 f气c) < 0，则对于小的正数已有 f(c - ε) < f(c) 和 f(c + ε) < f(c)。因
此，对于小的正数已水平集 {x I f(x) 运 f(c) - E} 是不连通的，也即不是凸集，这与 f

是拟凸函数的假设相矛盾。

接下来我们说明如果条件 (3.22) 成立，则函数 f 是拟凸的。假设式 (3.22) 成立，

即对于区间 cε(α， b) 上满足 f勺)=0 的点，我们有 f气c) > 0。这意味着当函数 f'

过零点时，它是严格增的。因此，函数 f' 最多过一次零点。如果函数 l' 不过零点，则

f 在 (α， b) 上或者非增，或者非减，因此是拟凸函数。若函数 f' 恰过一次零点，设在

点 cε(α， b) 处过零点。因为 f"(c) > 0，则在 α < t ζc 时 f'(t) ~ 0，在 c ~ t < b 

时， f' (t) 注 0。因此函数 f 是拟凸的。

3 .4.4 保拟凸运算

非负加叔最大

拟凸函数的非负加权最大定义为

f = max{wl力，··· ， ωmfm} ，

其中 ωi ~ 0 , fí 是拟凸函数。上述定义的函数 f 是拟凸函数。此性质可以扩展到一般

的逐点上确界，即
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f(x) = sup(ω(ν)g(x ， y)) , 
uεc 

3 凸函数

其中 ω(y) 注 0，固定任意 ν ， g(x， y) 关于 2 是拟凸函数。上述定义的函数 f 是拟凸函

数。可以很容易证明上述结论: f(x) ζα，当且仅当

ω(y)g(尘， y) ζα \:Iy εC， 

即函数 f 的 α·下水平集是以 2 为自变量的一族函数 w(y)g(笃， ν) 的 α-下水平集的

交集。

例3.37 广义特征值。 一对对称矩阵 (X'y)，其中 Y>- 0 ， 定义其最大广义特征值为

Tv J匠，互

λmax(X， Y) = SUp与← = SUp{入 I det(λY - X) = O}. 
ulO U' r U 

(参见 SA.5.3. ) 此函数在定义域 domf = sn x S~+ 上是拟凸函数。

为了说明这一点，我们考虑如下表达式

uTXu 
入max(X， Y) = SUpτ了

u/O U' ru 

对于任意 u 并 O. 函数 UTXU/UTy也是 (X， y) 的线性分式函数，因此是 (X， Y) 的拟凸函

数。因为 λmax 是一族拟凸函数的上确界，因此它是拟凸函数。

复合

如果函数 g: Rn → R 是拟凸函数，且函数 h: R → R 是非减的，则复合函数

f = hog 是拟凸函数。

拟凸函数和一个仿射函数或者线性分式函数进行复合可以得到拟凸函数。如果函数

f 是拟凸函数，则 g(x) = f(Ax + b) 是拟凸函数，旦函数 g(x) = f((Ax+b)j(cTx 十 d))

在集合

上是拟凸函数。

最小化

{劣 I CT尘 十 d> 0, (Ax + b)j(cT x + d) εdomf} 

如果函数 f(x， ν) 是 z 和 ν 的联合拟凸函数，且 C 是凸集，则函数

是拟凸函数。

g(x) = ir]f f(x ,y) 
yt:ν 

为了说明这一点，我们只需要证明对任意 αεR，集合 {x I g(x) ζα} 是凸集。根
据函数 g 的定义， g(x) ~α，当且仅当对任意 ε> 0，存在-y εC使得 f(尘， y) ~α+ε 。
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令 Xl 和 X2 是 g 的 α.下水平集中的任意两点。则对于任意f. > 0，存在饥， ν2εC

使得

f(Xt ,y l) ~α+ε， f(X2 , Y2) ζα+ <:, 

因为函数 f 关于 z 和 ν 是拟凸的，我们有

f(OXl + (1 - O)X2, OYl + (1 - O)Y2) ~α+ε， 

其中 0::::;~::::;1。因此 g(()xl + (1 - O)X2) :ζα，说明 {X I g(X) ζα} 是凸集。

3.4.5 通过一族凸函数进行表示

下面我们将要说明，可以很方便地将拟凸函数 f 的下水平集(凸集〉表示成凸函数

的不等式。选择一族凸函数白: R n • R , t E R 表示凸函数的编号，这些函数满足

f(x) ζt 仁=争白(X) 运 0， (3.23) 

即拟凸函数 f 的 t-下水平集是凸函数 øt 的 0-下水平集。显然，对于任意 zεRn ，函

数供必须满足:当 s~t 时，向(X) ~ 0 =今如(X) ζ0。为了满足这个条件，要求对于

任意尘，白(X) 是 t 的非增函数，即当 s~t 时，如(X) ζ 向(叫。

为了说明总能找到这样一族函数，我们可以选取

白(X) = 
o f(x) 运 t

∞其他情况，

即如是函数 f 的 ι下水平集的示性函数。显然这样的一族函数不是唯一的，例如如果

函数 f 的下水平集是闭集，我们可以选取

øt(X) = dist (尘 ， {z I f(z) ::::; t}). 

当然，我们希望选择的白具有良好的性质，比如说可微性。

例 3.38 凸凹函数之比。设 p 是凸函数.q 是四函数，在凸集 C 上 . p(x) ~ 0, q(x) > 0。

在集合 C 上定义函数 f(x) = p(x)/q(x) ，则 f 是拟凸函数。

此时有

f(x) 运 t 仨=争 p(x) - tq(x) ζ0， 

因此我们可以选取 </>t(x) = p(x) - tq(功. t 法 0。对于任意 t. </>t 是凸函数，且对于任意

x ， 仇(x) 是关于 t 的减函数。
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3.5 对数-凹函数和对数"凸函数

3.5.1 定义

称函数 f : Rn → R 对数凹或对数-凹，如果对所有的 zε domf 有 f(x) > 0 

且 log f 是凹函数。称函数对数凸或者对数-凸，如果 logf 是凸函数。因此，函数 f

是对数"凸的，当且仪当 1/f 是对数.凹的。也可以允许函数值 f 为零，这时只需在 f

为零的点令 logf(x) = -∞。此时，函数 f 是对数，凹的，如果扩展值函数 logf 是凹

函数。

对数-凹的性质可以不借助对数直接表达t 考察画数 f : Rn → R，其定义域

是凸集，且对于任意 zε domf 有 f(x) > 0，函数是对数-凹的，当且仅当对任意
x， νεdom f , 0 :::; e ::二1，有

f(Ox + (1 - O)y) ~ f(x)o f(ν)1-0. 

特别地，对数-凹函数在两点之间中点的函数值不小于这两点的函数值的几何平

均值。

根据函数复合规则，我们知道如果函数 h 是凸函数，则函数 eh 是凸函数，因此对

数，凸函数是凸函数。类似地，非负凹函数是对数-凹函数。此外，由于对数函数是单调

增函数，所以对数-凸函数是拟凸函数，对数.凹函数是拟凹函数。

伊tl3.39 一些简单的对数，回函数和对数.凸函数。

·仿射函费。函数 f(x) = αTx+b 在{尘 l αTx+b>O} 上是对数.凹函数。

·幕函数。函数 f(x) = xQ 在 R++ 上当 α~O 时是对数-凸函数，当 α~O 时是对数-四

函数。

·指数函数。函数 f(x) = ëX 既是对数-凸函数也是对数-凹函数。

• Gauss 概率密度函数的累积分布函数

时 = 才zLe di2 仇，

是对数-凹函数〈参见习题 3.54) 。

• Gamma 函数。 Gamma. 函数

r(x) = 10
00 

ux-1e-u 仇

当 x~l 时是对数.凸函数(参见习题 3.52) 。

·行列式。 detX 在 SZ+ 上是对数-凹函数。
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·行列式与迹之比。 detX/ tr X 在 S~+ 上是对数-凹函数〈参见习题 3.49) 。

例 3.40 对数-凹的概率密度函数。一些常用的概率密度函数是对数.凹函数。其中的两个

例子是多变量正态分布的概率密度函数，即

f(x) = 而斗T-::::-e - !(x-f) TE-
1 (可)

'11(2背)ndet~

(其中￡ ε Rn ， εεS~+ )，以及 R~ 上的指数分布的概率密度函数

f仲(岳)巳}λTX

(其中 λ >- 0)。另外还有一个例子是凸集 C 上均匀分布的概率密度函数

J 1/αzεc 
f(x) = < 

t 0 x f/. C 

其中 α = vol(C) 表示集合 C 的体积 (Lebesgue 测度)。在这样的定义下，若 z 在集合 C

外， log f 取值为一∞，若 z 在集合 C 内 ， logf 取值为 -logα，是四函数。

我们考虑一个不太常见的分布， Wishart 分布，其定义如下。令町，… ， xp ε Rn 是独立的

Gauss 随机l句量，均值为主季，协方差为 EES吨，其中 p> 肌随机矩阵 X = 2:f 1 xixT 具

有 Wishart 概率密度函数

f(X) = α(detX)(p-n-l)/2 e-扫r(rIX) ，

其中 domf = S~+ ， α 是正常数。 Wishart 概率密度函数是对数-凹函数，这是因为

。 一 η - 1 . __ 1 ._, 
log f(X) = logα+!:._τ一一 logdctX - ; tr(E- 1X) 

是 X 的凹函数。

3.5.2 相关性质

二次可徽的对数-凸/凹函数

设函数 f 二次可微，其中 domf 是凸集，我们有

Vlogf(z) = -LVf(z) 一 1τV'f(x) V'f(xff(x)' J \-, f(x广

事实上，函数 f 是对数-凸函数，当且仅当对任意 zε domf ， 下式成立

f(X)V'2 f(x) 兰V' f(x)V' f(x)T , 

函数 f 是对数-凹函数，当且仅当对任意 zε domf， 下式成立

f(X) V'2 f(x) 三V' f(x)V' f(x)T. 
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乘积，和，以及积分运算

对数·凸性以及对数-凹性对乘积以及正的伸缩运算是封闭的。例如，如果函数 f

和 g 是对数·凹函数，则逐点乘积函数 h(x) = f(x)g(x) 也是对数·凹函数，这是因为

log h(x) = log f(x) + log g(叫，而 logf(x) 和 logg(x) 是 z 的凹函数。

一些简单的例子即可以说明对数-凹函数的和一般不是对数-凹函数。然而，对数.凸

函数的和仍然是对数翩凸函数。设 f 和 9 是对数-凸函数，即 F = logf 和 G = logg 是
凸函数。根据凸函数的复合规则有

log (exp F + exp G) = log(f + g) , 

上述函数是凸函数。因此，两个对数-凸函数的和仍然是对数-凸函数。

更一般地，如果对任意 yEC， f(x， y) 是 z 的对数·凸函数，则函数

g(x) = 儿 f(x ， y) 句

是对数，凸函数。

例 3.41 非负函数的 Laplacc 变换以及矩生成函数和累积量生成函数。设函数 p: R n • R 

对所有 2 满足 p(♂) ~ 0。函数 p 的 LapJace 变换

P(z) = J p(x)e-ZTX 仇
在 Rn 上是对数-凸函数。(此时定义域 domP 为 {zIP(z)< ∞}.)

假设 p 是概率密度函数，即满足 J p(x) dx = 1。函数 M(z) = P(-z) 称为概率密度函数的

矩生成函数。之所以称为矩生成函数是因为对 M(z) 求导并令 z=O 可以得到概率密度函

数的矩，即

\7M(O) = E v, \72M(0) = EvvT , 

其中随机向盘 u 具有概率密度函数 p。

凸函数 logM(z) 被称为函数 p 的累积量生成函数，这是因为通过它的导数可以得到概率

密度函数的累积量。例如，对其求一阶以及二阶导，并令自变量为零，可以得到相应随机变

量的期望和协)i差为

飞7log M(O) = E v , \721og M(O) = E(v - E也)(ν - E vf.

对数-凹函数的积分

在一些特殊的情况下，对数-凹的性质在积分后仍然保留。如果函数 f: R nx R m • 
R 是对数.凹函数，则

g(x) = J f(x , y) 句
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在 Rn 上是 z 的对数-凹函数。(此时是在 Rm 上求积分。)这个结论的证明不太简单，

参见参考文献。

这个结论有着重要的意义，本节后续将会就其中的一部分进行描述。根据此结论可

知对数.凹的概率密度分布函数的边际分布仍然是对数，凹的。此外，对数.凹的性质对卷

积运算是封闭的，即如果函数 f 和 g 在 Rn 上是对数·凹的，则它们的卷积

川

仍然是对数-凹函数。(这个不难看出，因为 g(ν) 和 f(x - y) 关于 (x， y) 是对数-凹的，

因此乘积 f(x - y)g(y) 是对数.四函数，根据前面关于积分的结论就可以直接得到此处

的结论。 3

设 CCRn 是凸集， ω 是 Rn 上的随机向量，设其具有对数-凹的概率密度函数 p。

则函数

f(x) = prob(x +ωε C) 

是 z 的对数·四函数。为了说明这一点，我们将 f 表述为

其中 g 定义为

削 =J g(x+训) dω， 

g(u)=-IU C 
l 0 u ~ C, 

(它是对数-凹函数)，利用前面关于积分的结论即可得到 f 是对数-四函数。

例 3.42 概率密度函数的累积分布函数 f: Rn

→ R 定义为

时 = pr伯阳均=J二 j二川Z} 仇
其中 ω 是随机变量，具有概率密度函数/.如果函数 f 是对数-凹函数，那么 F 是对数-凹

的。之前我们已经接触过一个这样的例子， Gauss 随机变量的累积分布函数

州=主LJl2 缸'
是对数.凹函数。(参见例 3.39 和习题 3.54. ) 

例 3.43 严出函数。令 zε Rn 表示生产产品的一组参数的名义值或者目标值。不同制造

过程会使得参数值有一定变化，得到的值为 x+切，其中 'w E Rn 是随机向量，表征了制造

过程的变化，其均值为霉。制造过程的严出是名义参数值的函数，

Y(x) = prob(x +ωε S) ， 
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其中 SCRn 表示可以接受的产品参数值的集合，即产品规格。

如果制造误差 ω 的概率密度函数是对数-凹的 (例如 Gauss 分布)，产品规格集合 S 是凸

集，那么产出函数 Y 是对数-凹函数。定义 α-严出区域为使产出超过 α 的名义参数值的集

合，由于 Y 是对数.四函数，此集合是凸集。例如， 95% 产出区域

{x I Y(x) ~ O.95} = {x I logY(x) ~ logO.95} 

是凸集，这是因为它是凹函数 logY 的上水平集。

例 3.44 多面体的体积。令 AE Rmx飞定义

Pu. = {xERnIAx 主 u}.

则其体积 volPu 是 u 的对数.凹函数。

为了证明这一点，注意到函数

I 1 Ax -<吼
叫x， u) = ~ = 节一一

I 0 其他情况，

是对数-凹的。根据前面关于积分的结论，我们有

j岭，咱缸 = 叫凡
是对数-凹的。

3.6 关于广义不等式的凸性

本节考虑广义的单调性和凸性，采用广义不等式，而不是通常的 R 上的顺序。

3.6.1 关于广义不等式的单调性

设 I< CR向是一个正常锥，其相应的广义不等式为主K。称函数 f: Rn → RK-非

;戚，如果下式成立

z 主KY=斗 f(x) ζ f(ν) ，

称函数 I<-增，如果下式成立

X -<K y , X 笋 ν =字 f(x) < f(ν) . 

类似地，可以定义 K-非增和 I<-)戚函数。

例3.45 单调向量函数。函数 f: Rn → R 在 R~ 上非减，当且仅当对任意尘， y 下式成立

Xl ~仇，… ， xn ~ Yn =丰 f(x) ζ f(ν) . 

这等价于函数 f 限制为每个分重凯的函数时 (Xi 作为自变量，罔定 Xj' J 并i)是非减的。
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例 3.46 矩阵单调函数。称函数 f: sn → R 矩阵单调(增或减)，如果在半正定锥内函数

是单调的。下面给出一些定义在 XESn 上的矩阵单调函数的例手:

·函数 tr(WX) ， 其中 W E sn，当 W 主 0 时，函数是矩阵非减的，当 W >- 0 时是矩

阵增的(当 W 二三 0 时是矩阵非增，当 W -< 0 时是矩阵减〉。

· 函数 tr(X- 1 ) 在 s~+ 上矩阵减。

·函数 detX 在 s~+ 上矩阵增，在 s~ 上矩阵非减。

单调性的梯皮条件

在前面的章节中，我们提到，可微函数 f: R → R，其定义域是凸集 (即一个区

间)，函数是非减的，当且仅当对任意 x E domf 有 J'(x) 注 0，函数是增的，如果对任

意 zε domf 有 f'(x) > 0 (反过来不一定成立〉。在本节中，可以很方便地将这些条件

扩展至关于广义不等式的单调性。考虑可微函数 f ， 其定义域为凸集，它是 K-非减的，

当且仅当对任意 x E domf 有

\7 f(x) 兰K' O. (3.24) 

注意到和简单的标量情况的区别:梯度在对偶不等式中必须是非负的。对于严格的情

况，我们有，如果对任意 zε domf 存在

\7 f(x) >-K' 0, (3.25) 

则函数 f 是 K-增的。和标量情况类似，对于严格的情形，反过来不…定正确。

下面证明单调性的一阶条件。首先，假设对任意尘，函数 f 满足式 (3.24)，但是它

不是 K-非减的，即存在笃， y , X -jK Y 且 f(y) < f(功。由 f 是可微的知道存在某个

tε[0， 1] 使得下式成立

生州十 t(ν 一训=\7阳W 一功fω 一笃) <。
因为 y-x ε K， 上式意味着

\7f(x+t(y-x))~K飞

这和式 (3.24) 在每一点都成立的假设矛盾。类似地，我们可以证明若式 (3.25) 成立，则

函数 f 是 K-增的。

可以很容易地看出如果函数 f 是 K-非减的，定义域中的每一点都必须满足

式(3.24)。否则，假设在 x=z 处式 (3.24) 不成立。由对偶锥的定义，存在某-v εK

使得

\7 f(z)T V < O. 
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考虑 t 的函数 h(t) = f(z + tv)。其导数 h'(O) = 'V f(z)T V < 0，因此存在 t> 0 使得

h(t) = f(z + tv) < h(O) = f(z) ， 即函数 f 不是 K-非减的，导出矛盾。

3.6.2 关于广义不等式的凸性

设 KCRffi 是一正常锥，相应的广义不等式为 -<Ko 函数 f: R11-→ Rffi 是K-凸

的，如果对于任意 x， y ， 以及 0ζ0ζ1 有

f(()x + (1 - ())y) 主K ()f(x) + (1- ())f(ν) 

函数被称为严格 K-凸的，如果对任意 Z 予'=y 和 0<()<1 有

f(Bx + (1-θ)y) -<K Bf(x) + (1 - B)f(ν). 

当 m=1 时(即 K = R+) ， 上述定义即为常见的凸以及严格凸的定义。

例3.47 关于分量不等式的凸性。函数 f: Rn → Rm 关于分量不等式〈即 K = R~ 时

的广义不等式〉是凸的，当且仅当对任意 x， ν 和 0ζ0ζ 1，有

f( (Jx + (1- 8)y) -< 8f(x) + (1 - 8)f(ν) , 

即每个分量 h 都是凸函数。函数 f 关于分量不等式是严格凸的，当且仅当每个分量 fi 是

严格凸的。

膏。 3.48 矩阵凸性。设函数 f 是对称矩阵值函数，即 f: Rn → sm。称函数 f 关于矩阵

不等式是凸的，如果对任意尘和 ν 以及 8E[Q， l] ，有

f(8x + (1 - 8)ν) ~ 8f(x) + (1 - 8)f(y). 

这种凸性有时称为矩阵凸性。 一个等价的定义是对任意向量 z ， 标量函数 ZTf(x)z 都是凸

函数。(这是一个证明矩阵凸性的好方法)。称矩阵函数为严格矩阵凸的，如果对 z 并 ν 和

。 <8< 1，有

f(8x + (1 - 8)y) -< 8f(x) + (1 - 8)f(y), 

或者等价地，如果对任意 z 笋 0 函数 zTfz 严格凸。

一些例子。

·函数 f(X) = XXT ， 其中 XER似m，是矩阵凸的，这是因为任选 z ， 函数

ZT X XT Z = IIXT zll~ 是 x (分量〉的凸的二次函数。同理，函数 f(X) = X2 在
sn 上也是矩阵凸的。

· 当 l~p 运 2 或一1 运 p 运 0 时，函数 XP 在 s~+ 上是矩阵凸的，当 O~p~l 时，

函数是矩阵凹的。
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·当 n 注 2 时，函数 f(X) = eX 在 sn 上不是矩阵凸的。

凸函数的很多结论都可以扩展到 K-凸函数。我们给出一个简单的例子，例如，函

数是 K-凸的，当且仅当它在定义域上的任意直线上是 K-凸的。本节后续部分会提到一

些关于 K-凸的结论，我们将会在后面用到这些结论;更多的结论可以参看习题。

K-凸的对偶刻画

函数 f 是 K-凸的，当且仅当对任意 ω >-K'O，(实值)函数 wTf 是凸的〈常规

凸性); f 是严格 K-凸的，当且仅当对任意非零向量 ω 主二K' 0， 函数 wTf 是严格凸

的。(从对偶不等式的定义和性质可以直接得到上述结论。〉

可微的 K-凸函数

可微函数 f 是 K-凸的，当且仅当其定义域是凸集，且对任意 x， Y E domf 有

f(ν) >- K f(x) + D f(x)(ν - x) 

(其中 Df(x) εRmxn 是函数 f 在 2 处的导数或者 Jacobian 矩阵;参看 ~A.4.1o )称

函数 f 是严格 K-凸的，当且仅当对任意 x， Y ε domf ， x :1正 ν，有

f(ν) >-K f(x) + Df(x)(ν - x) 

复合定理

函数复合保留凸性的很多结论都可以推广到 K-凸的情形。例如，如果函数

g: Rπ → RP 是 K-凸的，函数 h: RP → R 是凸的 ， h 忱的扩展值延伸)是 K-非减

的，那么函数 hog 是凸的。回忆之前的一般凸性的情形，以凸函数为自变量的非减凸

函数仍然是凸函数，此处的结论是对这个结论的推广。前提条件品是 K-非减的意味着

domh - K = domho 

例 3.49 定义二次矩阵函数 g: Rmxn • sn 

g(X) = XT AX + BT X + XT B + C, 

其中 Aεsm， B εRmxn 以及 CεS飞当 A~二 0 时，函数是凸的。

函数 h: S" • R , h(Y) = -logdet(-Y)，在 domh = -S~+ 上是凸且增的。

根据复合定理，我们有，函数

f(X) = 一 logdet(一(XTAX + BTX + XTB + C)) 

在

domf = {X ε Rmxn I XT AX + BT X + XT B + C -< O} 
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上是凸的。这是对下面的结论的推广，即当 α~O 时，函数

- log( - (ax2 + bx + c)) 

在
{x εRIαx2 +bx + c < O} 

上是凸的。
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习题

凸性的定义

3.1 假设 f: R → R 是凸函数， α， b εdomf ， α <b。



习题

(a) 证明对任意 x E [a, b] ， 下式成立

fhk;王f(α) +仨fm)
(b) 证明对任意 XE(α，时，下式成立

f(x) - f(α) ~ f(b) - f(α) ~ f(b) - f(x) 
、一

x - α 、 b 一 α'<: b-x 
画一个革图来描述此不等式。

(c) 假设函数 f 可微。利用 (b) 中的结果来证明

f(b) 一 f(α)
1'(α) 运 b 一αζ l'(b). 

注意到这些不等式也可以通过式 (3.2) 得到:

f(b) 注 f(α) + 1'(α)(b … α) ， f(α) ~ f(b) + J'(b)(α - b). 

(d) 假设函数 f 二次可微。利用 (c) 中的结论证明1"(α) 法。以及J"(b) 注 00

. 107 . 

3.2 凸，凹，拟凸以及拟凹函数的水平集。函数 f 的一些水平集如下面左图所示。曲线 1 表示

{x I f(x) = l} ，其他曲线类似。
函数 f 是否可以为凸函数(凹函数，拟凸函数，拟凹函数)?解释你的答案。对下面右图的

曲线进行同样的判断。

3 

1234 5 6 

3.3 -个增的凸函数的反函数。设 f: R → R 递增，在其定义域 (α， b) 上是凸函数。令 9 表示

其反函数，即具有定义域 (J(α) ， f(b)) ， 且对所有 α <x<b 满足 g(J(x)) = 笃。函数 g 是

凸函数还是凹函数?为什么?

3.4 [RV73，第 15 页]证明连续函数 f: Rn → R 是凸函数的充要条件是，对任意线段，函数在
线段上的平均值不大于线段端点函数值的平均:即对任意 2， νεR吭，下式成立

11 仲) + f(ν) f(x+ λ(ν - x)) dλζ 
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3.5 [RV73，第 22 页l 凸函数的滑动平均。设函数 f: R→ R 是凸函数. R + C domf。 证明其

滑动平均 F. 即

时=ifm 侃， dmhRHB

是凸函数。提示:固定 s ， f(sx) 是 z 的凸函数，所以 Jo1 f(sx) ds 是凸函数。

3.6 函数及上境圈。什么时候函数的上境图是半平面?什么时候函数的上境图是一个凸锥?什

么时候函数的上境图是一个多面体?

3.7 设函数 f : Rn → R 是凸函数，其定义域为 domf = Rn • 函数在 Rn 上有上界。证明函

数 f 是常数。

3.8 凸性的二阶条件。证明二次可微函数 f 是凸函数的充要条件是，其定义域是凸集，且对任

意 zε domf 有 '\72f(x) ~二 0。提示:首先考虑 f: R → R 的情形。可以利用凸性的一阶

条件〈在第 63 页已经证明〉。

3.9 仿射集上的凸性的二阶条件。设 FεRn×m，￡ εRn。函数 f: Rn → R 限制在仿射集

{Fz+创 z E Rm} 上的函数定义为 f: Rm → R. 其满足

f(z) = f(Fz+ 企) ， dom f = {z I F z + x εdom f}. 

设函数 f 的定义域是凸集，且在定义域上函数二次可微。

(a) 证明函数 f 是凸函数的充要条件是，对任意 zεdomf，有

FT '\72 f(Fz + x)F 兰 o.

(b) 设 Aε RPxn 是一矩阵，其零空间为矩阵 F 的值域(矩阵列向量张成的线性空间)，

即 AF = 0 且 rankA = n - rankF。证明函数 f 是凸函数的充要条件是，对任意
zedomf，存在一 λε R 使得下式成立

'\72 f(Fz 十企)+ λATA 兰 o.

提示:利用如下结论:如果 Bεsn 以及 AεRPx饨，则对任意 zε N(A) 式 xTBx 注。

都成立的充要条件是，存在一 λ 使得 B+ λATA t: 0。

3.10 Jensen 不等式的一个扩展.关于 Jensen 不等式的一个理解是随机化或者波动不利，即

会提高一个凸函数的平均值:若函数 f 是凸函数• v 是随机变量，均值为零，我们有

E f(xo + v) ~ f(xo)。我们子是有下面的猜想。如果 fo 是凸函数，那么切的方差越大，期
望 Ef(xo + υ) 越大。

(a) 给出一个反例，说明这样的猜想是不正确的。即找到两个均值为零的随机变量 u 和

W. var(υ)> V:盯(ω) . 一个凸函数 f 以及一点句，使得 Ef(xo+v) < Ef(xo+ ω) 。

(b) 当 vand ω 之间具有比例关系时上面的猜想是正确的。给定凸函数 f 以及等均值随
机变量 v， 证明当 t~O 时 Ef(xo+tv) 关于 t 单调增加。
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3.11 单调映射。称函数 ψ: Rn → Rn 是单词的，如果对任意尘， Y E domψ，下式成立

(ψ(x) 一 ψ(ν)f(x 一 ν) ;法 o.

(注意到此处的"单调性"不同于 ~3.6.1 给出的定义.但是两种定义都被广泛使用。)设函

数 f: Rn → R 是一可微凸函数。证明其梯度 \1f 是单调的。反过来，是否每个单调映

射都对应某凸函数的梯度?

3.12 设函数 f: Rη → R 是凸函数• 9 : Rn → R 是凹函数， dom f = dom 9 = R n • 对任意 z

有 g(x) 运 f(功。证明存在一个仿射函数 h， 使得对于任意 x. g(x) :::;; h(x) :::;; f(叫。换言
之，如果凹函数 g 是凸函数 f 的一个下估计，那么我们可以在函数 f 和 9 之间找到一个

仿射函数。

3.13 Kullback-Leibler 散度和信息不等式。令 Dkl 表示 Kullback-Leibler 散度，如式 (3.17)

所定义。证明信息不等式:对任意 1./" V E R:;'+，有 Dkl(U， υ) 注 0。此外，证明当且仅当

U= υ 时， Dkl(U ， ν)=0。

提示: Kullback-Leibler 散度可以表示为

Dkl (1./" v) = f (u) - f (υ)- \1f(vf(也 - V ), 

其中 f(v) = 2二二1 Vi logvi 是 u 的负偏。

3.14 凸-凹函数和鞍点。我们说函数 f: R饨 xRm → R是凸·四函数，如果任意固定笃， f(x ,z) 
是 z 的凹函数，任意固定 z ， f(x， z) 是尘的凸函数。同时，要求函数的定义域具有积的

形式• domf = A x B ， 其中 ACRn 和 BCRm 都是凸集。

(a) 对二次可微函数 f: R n x Rm → R，从 Hessian 矩阵 \12 f(x , z) 的角度给出函数为
凸，凹函数的二阶条件。

(b) 设函数 f: R n x Rm → R 是凸·四函数并且可微 ， \1 f(垂， 2) = 0。证明鞍点性质成

立:即对任意 x， z. 有

f(垒， z) 运 f(髦， Z) ζ f(x ， 主).

证明上述性质成立可以推导出函数 f 满足强极大极小性质:

sup inf f(x ,z) = inf SUp f(x ,z) 
z x X z 

(且等式两端共同值为 f(去，王))。

(c) 设函数 f: R n x Rm → R 是可微的，但不一定是凸-凹函数，若在点圣，王处鞍点性
质成立=即对任意尘， z. 有

f(x , z) 运 f(洼，王)ζ f(x ， i). 
证明 \1f(x ， 王) = o. 

例子

3.15 一族凹的效用函数。对 0<α:::;; 1，令
m由唱

Ua(x) = 二τ二，

其中 domuQ = R+。我们定义 uo(x) = logx (其定义域为 domuo = R++) 。

, 
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(a) 证明对 x> 0 ， 也。但)=且m由→o u"，，(功。

(b) 证明 u"" 是凹函数，单调增加，且都满足 u"，， (l) = 0。

上述函数在经济学中经常被用来对一定数量的商品的收益或者资金的效用进行建模。也。

是凹函数意味着边际效用(即商品增加固定的数量时所带来的收益的增加)随着商品数量

的增加而减少。换言之，四性反映了饱和效果。

3.16 判断下列函数是否是凸函数，凹函数，拟凸函数以及拟凹函数?

(a) 函数 f(x) = ♂-1，定义域为 R。

(b) 函数 f(Xl ， X2) = XIX2 ， 定义域为 Riv

(c) 函数 f(町 ， X2) = 1/(XIX2) ， 定义域为 R1+。

(d) 函数 f(Xl ， X2) = xd句，定义域为 R~μ

(e) 函数 f(xI， X2) = xV句，定义域为 RxR++。

(f) 函数 f(町 ， X2) = 巧 zT白，其中 0ζαζL 定义域为 RL。

3.17 设 p < 1, p 并 0。证明定义域为 domf=R~+ 的函数

f(x) = (剖l/p

是凹函数。这其中包括两类特殊的函数削 = (去;/2r 以及调和平均函数 f(x) = 

(主叫飞提示:仿照 93. 1.5 中关于指数函数和的对数以及几何平均函数的证明并
进行适当修改。

3.18 仿照 93 . 1.5 中对数，行列式函数凹性的证明并进行适当修改来证明下面的命题。

(a) 函数 f(X) = tr (X-1) 在 domf = S~+ 上是凸函数。
(b) 函数 f(X) = (detX)ljn 在 domf = S~+ 上是凹函数。

3.19 非负加权和以及积分。

(a) 证明函数 f(x) = EαiX[i] 是关于尘的凸函数，其中 α1 兰的》…》 αγ;;:: 0 , X[i] 表

示 z 第 t 大的分量。(可以利用 f(x) = E X [i] 在 Rn 上是凸函数来进行证明。〉

(b) 令 T怡，ω) 表示三角多项式

T(尘， ω) = Xl + 句 cosω + x3cos2ω+ … + Xn COS(η - 1)ω. 

证明函数

f(Z)= - fio川，ω) 即
在 {x εRn I T(x， ω) > 0， 。 ζωζ2作}上是凸函数。
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3.20 与仿射函数的复合。证明下列函数 f : Rtl

→ R 是凸函数。

(a) 函数 f(x) = IIAx - bl l . 其中 AξR1TI xn • b ξR m. 11 . 11 是 Rffi 上的范数。

(b) 函数 f(x) = - (det(Ao 十 x1A1 十 . . + XnAn))l/隅，其定义域为 {X 1 Ao +x1A1 + 
… + xnAn >- O}. 其中 Ai ζsm.

(ωc咛)函数 f只(X) = t仕r(队Ao +x肌lA1 + . . . + :队E乌队铲n‘μd儿，)γ-→I，其定义域为 {X 1 Ao + x1A1 + …+ 

XnAtl >- O}，其中 Ai ξSffi.(利用 tr(X- l) 在 S~+ 上是凸函数的结论来进行证明;

参见习题 3.18. ) 

3.21 逐点最大和上确界。证明下列函数 1: Rn → R 是凸函数。

(a) 函数 I(x) = maxi=I,...,k IIA(i )x - b(i) 11 ，其中 A(i) E R lnxn , b(i) E R ffi , 11.1 1 是 Rm

上的范数。

(b) 函数 f(x) = 汇|叫 [i) • 其定义域为 Rn ， 其中 Ixl 表示向量，其分量 Ixli = IXil (即 Ixl

的每个分量是向量 z 对应分量的绝对值). Ixlt雹l 表示向量 Ixl 中第 4 大的分量。换言

之， Ix1(1} , Ix l 间， …， 如1(n) 是向盘 z 的分量的绝对值按照非增的顺序进行排列。

3.22 复合规则。证明下列函数是凸函数。

归ω) 函数 f川巾(位Z← -问叫(←←(-10斗-10叫o
可以利用函数叫主eρ阱斗U饥→‘丁)是凸函数的结论来进行证明

(b) 函数 f(笃， u.v) =-v信Z士F亏，其定义域为 domf = {(尘， u， v) 1ω>Jz， u， v> 
O}。可以应用如下事实来进行证明:函数 x'1'x/u 当 u>O 时是怡，也)的凸函数:函数

-♂EE 在 RL 上是凸函数。

(c) 函数 f(笃，吼叫= -Iog(ω_xT叫，其定义域为 domf = {(x ， 也， 1)) 1 uv > xT x , u , v > 

。}。

(d) 函数 f(尘， t) = 一(tP一 IIxll~) 1颅，其中 p> L 定义域为 domf = {(x ,t) I t ~ IIxllp} 。
可以应用下面两个结论来进行证明:即 IIxll~/uP-l 在 u>O 时是(尘，也)的凸函数(参

见习题 3.23) 以及 _X1/pyl-l/p 在 R! 上是凸函数〈参见习题 3.16) 。

(e) 函数 f(x， t) = -log(tP -lI x Il Þ) ，其中 p> 1，定义域为 domf = {怡， t) 1 t> IIxllp }. 

可以应用 IIxllþ/uP- 1 当也 >0 时是(尘， u) 的凸函数这个结论来进行证明〈参见习

题 3.23) 。

3.23 函数的透视函数。

(a) 证明当 p>l 时，函数

lxIIP + …+ IxnlP||z||Z 
I(x , t) = 伊-1 否可

在{仙， t)lt>O} 上是凸函数。
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(b) 证明函数

IIAx + bll~ 
f(z)= -F一一一

，TX + α 

3 凸函数

在 {xlcTx+d>O} 上是凸函数，其中 AεRmx饵 ， b E R m , cε Rn 以及 d E Ro 

3.24 概率单纯形上的一些函数.令 z 是实值随机变盘，其取值的集合为 {α1.… ， an} ， 其中

α1 <的<…<句， prob(x =α.) =队， i = 1 ，…， η。对下列 p 的函数(在概率单纯形

{pεR~ 11Tp = 1} 上)，判断函数是否为凸函数，凹函数，拟凸函数或者拟凹函数。

(a) 函数 Exo

(b) 函数 prob(x ~α) 。

(c) 函数 prob(α 《工运的。

(d) 函数艺 PdOgPi' 即分布的负炮函数。
i=1 

(c) 函数 varx = E(x - Ex? 。

(f) 函数 qu盯ti1e(的 = inf{β1 prob(xζ ß) ~ 0.25} 。

(g) 以注 90% 的概率落入的最小集合 A C{α1 ， . . . ， αn} 的基数。 (此处的基数意味着集合

A 中元素的个数。)

(h) 以90%概率落入的最小区间，即

inf {ß 一 α 1 prob(α ~x 运 β)~0.9}.

3.25 不同分布间的最大概率距离。令 P， q E Rn 表示 { 1，… ， n} 上的两个概率分布， (因此
P, q 兰 O， lTp=lTq=l)。对所有事件，在概率分布 p 和 q 下发生概率的差异的最大值

定义为概率分布 p 和 q 之间的最大概率距离 dmp(p， q) ， 即

dmp(p, q) = m缸{I prob(p, C) - prob(q, C) II C C {l,..., n}} 

其中 prob巾， C) 是在概率分布 p 下事件 C 发生的概率，即 prob(p， C) = I: Pi o 

i e G 

利用 IIp - qll l = 艺 Ipi - qil 将 dmp 的表达式进行简化，并证明函数 dmp 是 Rn x Rn 上

的凸函数。(其定义域为 {(p ， q) 忡， q >- 0 , 1 T P = 1 T q = 1}，但是可以很容易将其扩展到
全空间 Rnx Rno)

3.26 更多关于特征值的函数。令 λl(X) ~λ2(X) ~ ..注入n(X) 表示矩阵 X E Sn 的特征值。
之前己经讨论过一些有关特征值的函数，它们是 X 的凸函数或者凹函数。

· 最大特征值函数 λl(X) 是凸函数(见例 3.10) 。最小特征值函数儿(X) 是凹函数。

. 特征值的和 (或者矩阵的迹) tr X =λl(X) + …+儿(X) ， 是线性函数。
n 

·特征值倒数的和(或者逆矩阵的迹)， tr(X-l) =艺 1/λ'i(X) ，是 s~+ 上的凸函数(见

习题 3.18) 。
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·特征值的儿何平均阳)l/n = (卦(X))lv及特征值乘积的对数 logdetX = 

L: logλi(X) ， 在 xes:+ 上是四函数(见习题 3.18 以及第 68 页的描述〉。

在这道题中，利用变分特征，我们讨论更多的关于特征值的函数。

(叫最大 k 个特征值的和。证明函数汇机(X) 在 sn 上是凸函数。提示: IHJ邸，第 191

页l利用变分特征

K 

E二 λi(X) = SUp{叫付的 I V E R nXk , VTV = I} 

，毛

(b) 最小 k 个特征值的几何平均。证明函数( 口 λ(X))l/k 在 s~+ 上是凹函数。提
i=n-k+1 

示: IM079，第 513 页]对 X ~O，我们有

c立1λi(X))/ = ~ inf{tr(VT XV) I V ξR叫创VTV = 1} 

(c) 最小 k 个特征值乘积的对数。证明函数 艺 log沁(X) 在 s~+ 上是四函数。提
i=n-k+l 

示: [M079，第 513 页l对 X ~ 0，有

H 
i=n- k+1 

λ(X) = inf {生(俨XV)口 V E RnXk 凡I}

3.27 Cholesky 分解的因子的对角钱元素。任意矩阵 Xεs~+ 有着唯一的 Cholesky 分解

X = LLT ， 其中 L 是下三角矩阵， Lii > 00 证明函数 Lii 是 X 的凹函数(其定义域为

s~+) 。

捏示: 函数 Lii 可以表示为 Lii = (ω _ zTy- l Z)1/2 ， 其中

是矩阵 X 左上角 i x i 子矩阵。

保凸运算

3.28 将凸函数表示为一系列仿射函数的逐点上确界。在这道题中，我们将第 77 页证明的结论

扩展至 domf 笋 RT' 的情形。令 f: Rn → R 是凸函数，定义 f:Rn → R 为 f 的所有
仿射全局下估计函数的逐点上确界:

f(x) = sup{g(x) I 9 仿射， g(z) ~ f(z) Vz}. 

(a) 证明对 zε intdomf 有 f(x) = f(功。

• 



• 
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(b) 证明如果 f 是阔的(即 epif 是闭集，见 gA.3.3) ，有 f=f。

3.29 分片线性凸函数的表示。函数 f: R现→ R，其定义域为 domf=R饵，被称为分片线性

函数，如果存在 Rn 的一个划分

Rn = X1 U X2 U .. . U XL , 

其中 intXi 手的，且对任意 t 予f= j , int Xi 门 intXj=Ø; 以及一系列仿射函数 α[x + b1 , 

", aIx+bL 使得对 zε Xi 有 f(x) = α72+bv 

证明若 f 是凸函数有 f(x) = ma.x{afx+b1 ， …， αIx+ bL} 。

3.30 函数的凸包或凸包络。函数 f: Rn → R 的凸包或凸包结定义为

g(x) = inf{t I (x , t) εconvepi f}. 

几何上，函数 g 的上境图是 f 的上境圄的凸包。

证明函数 g 是 f 最大的凸下估计函数。换言之，证明如果函数 h 是凸函数，且对所有 z

有 h(x) 运 f(x) ， 则对所有尘，有 h(x) ζ g(功。

3.31 [Roc70，第 35 页l 最大的齐次下估计函数。设 f 是凸函数，定义函数 g 为

gl划= 归lf f坠主}
、白>0α

(a) 证明函数 g 是齐次的 (即对任意 t ~ 0, g(tx) = tg(x)) 。

(b) 证明 g 是 f 的最大齐次下估计函数:即如果函数 h 是齐次的，且对所有 2 有

h(x) ~ f(x) ， 则对任意窍，有 h(x) 运 g(x) 。

(c) 证明 g 是凸函数。

3.32 凸函数的积或比。 一般而言，两个凸函数的乘积或者比值不是凸函数。但是对定义在 R
上的凸函数有一些较好的结论。证明下列结论。

(a) 如果定义在某个区间上的函数 f 和 g 都是凸函数，且都非减〈或者都非增)，二者都

大于苓，则函数 19 在此区间上是凸函数。

(b) 如果函数 f 和 g 是凹函数，大于零， 一个非减，完一个非增，那么函数 fg 是四函数。

(c) 如果函数 f 是凸函数，非减且大于零，函数 g 是凹函数，非增，且大于霉，那么函数

f/g 是凸函数。

3.33 透视定理的直接证明。直接证明 g3.2.6 中所定义的凸函数 f 的透视函数 g 是凸函数:即

证明 domg 是凸集，且对于 (x， t) ， (ν ， s) ε domg 以及 0 运。~1.有

g(8x + (1 - 8)y, 8l + (1 - 8)s) ζ 8g(x ， t) + (1 - 8)g(弘 s). 

3.34 Minkowski 函数。凸集 C 的Minkowski 函数定义为

Mc(x) = inf{t > 0 I t-1x ξ C}. 



习题

(a) 如何寻找 Mc(x) ?画图给出几何解释。

(b) 证明函数 Mc 是齐次函数，即对 α 注。有 Mc(ax) = αMc(x) 。

(c) 函数 Mc 的定义域 domMc 是什么?

(d) 证明函数 Mc 是凸函数。
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(e) 设集合 C 是闭集，对称(即如果 zεC，有 -x εC) 且内部不为空。证明 Mc 是一

种范数。相应的单位球是什么?

3.35 支撑函数演算。我们知道，集合 CCRn 的支撑函数定义为 Sc(ν) = SUp{yTx I x E C}o 

在第 75 页我们曾证明 Sc 是凸函数。

(a) 证明 SB = SconvB 。

(b) 证明 SA+B = SA +SB。

(c) 证明 SAUB = m缸{SA， SB}

(d) 设 B 是闭凸集。证明 A C B 的充要条件是，对任意 ν 有 SA(ν)ζ SB(ν) 。

共辄函数

3.36 推导下列函数的共辄函数。

(a) 最大值函数。函数 f(x) = maxi=l ,.. :,n x毡，定义在 Rn 上。

(b) 最大若干分量的和。函数 f(x) = L X [i) ，定义域为 Rn。

(c) 定义在 R上的分片线性函蚊。定义在 R上的分片线性函数 f(x) = maXi=l，… ，m(αiX+ 

bi)。在求解过程中，可以假设均按升序排列，即 α1 运… 4二 α隅，且每个函数 αiX + 切

都不是冗余的，即任选 k， 至少存在一点工使得 f(x) = αkX+ 儿。

(d) 幕函数。定义在 R++ 上的函数 f(x) = xP ， 其中 p> 10 如果 p<O 呢?

(e) 几何平均。定义在 R~+ 上的几何平均函数 f(x) = 一(TI Xi)l/飞

(f) 二阶锥上的负广义对数。函数 f(x， t) = - log(t2 - xTX) ，定义域为 {(x， t)εRn x 

R I IIxll2 <斗。

3.37 给定函数 f(X) = tr(X-l) ，其定义域为 domf = S~+。证明 f(X) 的共辄函数为

r(Y) = _2tr(_y)t/2, dom j* = -S~. 

提示:函数 f 的梯度为 \lf(X) = -X斗。

3.38 Young 不等式。设 f: R→ R 是增函数， f(O) = 0，设函数 g 是其反函数。定义 F 和 G

F(x) = l
x

ωα， G(y) = fo'Yωα 

证明函数 F 和 G 互为共辄函数。给出简单图示解释 Young 不等式

xy ζ F(x) + G(y). 
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3.39 共辄函数的性质。

(a) 凸函数与仿射函数的和的共辄函数。设 g(x) = f (x) + cTx + d， 其中，函数 f 是凸函

数。利用 f 的共辄函数户 (和 c， d) 表达 g 的共辄函数矿。

(b) 透视函数的共辄函数。将凸函数 f 的透视函数的共辄函数用户来进行表达。

(c) 共辄以及极小化。设函数 f(尘， z) 是件， z) 的凸函数，定义 g(x) . infz f(x , z)。利用

户表达矿。

作为一个应用，定义函数 g(x) = infz{h(z) I Az+b = 吟，其中 h 是凸函数，用扩 ， A

以及 b 表达到x) 的共辄函数。

(d) 共辄的共辄。证明闭凸函数的共辄的共辄是它自己:即如果 f 是闭凸函数.f =

1**. (函数称为闭的，如果其上境图是闭集;见!ìA.3.3.)提示:证明 f** 是函数 f 的

所有仿射全局下估计函数的逐点上确界。然后利用习题 3.28 中的结论。

3.40 共辄函数的梯度及 Hessian 矩阵。设函数 f: R饵→ R 是凸函数且连续二次可微。设营利

2 满足百 = \/ f(x) , \/2 f(x) >- O. 

(a) 证明'v1* (吉) = ι

(b) 证明 \/2f*(ÿ) = 飞72f(x)-1 。

3.41 标准化的负摘函数的共辄。给定标准化的负情函数

f(x) = 汇 xi 1og(均/lTX) , 
i = l 

其中 domf=R~+。证明其共辄函数为

f气的 =
。 三二 e饥 ~1

i =1 

+∞ 其他情况

拟凸函数

3.42 逼近宽度。设 fo， …， f曰 :R → R 为连续函数，考虑用 h ， … ，f饨的线性组合去逼近函数

fo。对 zε Rn ， 我们称 f = xlh + … + xnfn 在区间 [0， TJ 内以容许误差 ε>0 逼近函
数 fo ， 如果对任意 0ζtζT 存在 If(t) - fo(t)1 ζh 固定误差容限 ε> 0，考虑 f 在区

间 [0， T]逼近 fo ， 逼近宽度定义为在此误差容限下最长的区间宽度 T

W(x) = sup{T I lxd1(t) + ... + xnfn(t) - fo(t) 1 ~ t V 0ζtζ T}. 

证明 W 是拟凸函数。

3.43 拟凸性的一阶条件。证明 33.4.3 中给出的判断拟凸性的一阶条件:可微函数 f: Rη → R， 

其定义域 domf 是凸集，则函数 f 是拟凸函数的充要条件是，对任意尘， νε domf 有

的)运 f(x) ~ \/ f(X)T(y - x) ~ O. 

提示:可以先考虑定义在 R 上的函数; 一般维空间的结论可以通过将函数限制在定义域

内任意直线上得到。
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3.44 拟凸性的二阶条件。 ~3.4.3 给出了描述拟凸性的二阶条件。在本题中，我们给出二阶条件

的另一种形式。证明如下结论。

(90) 点 x E dornf 满足式 (3.21)的充要条件是，存在 σ 使得下式成立

":;;P f(的 +σV f(x)V f(X)T 兰 O. (3.26) 

对任意 ν 并 0，点 x E domf 满足式 (3.22) 的充要条件是，存在 σ 使得下式成立

V 2 f(x) + σ'1 f(x) '1 f(X)T >- O. (3.27) 

提示:不失←般性，我们可以假设 '12f(x) 是对角阵。

(b) 点 zε dornf 满足式 (3.21)的充要条件是， Vf(x) = 0 且 '12f(x) 泣。或者

Vf(尘)并 0 且矩阵 r ___.... _. _ . . , 
I V~ f(x) Vf(x) I 

H(x) = I 中 i
I V f(x )T 0 I 

只有一个负特征值。对任意 ν 于是 0，点 zε dornf 满足式 (3.22) 的充要条件是 H(x)

只有一个非正特征值。

提示:可以应用 (90) 的结论。下面的结论源自线性代数中的特征值交错定理，在本题

的证明中也可能有用 2 如果矩阵 BεS口，向量 αεRn，那么有

儿 ([:r ~])儿(B)
3.45 利用 ~3ι3 给出的判断拟凸性的一阶和二阶条件来证明函数 f(x) = 一句句的拟凸性，定

义域为 domf = R~+. 

3.46 定义域为 Rn 的拟线性函数。 R 上的拟线性函数 (既是拟凸函数又是拟凹函数)是单调

的，即单调非减或者单调非增.在本题中，我们考虑上述结论扩展至 Rn 上的情形。

设函数 f: Rn → R 是连续的拟线性函数，其定义域为 domf =Rn。证明函数可以表示

为 f(x) = g(a，Tx)，其中函数 g: R→ R 是单调函数， α ε Rn。换言之，定义在 Rn 上的

拟线性函数一定是某个线性函数的单调函数。(反过来同样正确。〉

对数，回函数及对数-凸函数

3.47 设函数 f: Rn → R 可微，定义域 domf 是凸集，对任意 z ε dornf， f(x) > 0。证明函
数 f 是对数-凹函数的充要条件是，对任意 x， νε domf ， 下式成立

f(y) ./…_('1 f(X)T(y - X)飞
f(x) 飞….. \ f(x) } 

3.48 证明如果函数 f: Rn → R 是对数-凹函数且 α ;;:: 0，那么函数 g=f 一 α 是对数-凹函数，

其定义域为 domg = {x ε dornf I f(x) > α} 。

3.49 证明下列函数是对数-凹函数。

(90) Logistic 函数 f(x) = ♂/(1 + e"') ，其定义域为 domf = R。
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(b) 调和平均函数

f(z)=13domf=R2÷ 
1/Xl +…+ 1/Xn' -----, --++ 

(c) 乘积与和之比

州)=挂号，由mf=R~+
(d) 行列式与迹之比

dct X" 
f(X) = 一一一， domf=SZ+ trX 宁宁

3.50 将多项式的系数表示为根的函数。证明具有负实根的多项式的系数可以表示为根的对

数-凹函数。换吉之，由如下等式定义的函数句: Rn • R. 

sn+ α1 (λ)sn-1 + … +αn-1(λ)$ +αn(λ) = ($一 λl)(S 一 λ2) … (s 一 λn) ，

在 -R~+ 上是对数-凹函数。

提示:函数

Sk(X) = 汇 Xil Xi~ . . .' Xik ) 

1ζi l <i2 <…<ik !:豆n

其定义域为 domSk εR~. 1 运 k ~ n. 被称为 Rn 上的 k 次初等对称函数。可以证明
s;/k 是凹函数(见参考文献[ML57j)。

3.51 [BLOO，第 41 页l 设 p 是定义在 R 上的多项式，其所有的根都是实数。证明 p 在所有使

得它大于零的区间上是对数.凹函数。

3.52 [M079，但.E.2] 矩函数的对数-凸性。设函数 f: R → R 在 R+ C domf 上非负。对

2;主 0，定义

制X) = 100 UX川u

证明函数￠是对数-凸函数。(如果 z 是正整数.f 是概率密度函数，那么 <Þ(X) 就是此分
布的 z 阶矩。〕

利用上述结论来证明 Gamma 函数

f(x) = 100 UX-1川U，
在 x;;;:l 时是对数-凸函数。

3.53 设 尘和 u 是 Rn 上的独立随机向量，其概率密度函数分别为 f 和 g. 均为对数-凹函数。

证明随机向量的和 Z=X+ν 的概率密度函数亦是对数-凹函数。

3.54 Gauss累积分布函数的对数·四性。 Gauss 随机变量的累积分布函数

时=主1~ e- t2 /2 dt, 

是对数-四函数。根据两个对数·凹函数的卷积仍然是对数-凹函数，可以很容易得出 f 是
对数-凹函数的结论。在本题中，采用另一套证明方法证明 f 的对数·凹性。我们知道，函
数 f 是对数·四函数的充要条件是，对任意 z 街 f"(x)f(笃)ζ f'(X)20
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(a) 证明对 z 注。有 f"但)f(x) ζ f'(x户。当 x<O 时的情况较为复杂，在后续步骤中证

明。

(b) 证明对任意 t 和 z 有 t2/2 ;:: - x2 /2 + xt。

(c) 利用 (b) 证明「俨/2 运 ed/2-zto 因此，对 x<O 有

LJndt 《 e$2/2乙俨 dt

(d) 利用 (c) 证明当 zζ0 时， 1"(尘)f(x) 运 f'但)2 。

3.55 对数-凹概率密度函数的累积分布函数的对数.凹性。在这道题中，我们对习题 3.54 中的结

论进行扩展。设函数 g(t) = exp( - h(t)) 是一可徽的对数-凹的概率密度函数，令

削 =1二川=1二e-hl仙也

为其累积分布函数。下面的步骤将证明函数 f 是对数·凹函数，即对任意 z 成立

f"(x)f(x) 骂~ (f'(X))2o 

(a) 利用函数 h 表示函数 f 的导数。证明如果 h'(x) 注 O. 那么 f"(x)f(x) ζ (f'(X))2 。

(b) 设 h'(x) < O. 利用不等式

h(t) ;:: h(x) + h'(x)(t - x) 

(自函数 h 的凸性可以直接得到)来证明

r'" _ -h( x) 
I a - h(t) rit <:'二千干
J_∞.... wv 飞 -h' 飞x)'

利用上述不等式证明如果 h'(x) < 0，有 f气功f(x) 运(1'但))20

3.56 更多的对数·凹的密度函数。证明下列密度函数是对数-凹的。

(a) [M079，第 493 页]G缸nma 密度函数

_.λ 

f(x) = 二-t-1fas，
r(λ) 

其定义域为 domf = R+ o 参数 λ 和 α 满足 λ;:: 1. α>0 。

(b) [M079，第 306 页] Dirichlet 密度函数

/ TJ. \λ'1+， -1 
r(lTλ) _À ，-1λ(1 _ ~_ \ f(x) = n/' ; \- ,.:;" \X … X~，， -l 11 - ~Xi I 

r(λ1)" .f(λ叶1) "'1 乱飞云r"'t) 

其定义域为 domf = {x εR~+ 11Tx < 1}。参数 λ 满足 λ 兰 1。
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关于广义不等式的凸性

3.57 证明函数 f(X) = X-l 在 s~+ 上是矩阵凸的。

3.58 Schur 补。设矩阵 Xεsn，将其表示威分块阵的形式

X=[ 二刀，
其中 A E Sk。矩阵 X 的 Schur 补 (关于矩阵 A) 为 s = C - BT A- IB (参见 SA.5.的。
证明 Schur 补若看成 sn 映射到 S←k 上的函数，在 s~+ 上是矩阵凸的.

3.59 K-凸的二阶条件。设 KCRm 是一正常凸锥，相应的广义不等式为主K。证明定义域为
凸集的二次可微函数 f: Rn → Rm 是 K-凸函数的充要条件是，对任意 zξ domf ， 任

意 νεRn，下式成立
ιδ2 f(x) 、 n
FI瓦瓦;Ht切 C.K υ，

即二阶导数是 K-非负双线性形式。(此时 ô2f/θXiÔXj E Rm，分量为 θ2ik/θXiÔXj' k = 
1，··， mz 参见 SA.4.1. ) 

3.60 K-凸函戴的下水平集和上境圈。设 KC Rm 是正常凸锥，相应广义不等式为主K' 设

f: Rn → R1n。对 α ε Rm，函数 f 的任下水平集〈关于二$K) 定义为

COt = {x εRn I f(x) 主Kα}.

函数 f 关于 -<K 的上境固定义为集合

epiKf = {(尘， t) E Rn+m I f(x) 主K t}. 

证明下列结论:

(a) 如果函数 f 是 K-凸的，则对任意 α，函数的下水平集 COI. 是凸集。

(b) 函数 f 是 K-凸的充要条件是 epiK f 是凸集。



4 凸优化问题

4.1 优化问题

4.1.1 基本术语

我们用
minimize fo(.功

subject to fï(x) ~ 0, i = 1,"., m (4.1) 

f4 (x) = 0 , i = l ,… J 

描述在所有满足 fï(x) ~ 0 , i = 1，…，m 及 hi(x) = 0, i = 1，… ， p 的 z 中寻找极小化

fo(x) 的 z 的问题。我们称 zεRn 为优化变量，称函数 fo: Rn → R 为目标函数或费
用函数。不等式 fï(x) ζ0 称为不等式约束，相应的函数 fï: Rn → R 称为不等式约束
函数。方程组 hi(x) = 0 称为等式约束，相应的函数问: Rn → R 称为等式约束函数。
如果没有约束(即 m=p=O) ， 我们称问题(4.1)为无约束问题。

对目标和所有约束函数有定义的点的集合，

Ð = ndomli n 门 domhi，
i=O i=l 

称为优化问题 (4.1) 的定义域。当点 zεD 满足约束以x) ζ0， i = 1，…，m 和

f4(x) = 0, i = 1，…，ρ 时， x 是可行的。当问题(4.1) 至少有一个可行点时，我们称为

可行的，否则称为不可行。所有可行点的集合称为可行集或约束集。

问题 (4.1) 的最优值扩定义为

扩= inf {!o(x) I fi(x) ζ0， i = 1，"'，刑，机(x)=O， i=l， … ， p}.

我们允许扩取值为土∞。如果问题不可行，我们有扩=∞(按惯例，空集的下确界为

∞)。如果存在可行解 Xk 满足:当 k →∞时， fO(Xk) → -∞，那么 ， p* = 一∞并且我

们称问题 (4.1)无下界。

最优点与局部最优点

如果扩是可行的并且 fo(x*) = p* ， 我们称 f 为最优点，或扩解决了问题(4.1) 。

所有最优解的集合称为最优集，记为
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Xopt = {x I fi{x) ~ 0, i = 1,… ,m , ~(x)=O， i=1,… ,p, fo{x) = p*}. 

如果问题 (4.1) 存在最优解，我们称最优值是可得或可达的，称问题可解。如果 Xopt
是空集，我们称最优值是不可得或不可达的(这种情况常在问题无下界时发生〉。满

足 fo{x) ζ 扩 +ε (其中 E > 0) 的可行解 z 称为e次忧。所有 ε·次优解的集合称为问

题(4.1) 的←次优集。

我们称可行解 z 为局部最忧，如果存在 R>O 使得

fo{x) = inf{fo{z) I fï(z) ~ 0, i = 1，…，例，

hi{Z) = 0, i = 1,… ,p, Ilz - Xll2 ~ R}, 

或换言之， x 是关于 z 的优化问题

. minimize fo (z) 

subject to 元(z) 运 0，

~(z) = 0, 
i = 1，…，竹l

i = 1,… ,p 

IIz - xl12 运 R

的解。粗略地讲，这意味着 z 在可行集内一个点的周围极小化了 fo。"全局最优"常被用

来代替

如果 Z 可行且 λ以(x叫) = 0，我们称约束 fi(x) ζ0 的第 4 个不等式在 z 处起作用。

如果 fï(x) < 0，则约束以x) ζ0 不起作用。〈对于所有可行解，等式约束总是起作用

的。〉我们称约束是冗余的，如果去掉它不改变可行集。

伊a4.1 我们用几个关于 zεR 的简单的无约束优化问题来表述上述概念，这里

domfo = R++ 。

• fo(x) = l/x: 扩= o. 但最优值不可达。

• fo(x) = 一 logx: p* = 一∞，所以该问题无下界。

• fo(x) = xlogx: p* = -l/e 在(唯一的〉最优解 x* = lje 处达到。

可行性问题

如果目标函数恒等于零，那么其最优解要么是零(如果可行集非空)，要么是∞(如

果可行集是空集〉。我们称其为可行性问题，有些时候将其写作

find x 

subject to fï(x) ~ 0, i = 1,… ,m 

hi(X) =0, i = 1,"', p. 

因此，可行性问题可以用来判断约束是否一致，如是，则找到一个满足它们的点。
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4.1.2 问题的标准表示

我们称(4.1) 为优化问题的标准形式。在标准形式问题中，我们按照惯例设不等式

和等式约束的右端为零。这一点总可以通过对任何非零右端进行减法得到:例如，我

们将约束 9i(X) = 9i(X) 表示为 hi(x) = 0，其中 hi(x) = 9i(X) - 9i(X)。类似地，我们将

/i(X) ~ 0 表示为 -/i(X) ζ0。

例 4.2 框约束。考虑优化问题

minirnize fo(x) 
subject to li ~二 Xi 运 Ui ， i = 1,… , n , 

其中 zεR" 为优化变量。这些约束称为变量的界〈因为它们给出了每一个阶的上下界)

或框约束(因为可行集是一个方框〉。

我们可以将该问题表示为标准形式，

minimize fo(x) 
subject to li - Xi ~二 0 ，

X. - Ui ~ 0, 
i = 1，…，η 

i = 1，…， η. 

这里有 2η 个不等式约束函数:

f、〔尘:) = 1、-尘h t=13 …，吭，

及

fi(x) = Xi-n - Ui-rt> i = η+ 1,… ,2n. 

极大化问题

按习惯，我们主要考虑极小化问题。极大化问题

maximize /o(x) 

subject to fi(x) 运 0， i = 1,…, m 

hi(x) =0, i=1,… ,p 

(4.2) 

可以通过在同样的约束下极小化 -/0 得到求解。相应地，我们可以对极大化问题 (4.2)

进行前述所有的定义。例如 (4.2) 的最优值定义为

p* = sup{/o(x) lfi(x) 运 0， i = 1,…, m , hi(x) = 0, i = 1,'" ,p} , 

并且可行解 z 是 ε，次优的，如果 /o(x) ~ p* - c;。当考虑极大化问题时，目标函数有时

又称为效用或满意度而不是费用。
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4.1.3 等价问题

在本书中，我们将非正式地使用优化问题等价的概念。如果从一个问题的解，很容

易得到另一个问题的解，并且反之亦然，我们称两个问题是等价的。(可以给出等价的

正式定义，但比较复杂。〉

作为一个简单例子，考虑问题
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i = 1,…,m (4.3) 
4=1,… , p , 

其中向> 0, i = 0，…， m 且应乒 0， i = 1，… ， p。这个问题是通过将标准形式问

题(4.1) 的目标和不等式约束函数乘以正的常数，将等式约束函数乘以非零常数得到

的。于是，问题 (4.3) 的可行集与原问题 (4.1) 是相同的。 z 对原问题(4.1) 是最优的当

且仅当它对于伸缩后的问题 (4.3) 也是最优的，因此，我们称这两个问题是等价的。但

是，两个问题 (4.1) 和问题 (4.3) 是不同的〈除非向和战都是 1)，因为目标函数和约

束函数都不同。

下面我们介绍一些产生等价问题的变换。

变量变换

设4J: Rn → Rπ 是一一映射，其象包含了问题的定义域 1)，即4J(dom 4J)二 D。我

们定义函数豆和儿为
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hi(Z) = 0, i=1γ. . ,p , 

我们称标准形式问题 (4.1) 和问题 (4.4)通过变量变换或变量代换 X = 4J(z) 所联系。

这两个问题显然等价:如果 z 解决了问题 (4.1)，那么 Z = 4J-l(X) 也求解了问

题 (4.4);如果 z 是问题 (4.4)的解，那么 X = 4J(z) 是问题 (4.1) 的解。

目标函数和约来函数的变换

设 ψo : R → R 单增; 轨，… ，'!þm : R → R 满足:当且仅当 u ζ0 时队(u) ~ 

0;ψ'm+lγ. . ,'!þm+p : R → R 满足:当且仅当 u=O 时 轨(也)=0。我们定义函数且和

儿为复合函数

元(X) = ψ'i(fi(x)) ， i = 0，…，m， hth)=ψm+i(hi(x)) ， i = 1,… , p. 
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显然，问题

minimize 10 (x ) 

subject to 元(x) ~ 0, 4=13 …,m 
hi(x) = 0, i = 1,… ,p 

与标准形式问题 (4.1) 等价;事实上，其可行集相同，最优解也相同。(前例 (4.3) 是白

为线性函数时的一个特例，其中的目标函数和约束函数均被合适的常数所数乘。〉

例4.3 最小函敢和最小范数平方问题。作为一个简单的例子，考虑无约束的 Euclid 范数

极小化问题

minimize IIAx - b!l 2 , (4.5) 

其变量为 x E Rn。因为范数总是非负的，所以我们可以只求解问题

minimizc IIAx - bll~ = (Ax - b)T(Ax - b) , (4.6) 

在这里，我们极小化 Euclid 范数的平方。问题 (4.5) 和问题(4.6) 显然等价;最优解相同。

但是，这两个问题是不相同。例如问题(4.5) 的目标函数在任意满足 Ax-b=O 的 z 处都

是不可徽的，而问题(4.6) 的目标函数对所有的 z 都是可微的 (事实上，它是二次的〉 。

松抱变量

通过观察可以得到一个简单的变换，即 fi(x) ζ0 等价于存在一个 Si 注 O 满足

fi(x) + Si = 0。利用这个变换，我们可以得到问题

minimize lo(x) 

subject to Si;?: 0, i = 1γ. . ,m 

fi(X)+Si =O, i=l,"',m 

hi(X) = 0, i=l,… , p, 

(4.7) 

其中 x E Rn , s εRm。这个问题有 η +m 个变量， m 个不等式约束〈关于仇的

非负约束〉和 m+p 个等式约束。新的变量 Si 称为对应原不等式约束 fi(x) 运 0 的

松弛变量。通过寻|入松弛变量，可以将每个不等式约束替换为一个等式和一个非负

约束。

问题 (4.7) 与原标准形式问题 (4.1) 是等价的。事实上，如果怡， s) 对问题 (4.7) 是

可行的，那么 z 是原问题的可行解，因为 Si = -fi(x) 注 0。反之，如果 z 对于原问题

是可行的，那么怡， s) 是问题 (4.7) 的可行解，其中我们取 Si = -fi(x)。类似地 ， x 是

原问题(4.1) 的最优解当且仅当(笃， s) 是问题 (4.7) 的最优解，其中 Si = -fi(x) 。
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消除等式约束

如果我们可以用一些参数 z E Rk 来显式地参数化等式约束

hi(x) = 0, i=1,… ,p (4.8) 

的解，那么我们可以从原问题中消除等式约束，如下所示。设函数 φ: Rk → Rn 是这样
的函数:尘满足式(4.8) 等价于存在一些 zεRk 使得 x = </1 (z)。那么，优化问题

illinimize 10(z) = 10(</1(z)) 

subject to ]i (z) = fi( </1(z)) ~ 0, i = 1,…, m 

与原问题 (4.1) 等价。转换后的问题含有变量 zε Rk ， m 个不等式约束而没有等式约

束。如果 z 是转换后问题的最优解，那么 x = </1(z) 是原问题的最优解。反之，如果 z

是原问题的最优解，那么(因为 2 是可行解)存在至少一个 z 使得 x= φ(z)。任意这样

的 z 均是转换后的问题的最优解。

消除线性等式约束

如果等式约束均是线性的，即 Ax = b ， 那么可以更清晰地描述消除变量的过程，并

且简单地进行数值计算。如果 Ax = b 不相容，即 bfj 究(A) ， 那么原问题无可行解。假设

不是这种情况，令 Xo 表示等式约束的任意可行解。令 F E Rnxk 为满足冗(F) = λf(A) 

的矩阵，那么线性方程 Ax =b 的通解可以表示为 Fz+xo ， 其中 z E Rk 
0 (我们可以选

择 F 为满秩矩阵，如此的话，我们有 k = n - rankAo ) 

将 x = Fz+xo 代入原问题可以得到关于 z 的问题

minimize 10(Fz + xo) 

subject to ]i (Fz + xo) ζ0， i = 1, . . . , m , 

它与原问题等价，不含有等式约束并且减少了 rankA 个变量。

引入等式约束

我们也可在问题中引入等式约束和新的变量。 一般情况的讨论比较复杂且不直观，

所以这里我们给出一个典型的例子，这个例子在后面的讨论中也十分有用。考虑问题

minimize 10 (Aox + bo) 

subject to fi(Aix + 仇)ζ0， i = 1,…, m 

hi(X) =0, i=1,…, p, 

其中 zε Rn ， Ai ε Rk， xn ， fi : Rk‘→ R。这个问题的目标函数和约束函数由函数元
和仿射变换 Aix+ 仇的复合给出。

我们引入新的变量 ωεR凯和新的等式约束饥 = Aix + bi , i = 0,…, m，从而构

造等价问题
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minimize fo(Yo) 

subject to !i(饥) ~ 0, i = 1,… , m 

Yi = A♂ + bi, i = 0γ. . ) m 

hi(x) = 0, i=l,…) p. 

该问题含有 ko+... + km 个新变量:

Yo E R旬，

及 ko + … + km 个新的等式约束:

, 31me Rkm, 

Yo = Aox +句，…，伪n = Amx + b.响，

其目标函数与等式约束是独立的，即它们各自包含不同的优化变量。

优化部分变量

我们总有

23f(ZJ)=iEff(z), 

其中 j(x) = infy f(x， y)。换言之，我们总可以通过先优化一部分变量再优化另一部分

变量来达到优化一个函数的目的。这个简单而普适的原则可以用来将问题转换为其等

价形式。对于一般形式，其描述冗长而不直观，因此，我们这里仅用一个例子来进行

说明。

设变量 x E Rn 被分为 x=(町 ， X2) • 其中 Xl εR町 • X2 ε R吨，并且叫 +n2 =n。

考虑问题
minimize fo(町， X2) 

subject to !i(Xl) 运 0， i = 1, . . . , ml (4.9) 
fi(X2) ζ0， i = 1, . . . , m2 , 

其约束相互独立，也就是说每个约束函数只与问或切相关。我们首先优化吨。定义

町的函数 fo 为

fO(Xl) = inf{fo(剖 ， z) I h(z) ζ0， i = 1,… ,m2}. 

则问题 (4.9) 等价于

. . . 
fo(町)

fi(Xl) ~ 0, i = 1,…,m1· 
(4.10) 

mllliilllze 

subject to 

霄.4.4 在约束下优化二次函数的部分变量。考虑具有严格凸的二次目标的问题，其中某

些变量不受约束2

minimize xT PUXI + 2xT P阶 十 X1P22X2
subject to fi(xl) ζ0， i = 1,… ,m. 
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这里，我们可以解析地优化句:

tf(z?R山 +2x[P川2 十 Xrp2向) = x[ (P1l - P12P"矿P~) Xl 

(参见 SA.5.的。因此，原问题等价于

上境圈问题形式

minimize xf (Pll - P12巧马1 P{;) Xl 

subject to Ii(:rh) ~ 0, i = 1, . . . ,m. 

标准问题 (4.1) 的上境图形式为

minimize t 

subject to fo(x) - tζ0 

fi(X) 运 0， i = 1,…,m 

hj(x) = 0, i=l ,"' ,p , 

(4.11) 

其优化变量为 2εRn 及 tεR。容易看出这个问题与原问题是等价的 : (x , t) 是问
题(4.11)的最优解当且仅当 z 是问题(4.1) 的最优解并且 t = fo{x)。需要注意的是，上

境图形式的目标函数是变量 z 和 t 的线性函数。

上境图形式问题 (4.11) 可以几何地解释为"图像空间" (x , t) 中的一个优化问题:在
对 z 的约束下，我们在 fo 的上境图中极小化 t，参见图4.1 。

t 

epi 10 

(矿J t') 

z 

图4.1 无约束问题的上堤图形式问题的几何解释。其目标是寻找上境图中(阴影所示〉极小化

t 的一点，即上境图中最"低"的一点。最优点是 (x* ， t*) 。

隐式与显式约束

采用 S3. 1.2 所提到的简单技巧，我们可以通过改变定义域将任何约束隐式地表达

在目标函数中。作为一个极端的例子，标准形式问题可以表示为如下一个无约束问题

minimize F{功， (4.12) 
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其中，我们用 fo 定义 F， 但其定义域被限定在可行集中

domF = {x ε domfo I Ii (x) 运 0， 1=1，··， m， ht(z)=0， 4=1， -VP}

对于 x E domF , F(x) = fo(功。 (等价地，我们可以定义 F(x) 在不可行的 z 处取值为

∞。〕问题(4.1) 和问题(4.12) 显然等价:它们有相同的可行集、最优解和最优值。

当然这种变换仅仅是一种符号游戏。将约束变为隐式不会为问题的分析和求解带

来丝毫的好处，虽然问题 (4.12) 至少在名义上是无约束的。有些情况下，这种变换会使

得问题更加难以求解。例如，设目标函数 fo 是可微的，那么其定义域是开集。而受约束

的函数 F 很有可能是不可微的，因为其定义域很有可能不是开的。

反之，我们也会碰到含有隐式约束的问题，对此我们可以将其显示化。作为一个简

单的例子，考虑问题

其中的函数 f 由下式给出

minimize f(叫 ，

T X Ax = b 
f(x) = ~ 

'∞ 其他情况.

( 4.13) 

在仿射集合 Ax = b 中，目标函数等于二次型 xTx ， 而在此仿射集合外，目标函数等于

∞。因为我们显然可以只关注于满足 Ax = b 的点，所以，称问题 (4.13) 在目标函数中

含有隐式的等式约束 Ax=b。我们可以构造等价问题

minimizc xT x 
(4.14) 

subject to Ax = b. 

将这个隐式的等式约束显式化。问题 (4.13) 和问题(4.14) 显然是等价而不相同的。问

题 (4.13) 是无约束问题但其目标函数不可微。而问题(4.14) 含有等式约束但其目标函

数和约束函数均是可微的。

4.1.4 参数与谕示问题描述

对于标准形式的问题 (4.1)，仍然存在如何确定目标及约束函数的问题。在很多情

况下，这些函数具有解析或闭式表达式，即由含有变量尘和一些参数的公式或表达式

给出。例如，设目标函数是二次的，则它具有 fo(x) = (1/2)xTpx + qTx + r 的形式。为

确定这个目标函数，我们给出系数 (也称作问题参数或问题数据) p ε sn 、 qεRn 和

TεR。我们称其为参数问题描述，因为这个待解决的特定问题(即问题实例) 被出现在

目标和约束函数表达式中的函数参数所给定。

在其他情况下，目标函数和约束函数为谕示模型(也称为黑箱或子程序模型)所描

述。在一个谕示模型中，我们无法显式地知道 f 但对于任意 zε domf ， 可以计算得到
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f(x) (通常还有一些导数〉。这个过程称为询问谕示，这通常需要一些成本，例如时间。

我们也会得到函数的一些先验知识，例如其凸性和函数值的界。作为一个具体的谕示

模型的例子，我们考虑极小化函数 f 的无约束优化问题。函数值 f(x) 及导数值'v f(x) 

可以通过子程序计算得到。可以对任意 zε domf 调用子函数但无法得到其源程序。

用参数 2 调用子程序(当子程序返回时)得到 f(x) 和'Vf(x)。注意，在谕示模型中，

我们永远无法真正得知函数;仅仅能通过询问谕示模型来得知某些点的函数值(及导

数) 0 (我们也可以知道函数的某些先验信息，例如可微性和凸性。〉

在实践中，参数问题和谕示问题的差别不是很大。如果给出一个参数问题描述，我

们可以为其构造一个谕示问题，它仅在被查询时计算所需函数的值及其导数。我们在第

III 部分讨论的大部分算法都可用于谕示模型的求解，但在限定于解决一族特定的参数

化问题时，可以使它们变得更加有效。

4.2 凸优化

4.2.1 标准形式的凸优化问题

凸优化问题是形如

. . . 
πum日llze fo(x) 

subject to 元(x) ~ 0, 

42=bh 

4=17…,m (4.15) 
i = 1,…,p 

的问题，其中 fOJ … ， fm 为凸函数。对比问题(4.15) 和一般的标准形式问题 (4.1)，凸优

化问题有三个附加的要求:

·目标函数必须是凸的，

·不等式约束函数必须是凸的，

·等式约束函数问(x) = α72 一 句必须是仿射的。

我们立即注意到一个重要的性质:凸优化问题的可行集是凸的，因为它是问题定义域

Ð = ndomfi 
i=O 

〈这是一个凸集〉、 m 个(凸的〉下水平集 {x I fi(X) ~ O} 以及 p个超平面 {x Iαfz = 圳

的交集。 (我们可以不失一般性地假设 αi i= 0: 如果对于某些 4 有向 = 0 且 bi = 0，那

么可以删去第 4 个等式约束;如果向=。但 bi 并 O. 那么第 4 个等式约束是矛盾的，

问题不可行。〉因此，在一个凸优化问题中，我们是在一个凸集上极小化一个凸的目标

函数。
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如果 10 是拟凸而非凸的，我们称问题(4.15) 为(标准形式的)拟凸优化问题。因

为凸或拟凸函数的下水平集都是凸集，可知对于凸或拟凸的优化问题，其 ε·次优集是凸

的。特别地，其最优集是凸的。如果目标函数是严格凸的，那么最优集包含至多一个点。

凹最大化问题

稍稍改变符号，我们也称

maximize 10 (x) 

subjeCt to h(x) 运 0，

α了x=b毡，

4=1, … ,m (4.16) 

i = 1,… ,p 

为凸优化问题，如果目标函数 10 是凹的而不等式约束函数!1 ， … ， 1m 是凸的。这个凹

最大化问题可以简单地通过极小化凸目标函数 -10 得以求解。对于极小化问题的所有

结果、结论及算法都可以简单地转换用于解决最大化问题。类似地，如果 10 是拟凹的，

那么最大化问题(4.16) 被称为拟凹的。

凸优化问题的抽象形式

重要的是，需要注意到我们定义凸优化问题时的一些细节。考虑 zεR2 的一个

例子，
. . . 

rrum日llze

subject to 

10{x) = xi +过
fI {x) = xd(l 十 x~) ~ 0 

h1{x) = (Xl + X2)2 = 0, 

( 4.17) 

这是该问题的标准形式 (4.1)，但不是凸优化问题的标准形式，因为其等式约束 h1 不是

仿射的，而不等式约束 !1不是凸的。尽管如此，其可行集 {x I Xl ~ 0, Xl + X2 = O} 是

凸的。所以，虽然这个问题是在凸集上极小化凸函数 10' 但它不是我们所定义的凸优化

问题。

当然，这个问题可以简单地变形为

minimize 10 (x) = xi + x~ 
subject to 1, (x) = Xl ~ 0 ( 4.18) 

h1(x) = Xl + X2 = O. 

这是标准的凸优化形式，因为 10 和 fi 是凸的，儿是仿射的。

一些作者用抽象的凸优化问题的概念来描述(抽象的)在凸集上极小化凸函数的问

题。用这一术语，问题 (4.17) 是一个抽象的凸优化问题。但我们不在本书中使用这一术

语。对于我们而言，凸优化问题不仅仅是在凸集上极小化凸函数的问题，同时也要求其

可行集特定地被一组凸函数不等式和一组线性等式约束所描述。问题(4.17) 不是凸优

化问题，而问题 (4.18) 是一个凸优化问题。 (但是，这两个问题是等价的。)
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我们采用这种对凸优化问题的严格定义不会在实践中带来太多的麻烦。为求解抽

象的在凸集上极小化凸函数的问题，我们需要用一组凸的不等式和线性的等式约束来

表示其集合。如上例所示，这一般是不复杂的。

4.2.2 局部最优解与全局最优解

凸优化问题的一个基础性质是其任意局部最优解也是(全局〉最优解。为理解这点，

设 z 是凸优化问题的局部最优解，即 z 是可行的并且对于某些 R> 0 ， 有

fo(x) = inf{fo(z) I z 可行， Ilz - xl12 ~ R} , (4.19) 

现在假设 z 不是全局最优解，即存在一个可行的 ν 使得 fo(ν) < fo(叫。显然 Ily-xll2 > 
R ， 因为否则的话有 fo(x) ζ fo(ν)。考虑由

z = (1- O)x + 句， 0= 一」211y - xl12 

给出的点 z， 我们有 IIz - xl12 = R/2 < R。根据可行集的凸性 ， z 是可行的。根据 fo 的

凸性，我们有

fo(z) ζ(1 - O)fo(x) + Bfo(ν) < fo(劣)，

这与式(4.19) 矛盾。因此不存在满足 fo(ν) < fo(x) 的可行解 y ， 即 z 是全局最优解。

对于拟凸优化问题，局部最优解是全局最优解这一性质不成立，参见 34.2 .50

4.2.3 可微函数 10 的最优性准则

设凸优化问题的目标函数 fo 是可微的，对于所有的 x ， y ε domfo 有

fo(ν) ~ fo(x) + \7fo(xf(ν -x) 

(参见 33. 1.3) 。令 X 表示其可行集，即

X={xlfi(x)~O， i=l,...,m, hi(X) =0, i=l,… ,p} 

那么 ， x 是最优解，当且仅当 zεX 且

飞7fo(X)T(y - x) ~ 0, 'r/ y ε x. 

(4.20) 

(4.21 ) 

这个最优性准则可以从几何上进行理解:如果 \7fo(x) 并 0，那么意味着 -\7fo(x) 在 2

处定义了可行集的一个支撑超平面〈参见图4.2) 。

最优性条件的证明

首先假设 XEX 满足式(4.21)。那么，如果 uε X， 根据式(4.20)，我们有 fo(y) 注

fo(x)。这表明 z 是问题(4.1) 的一个最优解。
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图4.2 最优性条件 (4.21)的几何解释。可行集 X 由阴影显示。 fo 的某些等值曲线由虚线显

不。点 z 是最优解: -'\1fo(x) 定义了 X 在 2 处的一个支撑超平面。

反之，设 z 是最优解但条件 (4.21) 不成立，即对于某些 uε X ， 有

\7 fO(X)T(ν - x) < O. 

考虑点 z(t) = ty + (1 - t)x ， 其中 tε[0， 1] 为参数。因为 z(t) 在 z 和 u 之间的线段上，

而可行集是凸集，因此 z(t) 可行。我们可断言对于小正数 t ， 有 fo(z(t)) < fo(x) ，这证

明了 z 不是最优的。为说明这一点，注意

兰fo(z(t))1 = \7 fo(xf(y - x) < 0, 
dt|t=。

所以，对于小正数 t ， 我们有 fo(z(t)) < fo(x) 。

我们将在第 5 章中深入探讨最优性条件，而在这里考察几个简单的例子。

无约束问题

对于无约束优化问题(即 m=p=O) ， 条件 (4.21)可以简化为一个众所周知的 z

是最优解的充要条件

\7 fo(x) = 0 ( 4.22) 

我们都知道这个最优性条件，有必要考察一下它是如何从条件(4.21) 中得到的。设立为

可行解，即 zε domfo' 并且对于所有可行的 ν，都有 \7fO(X)T(ν -x) 注 0。因为 fo 可

微，其定义域是开的，因此所有充分靠近 2 的点都是可行的。我们取 ν = x - t \7 fo(x) , 

其中 tE R 为参数。当 t 为小的正数时， ν 是可行的，因此

\7 fo(xf(ν - x) = - tll \7 fo(x)ll~ 注 0，

从中可知 \7fo(x) = 0。

根据式(4.22) 解的数量，有几种可能的情况。如果式(4.22) 无解，那么没有最优点;

问题无下界或最优值有限但不可达。这里我们需要区分两种情况:问题无下界，或者最
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优值有界但不可达。另一方面，我们有可能得到式(4.22) 的多个解，每一个这样的解都

极小化了10 。

~JJ 4.5 元约束二次规划。考虑极小化二次函数

fo(x) = (1/2)xT Px + qT X 十 r，

其中 ， p εs2(保证了 10 为凸函数 )0 x 为 10 的最小解的充要条件是:

\l 1o(x) = Px + q = O. 

根据这个(线性〉方程无解、有唯一解或有多解的不同，有几种可能的情况

·如果 qrt 冗(P) ， 则无解。此类情况 fo 无下界。

·如果 P>- 0 (意味着 fo 严格凸)，则存在唯一的最小解 x* = _P-lqo 

·如果 P 奇异但 qε R(P) ， 则最忧解集合为(仿射〉集合 Xopt = _ptq + λ!(P) ， 其

中 pt 表示 P 的伪逆(参见 SA.5.4)。

例 4.6 解析中心。考虑〈无约束的)极小化(凸〉函数 10: Rn → R 的问题，

1o(x) = - ~二 log(bi … α;x) ， domfo = {x I Ax -< b} , 
i = l 

其中 α72 … Jζ 表示 A 的行向量。函数 f。可微，因此 z 是最优解的充要条件为

Ax -< b, \l fo(x) =三二rz = 0 (4.23) 

(条件 Ax -< b 即是 2ζ domJoo) 如果 Ax -< b 不可行，则 10 的定义域为空.假设 Ax -< b 

可行，存在几种可能的情况 (参见习题 4.2 ) : 

· 式(4.23) 无解，则问题无最优解。这种情况当且仅当 10 无下界时发生。

.式(4.23) 有多解。在这种情况下，可以证明其解构成一个仿射集合。

·式(4.23) 有唯一解，即 f。有唯一的极小值。这种情况当且仅当开多面体{孔: I Ax -< b} 

有界非空时发生.

只含等式约束的问题

考虑只含等式约束而没有不等式约束的问题，即

minimize lo(x) 

subject to Ax = b, 
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其可行集是仿射的。我们假设定义域非空，否则问题不可行。可行解 z 的最优性条件

为:对任意满足 Ay=b 的 y ，

'\1 fO{x)T{ν - x) 注。

都成立。因为 2 可行，每个可行解 ν 都可以写作 y=X+v 的形式，其中 υελf(A)。因

此，最优性条件可表示为

'\1 fO{X)TV ;;:;:O, Vvελf(A). 

如果一个线性函数在子空间中非负，则它在子空间上必恒等于零。因此，对于任意

v E N(A) ， 我们有 '\1 fo(x) '1 'v = O. 换言之

'\1 fo(x) j_ N(A). 

利用 λf(A)l. = 冗(A勺，最优性条件可以表示为 '\1fo(x) ε 冗(A勺，即存在 νεRP，使

得

'\1 fo(x)+ATv = O 

同时考虑 Ax = b 的要求 (即要求 z 可行)，这是经典的 Lagrange 乘子最优性条件，我

们将在第 5 章中仔细地研究这个条件。

非负象限中的极小化

作为另一个例子，我们考虑问题

minimize fo (x ) 

subject to 尘兰 0，

这里唯一的不等式约束是变量的非负约束。

于是，最优性条件 (4.21)为

x>二 0， '\1 fO(x)T(y - x);;:;: 0, Vy ~二 O.

'\1fo(xfy 是 ν 的线性函数并且在 y>-O 上无下界，除非我们有'\1fi。但)主 0。于是，这

个条件简化为 - '\1 fo(♂)T X ;;:;: 0。但是 z 泣。且 '\1fo(♂)兰 0，所以必须有 '\1fo(xfx = 0, 

即

汇('\1fo(x))山=。
也=1

这里求和中的每一项都是两个非负数的乘积，因此可知每一项都必须为零，即对于

i = 1, . . .爪，有 ('\1fO(X)\Xi = 0。

因此，最优性条件可以表示为

x >- 0, '\1fo(x) 兰 0， 白 ('\1fO(X))i = O， i=1，"'， η. 

最后一个条件称为互补性，因为官意味着向量 2 和 '\1fo{x) 的稀疏模式(即非军分量对

应的索引集合) 是互补的 (即交集为空)。我们将在第 5 章中再次深入地讨论互补条件。
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4.2.4 等价的凸问题

研究 94. 1.3 描述的变换中哪些保凸是很有用的。

消除等式约束

一个凸问题的等式约束必须是线性的，即具有 A尘 =b 的形式。在这种情况下，可

以通过寻找 Ax=b 的一个特解 Xo 和域为 A 的零空间的矩阵 F 来消除这些等式约束，

从而得到关于 z 的问题，

minimize fo(Fz + 劣。)

subject to !i (Fz + xo) 运 0， 4=1, ··3m, 

因为凸函数和仿射函数的复合依然是凸的，消除等式约束可以保持问题的凸性。而且消

除等式约束的过程(以及从变换后问题的解重构出原问题的解〉只需利用标准的线性代

数运算。

至少在理论上，这意味着我们可以集中精力于不含有等式约束的凸优化问题。但

是，在很多情况下，由于消除等式约束会使得问题更难理解和求解，甚至使得求解它的

算法失效，因此最好在问题中保留等式约束。例如，当变量 z 维数很高时，消除等式约

束确实有可能破坏问题的稀疏性或其他有用的结构。

引入等式约束

我们可以在凸优化问题中引入新的变量和等式约束，前提是等式约束是线性的，所

得的优化问题仍然是凸的。例如，如果目标函数或约束函数具有 fi(A♂+的)的形式，

其中 Ai ε Rk.x白。我们可以引入新的变量 Yi ε Rki ， 用 !i(饥)替换 !i(AiX + bi) 并添加
线性等式约束 Yi = Aix + 句。

松弛变量

通过引入松弛变量，我们可以得到新的等式约束 fi(x) + Si = 0。因为凸优化问题

中的等式约束必须是仿射的，所以且需为仿射的。换言之，为线性不等式引入松弛变

量保持问题的凸性不变。

上境困问题形式

凸优化问题(4.15) 的上境图形式为

minimize t 

subjcct to fo(x) - t 运。

五(x) ζ0， i = 1,…, m 

αfz=bh tz1,,p 

目标函数是线性的(因而也是凸的)并且新的约束函数 fo(x) - t 也是怡， t) 上的凸函

数，所以上境图问题也是凸的。



4.2 凸优化 . 137 . 

有时也称线性目标函数对凸优化问题是普适的，因为任何凸优化问题都可以轻易

地转换为具有线性目标函数的问题。凸优化问题的上境图形式具有一些实际的用途。

通过假设凸优化问题的目标函数为线性，我们可以简化理论分析。也可以用于简化算

法，因为通过上述变换，每个解决线性目标的凸优化问题的算法都可以用来解决任意

的凸优化问题 (前提是它可以处理约束 lo(x) - tζ0) 。

极小化部分变量

极小化凸函数的部分变量将保持凸性不变。因此，如果问题(4.9) 中的 10 是叫和

白上的联合凸函数，并且 Ji， i = 1 ， … ， ml 和元， 4 = 1，… ， m2 都是凸函数，那么其等

价问题 (4.10) 是凸的。

4.2.5 拟凸优化

回想拟凸优化问题的标准形式

IrÙnimize lo(x) 

subject to Ji (x) 运 0，

Ax = b, 
i = 1,…,m (4.24) 

其中，不等式约束函数元， … ， 1m 是凸的，而目标函数 10 是拟凸的 (而不是凸优化问

题中的凸目标函数) 0 (拟凸约束函数可以等价地替换为凸约束函数，即具有相同 0-下

水平集的凸函数，如 33.4.5 中所示。〉

本节将指出凸优化与拟凸优化问题本质上的不闰，同时也将说明拟凸优化问题可

以归结为求解一系列的凸优化问题。

局部最优解与最优性条件

凸优化与拟凸优化问题最重要的不同在于拟凸优化问题可能有不是(全局)最优的

局部最优解。这一现象通过简单的在 R上极小化无约束拟凸函数的例子就可以观察到，

比如图4.3就显示了这样一个例子。

(x， l(功

阁4.3 R 上的一个拟凸函数J ， 具有不是全局最优的局部最优点笃。这个例子显示了简单的最

优性条件J'(x) = 0 对凸函数成立，但对拟凸函数不成立。

尽管如此， 34.2 .3 给出的最优性条件 (4.21)的一个变形对于具有可微目标函数的

拟凸优化问题依然成立。令X 表示拟凸优化问题 (4.24) 的可行集。从拟凸性的一阶条
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件(3.20) 出发，可知z是最优的，如果

zεX， '\l fo(x f (ν - x) > 0, VνεX \ {x}. ( 4.25 ) 

这一性质与凸优化问题 (4.21) 的类似性质有两个重要的不同:

· 条件(4.25) 仅仅是最优性的充分条件:简单的例子就可以说明对于最优解这个条

件并不必需成立。相比而言，条件(4.21) 是 z 为凸问题解的充要条件。

· 条件(4.25) 要求 10 的梯度非零，而条件(4.21)井不需要。事实上，对于凸问题，当

'\l fo(x) = 0 时，条件(4.21) 被满足且 z 是最优解。

通过凸可行性问题求解拟凸优化问题

可以通过一族凸不等式来表示拟凸函数的下水平集，如 93.4.5 所示，这是解决拟

凸优化问题的一般方法。令 φt: R n • R , t εR 为满足

fo(x) ~ t 字=争 φt(x) ~ 0 

的一族凸函数，并且对于每个尘，白(x) 都是 t 的非增函数，即对任意 s ~ t 总有

</>s(x) ~ </>t(x) 。

用扩表示拟凸优化问题(4.24) 的最优值。如果可行性问题

find x 

subject to </>t (x) ~ 0 

fi(x) 运 0，

Ax = b 

i = 1,… ,rn 
(4.26) 

是可行的，我们有扩 ~t。反之，如果问题 (4.26) 不可行，我们可知扩注 t。问题 (4.26)

是一个凸的可行性问题，因为所有不等式约束函数都是凸的，而等式约束都是线性的。

因此，我们可以通过求解凸可行性问题 (4.26) 来判断拟凸优化问题的最优值 f 大于或

小于给定值 t。如果凸可行性问题是可行的，则有扩运 t ， 并且任意可行解 z 也是拟凸

问题的可行解井满足 fo(x) ~ t。如果凸可行性问题不可行，那么我们知道扩 ~t。

上面的想法可以用来构造解决拟凸优化问题 (4.24) 的一个简单算法:使用二分法

并在每步中求解凸可行性问题。我们设问题可行，并从己知包含最优解扩的区间 [l ， 叫

开始求解。然后在中点 t = (l+u)/2 求解凸可行性问题，判断最优解是在区间的上半

或下半部分，并据此更新区间。于是产生了一个新的区间，仍然包含最优值但宽度仅有

原区间的一半。重复这一过程直至区间宽度足够小:

算法 4. 1 求解拟凸优化的二分法。

给定 i 运扩， 也~ p* ， 容忍度 c > O. 

重复
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1. t := (l + u)/2. 
2. 求解凸可行性问题 (4.26).

3. 如果 (4.26) 可行， u:=ti 其他情况 l := t. 

直至 u-l ~二 ι

可以保证区间 [1 ， uJ 一定包含扩，即在每一步中总有 l 运扩豆 'U。在迭代中，区间

被分为两部分，即二分法，因此 k 次迭代后区间的长度为 2-k(u-I) ， 其中 u -l 是初

始区间的长度。可以精确地知道，在算法终止前需要1l0g2((U - l)jε)1 步迭代。每次迭

代包含一个凸可行性问题 (4.26) 的求解。

4.3 线性规划问题

当目标函数和约束函数都是仿射时，问题称作线性规划 CLP)。一般的线性规划具

有以下形式

d
h
'
h

叫

+
〈
一

一-

7CGA 
e
ω
 

nA 
l
ι
L
 

m

倪

配
问

mm 

(4.27) 

其中 Gε Rmxn ， A ε RPxn。当然，线性规划是凸优化问题。

常将目标函数中的常数 d 省略，因为它不影响最优解〈以及可行解)集合。由于我

们总可以将极大化目标函数cTx+d 转化为极小化一cTx - d (仍然是凸的)，所以我们

也称具有仿射目标函数和约束函数的最大化问题为线性规划。

线性规划的几何解释可见图4.4，线性规划(4.27) 的可行集是多面体 P; 这一问题

是在?上极小化仿射函数 cTx + d (或者，等价地，极小化线性函数 cTx) 。

、 、 、 、

、 、 、 、

、 、

、 、

、 、

、 、 I - C 
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图4.4 线性规划的几何解释。可行集?是多面体，如阴影所示。目标 cTx 是线性的，所以其

等位曲线是与 c .ïE交的超平面(如虚线所示〉。点 f 是最优的，

它是?中在方向一c上最远的点。
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线性规划的标准形式和不等式形式

线性规划 (4.27) 的两种特殊情况已经被广泛深入地研究，以至于分别被赋予了特

殊的名称。在标准形式线性规划中仅有的不等式都是分量的非负约束 z 兰 0:

minimize cT x 

subject to Ax = b 

x>- O. 

( 4.28) 

如果线性规划问题没有等式约束，则称为不等式形式线性规划，常写作

，
。
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( 4.29) 

将线性规划转换为标准形式

有时〈例如，为使用标准形式线性规划的算法〉需要将一般的线性规划 (4.27) 转换

为标准形式(4.28)。第一步是为不等式引入松弛变量句，得到

minimize cT x + d 

subject to Gx + s = h 

Ax=b 

s >- O. 

第二步是将变量 z 表示为两个非负变量x+ 和 f 的差，即 x = x+ - x- , :护 ， x- 匕 O.

从而得到问题
. . . cT x+ - cT x- + d ffiilllmlze 

subject to Gx+ - Gx- + s = h 

Ax+ - Ax- = b 

x+ 己二 0, x- ~二 0 ， s ~二 0, 

这是标准形式的线性规划，其优化变量是 x+ 、 f 和 s. (这个问题与原问题(4.27) 的

等价性参见习题 4.10. ) 

这些实现技巧(以及我们在例子和习题中将看到的其他很多技巧)可以用来将很多

问题构造为线性规划。在非正式的情况下，我们常将一个可以转换为线性规划的问题

称为线性规划，即使它本身并不具有线性规划(4.27) 的形式。

4.3.1 例子

线性规划出现在非常多的领域和应用中，这里我们给出一些典型的例子。



4.3 线性规划问题 . 141 . 

食语问题

一份健康的饮食包含 m 种不同的营养，每种至少需要 b1，…，问。我们可以从η 种
食物中选择非负的量町，… ， Xn 以构成一份食谱。单位第 3 种食品含有营养 t 的量为

α材，而价格为勺。我们希望设计出一份最便宜的满足营养需求的食谱。这一问题可以描

述为线性规划
mlm口lÎze CT X 

. . 

，
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&
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ρ
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.··J LU U QU 

此问题的一些变化仍然可以构造为线性规划。例如我们可以要求营养的精确量(这将给

出一个等式约束)。我们也可以如前给出下界那样，规定每种营养的上界。

多面体的 Chebyshev 中心

考虑在多面体中寻找最大 Euclid 球的问题，多面体由线性不等式表示为

p= {x ε Rn 1 α;X ζι ， i = 1,'" ,rn}. 

(最优球的中心称为多面体的Chebyshev 中心;它是多面体内部最深的点，即离边界

最远的点;参见 ~8.5. 1o ) 将这个球重新表述为

l3 = {xc + u IIIul12 ::;;; r}. 

这个问题中的变量是球的中心 Xc ε Rn 和半径 r; 我们希望在 l3 ÇP 的约束下极

大化 T。

我们从较为简单的约束开始考虑:l3 在半空间 α72 运 bi 中，即

|扣112 ::;;; r =斗 α[(xc + u) ζ 乌. ( 4.30) 

因为

sup{α; U IIIull2 ::;;; r} = rll向 112 ，

所以，我们可以将式(4.30) 写作

α?zc + Tl|向 112 运句， (4.31) 

这是矶和 T 的线性不等式。换言之，决定球在半空间 α72 《句的约束可以写为一个线

性不等式。

因此，l3 CP 当且仅当对于所有 4=1，…， m，式(4.31)均成立。所以， Chebyshev 

中心可以通过求解关于 T 和岛的线性规划问题

口laxl口llze r 

subject toα7zc + T||向112ζ bi ， i = 1, …,m 

得到。 (更多关于 Chebyshev 中心的讨论，参见 38.5.10 ) 
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动态活动计划

我们考虑在 N 个时间段内选择或计划饥种活动或经济部门的活动水平的问题。用

Xj(t) 注 0 ， t = 1, .… ， N 表示 t 时段 j 的活动级别。活动消耗和制造的货物或商品的量

正比于其活动水平。单位活动 j 制造的商品 4 的量由何给出。类似地，单位活动 j 消

耗的商品 4 的量为句。在时段 t 内制造的商品总量由 Ax(t) εRm 给出，而消耗的商

品总量为 Bx(t) εRmo (虽然我们称制成品为"商品"，但它们也可以包括一些不想要

的产物，例如污染物。)

一个时段内消耗的商品不能超过前一个周期的生产量:必须满足 Bx(t + 1) 主

'Ax(t) , t. = 1，… ， N。给定初始商品向量 90 E R刑，用以约束第一个周期的活动水

平: Bx(1) 主 90。没有被活动消耗的超出部分的产品(向量〉由

s(O) = 90 - Bx(1) 

s(t) = Ax(t) - Bx(t + 1), 

s(N)=Ax(N) 

t=1,…,N-1 

给出。目标是最大化这些超出商品的折扣总价值:

cT s(O) + γcT s(1) + . . . +γN cTs(N) , 

其中， c E Rm 给出了商品的价值， γ >0 为折扣因子。 (如果第 i 种产品是我们不想要

的，例如污染物， q 的值为负;此时， Ici I 为清除单位产品的花费。)

综合这些讨论，我们得到关于变量 x(1) ， … ， x(N) ， s(O) ,…, s(N) 的线性规划

maxlmlze 

subject to 

cTs(O) + γcT s(1) + ... +γN cTs(N) 

x(t) 兰 0， t = 1,… ,N 

s(t) 泣。， t z 0，… ， N

s(O) = go - Bx(l) 

s(t) = Ax(t) - Bx(t + 1), 
s(N) = Ax(N) 

t = 1,…, lV-l 

这是标准形式的线性规划;变量 s(t) ;是与约束 Bx(t + 1) 主 Ax(t) 相联系的松弛变量。

Chebyshev 不等式

考虑含有 η 个元素的集合 {Ut， … ，u.n} C R 上的离散随机变量 z 的概率分布。我

们用向量 pE Rn 来描述尘的分布:

Pi = prob(x = Ui) 

因此 p 满足 p>-O 和 lTp = 1。反之，如果 p 满足 p 主 0 及 lTp = L 那么它定义了 2

的一个概率分布。我们设 Ui 是已知和不变的，但分布 p 未知。
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如果 f 是 z 的函数，那么

Ef = 2二pi!(均)
i=l 

是关于 ρ 的线性函数。如果 S 是 R 的子集，那么

prob(x E S) = 2二的
咀tεs

是关于 p 的线性函数。

尽管不知道 p. 我们有以下形式的先验知识:我们知道某些关于 z 的函数的期望的

上下界，以及 R 的一些子集的概率。这些先验知识可以表示为 p 的线性不等式约束，

α4 运 αTp ζ 践 ， i = l ,"' ,m. 

我们要给出 Efo(x) = aôp 的上下界，其中 fo 是 z 的函数。

为找到下界，我们求解关于 p 的线性规划

minimizc aô p 

subject to p ~二 0 ， l T P = 1 

何运 αrp 《白， 4=13 … ，m，

这个线性规划的最优值给出了任意满足先验知识的分布下 Efo(X) 的最小可能值。并

且，这个界是严格的:最优解给出了满足先验知识并能达到这个下界的分布。类似地， ‘

我们可以在相同的约束下极大化 dp，从而得到上界。 (我们将在 37.4.1 中更加详细地

讨论 Chebyshev 不等式。 〉

分片线性极小化

考虑极小化(无约束的)分片线性凸函数的问题

f(x) = . ~ax (α72+ 问) . 
= l ,"',m 

这个问题可以首先通过构造上境图问题等价地转化为线性规划

minimize t 

subject to m似间，. ..，m(α72+ 与)运 t ，

并将不等式表示为 m 个分开的不等式:

minimize t 

subject toαfz + 句 ζt， i = 1, -. - ,m. 

这是关于变量尘和 t 的 (不等式形式的〉线性规划。
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4.3.2 线性分式规划

在多面体上极小化仿射函数之比的问题称为线性分式规划:

其目标函数由

minimize fo{x) 

subject to Gx 主 h

Ax = b, 

_T _ , .J 

f。但)=导4平号 ， domfo = {x I eT x + f > O} 

( 4.32) 

给出。这个目标函数是拟凸的(事实上是拟线性的)，因此线性分式规划是一个拟凸优

化问题。

转换为线性规划l

如果可行集

{x I Gx 主 h， Ax = b, eT x + f > O} 

非空，线性分式规划 (4.32) 可以转换为等价的线性规划

其优化变量为 ν， z。

minimize cTν +dz 
subject to Gy - hz 二三 0 

Ay - bz = 0 

eTy + fz = 1 

z;20, 

为显示这个等价性，我们首先说明如果 z 是 (4.32) 的可行解，那么

x 
U=Fτ+ 1' 

l 
z = r..-. - eTx + f 

( 4.33) 

是(4.33) 的可行解，并且具有相同的目标函数值 cTy+dz = fo{功。从而可知 (4.32) 的

最优值大于或等于 (4.33) 的最优值。

反之，如果 (y， z) 是(4.33) 的可行解，并且 z 乒 0，那么 x= ν/z 是 (4.32) 的可行

解，并具有相同的目标函数值 fo{x) = cTy+命。如果 (ν， z) 是(4.33) 的可行解 ， z = 0, 

并且 xQ 是 (4.32) 的可行解，那么对于所有 t ~ 0 , X = XQ + ty 都是(4.32) 的可行解。并

且 limt→∞ fo{xQ + 印) = cTy +缸，因此我们可以找到(4.32) 的可行解使其目标函数值

任意接近 (y， z) 的目标函数值。由此，我们可以得知(4.32) 的最优解小于或等于 (4.33)

的最优解。
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广义线性分式规划i

线性分式规划的一个推广是广义线性分式规划，其中

fz+ 也
fo(x) = 邱缸可 . " 

z=ir--r eJ Z 十 Ji
dom fo = {x I eT x + fi > 0, i = 1,… ,r} 

. 145 . 

这个目标函数是 T 个拟凸函数的最大值，因此是拟凸的，所以这个问题本身是拟凸的。

当 r = l 时，问题退化为标准的线性分式规划。

例 4.7 Von Neumann增长问题。 考虑具有 n 个部门的经济活动，当前时段的活动水平

为饥> 0，下一时段为 可> 00 C在本问题中，我们仅考虑一个时段。〉通过活动， rn 种商

品被消耗和制造:活动水平 z 消耗商品 Bx εRm，制造商品 Ax。在下一个时段消耗的商

品量不能越过当前时段制造的量，即 Bx+ 主 Ax。经历整个时段，部门 4 的增长率由 x; jXi 

绘出。

Von Neumann 增长问题是试图寻找活动水平向量 z 以极大化整个经济过程的所有部门的

最小增长率。这个问题可以被表述为广义线性分式问题

maxmze mih1，·川t/Xi

subject to x+ 兰。

Bx+ 二三 Ax, 

其定义域为{(x，计) I x>-O}。注意剑这个问题关于 2 和工+是齐次的，所以我们可以将隐

含约束 x>-O 替换为显式约束 x >- 10 

4.4 二次优化问题

当凸优化问题 (4.15) 的目标函数是(凸〉二次型井且约束函数为仿射时，该问题称

为二次规划 CQP)。二次规划可以表述为

minimize (1/2)xT PX + qT X 十 T

subject to Gx 二三 h 

Ax=b 

( 4.34) 

的形式，其中 P 巳 S车 ， G εRmxn 并且 Aε RPxn。在二次规划问题中，我们在多面体

上极小化一个凸二次函数，如图4.5所示。

如果在 (4.15)中，不仅目标函数，其不等式约束也是(凸〉二次型，例如

minimize (1/2)xT马x + qðx + 俨0

subject to (1/2)xT PiX + qr x 十 Ti ~ 0, i = 1,…,m ( 4.35) 

Ax = b, 
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图4.5 QP 的几何解释。多面体可行集 p 如阴影所示。凸二次目标函数的等位线图如虚线所

示。点 f 是最优的。

其中 Rεs~ ， i = 0 ， 1 …，m。这一问题称为二次约束二次规划 <QCQP)。在 QCQP

巾， <当~ >- 0 时〉我们在椭圆的交集构成的可行集上极小化凸二次函数。
线性规划是二次规划的特例，即在(4.34) 中取 p=o。二次规划〈因此也包括线性

规划〉是二次约束二次规划的特例，通过在 (4.35) 中令 Pi = 0 , i = 1，…， m 可得。

4.4.1 例子

最小二乘及回归

极小化凸二次函数

IIAx - bll~ = xT AT Ax - 2bT Ax + bTb 

的问题是一个(无约束的〉二次规划。在很多领域都会遇到这个问题井有很多的名字，

例如回归分析或最小二乘逼近。这个问题很简单，有著名的解析解 x = Atb， 其中 ， A↑

是 A 的伪逆(参见 ~A.5.4) 。

增加线性不等式约束后的问题称为约束回归或约束最小二乘。此问题不再有简单

的解析解。作为一个例子，我们考虑具有变盘上下界约束的回归问题，即

minimizc IIAx - bll~ 

subject to li::;; Xi ::二问， 4 2 1，…，η， 

这是一个二次规划。(我们将在第 6 章和第 7 章中更加广泛和深入地研究最小二乘和回

归问题。)

多面体间距离

Rn 上多面体同 = {x I A)x 主的}和 P2 = {x I A2x 兰的}的 CEuclid) 距离定

义为

dist(P1 , P2) = inf{ lIxl - x2112 I Xl E Pl , X2 ε P2}. 
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如果多面体相交，距离为零。

为得到 Pl 和问间的距离，我们求解关于变量町， X2 E Rn 的二次规划

minimize 11叫一句II~

subject to A1Xl 兰的， A2X2-< 屿，

这一问题无可行解的充要条件是，其中一个多面体是空的。其最优解为零的充要条件

是.多面体相交，这种情况下，最优的 X1 和 X2 是相等的(并且是交集 P1 n 向中的
点).否则最优的 Xl 和 X2 分别在矶和向中，并且是最接近的. (我们将在第 8 章中

更加详细地讨论涉及距离的几何问题。〉

方差定界

挠们再次考虑 Chebyshev 不等式的例子(第 142 页)，其变母是由 pε Rn 给出的

未知概率分布，并且我们对其有一些先验知识。随机变盘 f(x) 的方差由

Ef2 - (E f)2 = ε郎一(兰队
2 

i=l ‘=1 

给出(其中， li=f(Ui) )， 这是 p 的凹二次函数。

由此可知，我们可以在给定的先验知识的约束下，通过求解下面的二次规划来最大

化 f(x) 的方差

立队一(立ω
2 

口laxJ.mlze

i=1 \i=l 

subjcct to P >- O. l T P = 1 

αzζα?pζβz·i=1，…， m. 

该问题的最优值给出了满足先验知识的分布下 f(x) 的最大可能方差:最优解 p 给出了

达到最大方差的分布。

关于随机费用的线性规划

我们考虑线性规划

minimize éI' x 

subject to Gx 二三 h 

Ax = b, 

其优化变量为 2ε R飞我们设费用函数(向量) cε Rn 是随机的，其均值为否，协方差

为 E(c-c)(c-ë)T = Eo (为简洁起见，我们设问题的其他参数是确定的。)对于给定的

zε Rn，费用 cTx 是(标监〉随机变量，其均值为 EcTx = ëTx ， 方差为

var(cTx) - E(cT x - E cT x)2 - xTEx. 
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一般地，在小的费用期望和小的费用方差之间有一个权衡。考虑方差的一种方法是

极小化费用的期望和方差的线性组合，即

EcTx + γ var(cT x) , 

这个函数称为凤险敏感费用。系数 γ 注 0 称为风险回避参数，因为它设置了费用的方差

和期望之间的关系。 (当 γ>0 时，我们将愿意增加一些期望费用以使得费用方差有充

分的下降〉。

为极小化风险敏感费用，我们求解二次规划

Markowitz 投资组合优化

rninirnize cT x + γxTEx 

subject to Gx :三 h

Ax = b. 

我们考虑在一时期内持有 η 种资产或股票的经典的技资组合问题。我们用功表

示在这个时期内持有资产 4 的数量 ， Xi 以美元为单位，用开始时的价格进行度量。一

般地，资产 4 的多头对应于向> 0，资产 4 的空头〈即在期末购买资产的契约)对应于

Xi < 0。我们用 Pi 表示资产在整个时期内的相对价格变动，即其整个时期内的资产变动

除以其在开始时的价格。投资总回报为俨 =pTX (以美元给出)。优化变量为投资组合向

量 zεR吨。

可以考虑对于投资组合的各种约束。最简单的约束是 Xi 注。(即没有空头)和

l T X = B (即总投资预算为 ß ， B 常取为 1 ) 。

我们用随机模型来描述价格变动:pεRn 为随机变量，其均值 p 和协方差 2 已

知。所以，对于投资组合 zε Rn ， 其回报 T 是(标量〉随机变量，均值为 pT劣，方差为

xTEx。投资组合 z 的选择需要考虑平均回报和方差之间的权衡。

由 Markowitz 引入的经典的投资组合优化问题是二次规划

rninimize xTEx 

subject to pT劣;ø rmin 

1TEE = 1， acE二 0 ，

其中，投资组合 z 是变量。这垦我们在达到最小可接收平均回报率 rr

极小化回报方差(与投资的凤险相关)λ，同时要求满足投资预算和无空头约柬。

这个问题有很多可能的扩展。例如， 一个标准的扩展是允许空头，即均 <0。为此，

我们引入变量 Xlong 、 Xshort'以及

SElonEEE二 0 ， XShOl.t ~二 0 ， x = Xlong - Xshort , l T Xshort 运 η1T Xlong . 
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最后一个约束将在时段开始时总空头与总多头的比例限制为 η。

作为另一个扩展，我们可以在投资优化问题中考虑线性交易成本。从给定的初始投

资 Xinit 出发，我们购买或销售资产以得到投资 ι 然后在前述的时期内持有它。购买和

销售资产时，我们将被收取交易费用，它正比于买卖的量。为解决这个问题，引入变量

也buy 和Usell，它们决定了时段开始前的资产买卖量。我们有约束

X = Xinit + Ubuy - Usell，也buy ~二 0 ， Usell ~二 O.

将简单的预算约束 lTx = 1 替换为初始买卖和交易费用之和的净现金为零:

(1 - fsell) 1 T U.时

这里左端为卖出资产减去卖出的交易费用，右端为总花费，包括了购买资产的交易费

用。常数 huy 注 0 和 fsell ;::: 0 是购买和卖出的交易费率(为简单起见，假设对各个资产

都一样)。

这个在最小平均回报以及预算和交易约束下，极小化平均回报方差的问题是关于

变量 X， 也buy ， Usell 的二次规划。

4.4.2 二阶锥规划

一个与二次规划紧密相关的问题是二阶锥规划 CSOCP) : 

minimize fT X 

subject to IIA卢 +biI12~Crx+di ， i = l ,..., m (4.36) 

Fx =g, 

其中 ， x E Rn 为优化变量， Ai ε Rn;xn 且 Fε RPxn。我们称这种形式中的约束

IIAx + bl12 ~ cT 
X + d, 

其中 AεRιxn，为二阶锥约束，因为这等同于要求仿射函数 (Ax+ b,cT x +d) 在 Rk+l

的二阶锥中。

当 α=0， 4=1，… ，m 时， SOCP (4.36) 等同于 QCQP (可通过将每个约束平方

得到)。类似地，如果 Ai = 0, i = 1,…, m , SOCP (4.36) 退化为(一般的〉线性规划。

但是，二阶锥规划比 QCQP (当然也比线性规划〉更一般。

鲁棒线性规划

考虑不等式形式的线性规划

. . cTx 口lmlmlze

subject to αfz 《仇， i = 1，…，竹、
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其中的参数。向和 bi 含有一些不确定性或变化。为简洁起见，我们假设 c 和 bi 是固

定的，并且知道向在给定的椭球中:

αtε t'i = {否也 + PiU IIIuI12 ~ 1}, 

其中 Pi E Rπxno (如果鸟是奇异的，我们得到的是 rankPi 维的"扁平"的椭球; Pi = 0 

表示句是完全知道的。〉

我们要求对于参数仇的所有可能值，这些约束都必须满足，那么可以得到鲁棒线

性规划

自ünimize cT x 

subject toα72ζ bi ， Vαi E 马， 4=1，… ， m.

对于所有 αtει 都有 42ζ bi 这一鲁棒线性约束可以表示为

sup{αTxl 向巴马} ~ bi. 

其左端可以表示为

sup{αfz|αzε 马}=否fz+S叩{uTplx 111也112 ~ 1} 

=否72+||Pf勿112

因此，鲁棒线性约束可以表示为

否?z+|lpf叫12 ~ b毡，

这显然是一个二阶锥约束。因此，鲁棒线性规划 (4.37) 可以表示为 SOCP

minimize cT x 

subject to aT x + IJPl xl12 运 bi ， i = 1, . . . , m. 

( 4.37) 

注意这里附加的范数项发挥了正则化项的作用;它们可以避免 z 在参数 α辜的值得考虑

的不确定性方向上变得过大。

随机约束下的线性规划

也可以在统计的框架下考虑上述鲁棒线性规划。这里我们设参数句是独立 Gauss

随机变量，均值为矶，协方差为 Ei。我们要求每一个约束 α72 《 bi 成立的概率(或信

心〉超过 η，这里 η~ 0.5，即

prob(α72 《 bi);注 η. ( 4.38) 

我们将证明这个概率约束可以表示为二阶锥约束。

令 u = α72，用 σ2 表示方差，则约束可以写为
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叫甲运主~u) 问
因为 (u - 否)/σ 是具有零均值和单位方差的 Gauss 变量，上述概率等于 φ((bi - U)jσ) ， 

其中

作)=左1
z

oo e -t
2 
/2 dt 

为零均值单位方差 Gauss 随机变量的累积分布函数。因此概率约束(4.38) 可以表示为

与主注 φ-1悦

或者，等价地，

否十 φ-l(η)σ 运 bi

由 u= 百73 和 σ = (XT:EiX)1/2 ， 我们可得

否72+ 矿1(η)||z;/22||2 《 bz

根据我们的假设 η ;;::: 1/2，有 φ-1(η) ;;::: 0，所以这个约束是二阶锥约束。

总之，问题

minimize cT X 

subject to prob(α72 运队)注 η， i = 1,…,m 

可以表示为 SOCP

minimize cT x 

subject to 否?z+扩1(η) ||z:/22 | |2 《 b毡， i = 1, . . • ,m. 

(我们将在第 6 章更加深入地考虑鲁棒凸优化问题。参见习题 4.13 、 4.28 和 4.590 ) 

告']4.8 损失凤险约束下的投资组合优化。我们再次考虑前面描述过的经典的 Markowitz

投资组合优化问题 (参见第 148 页)。在这里，我们假设价格变化向量 P E Rn 是一个均

值为 p. 协方差为 2 的 Gauss 随机变盘。因此，收益 T 是 Gauss 随机变量，其均值为

r = pTx• 方差为 4 = zTZZO

考虑具有下列形式的损失凤险约束

prob(r ~α)ζβ， (4.39) 

其中， α 为给定的要避免的收益水平 〈例如，大的损失)， β 为给定的最大概率。

如前述的鲁棒线性规划的随机解释，我们可以用单位 Gauss 分布随机变量的累积分布函数
φ 来表示这个约束。不等式 (4.39) 等价于

pTX + φ-l(β) 1 1 L;1/2x 1l 2 注 α.
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给定 β 运 1/2 ( 即 φ-l(β) 运 0)，这个损失风险约束是二阶锥约束。(如果 β> 1/2，损失风

险约束对于 z 将是非凸的。)

因此，在损失风险(并且 9ζ1/2) 的界限约束下极大化期望收益的问题可以视为具有二阶

锥约束的 SOCP:
max.imizc pT X 

subject to pT x + φ-1(β) 1I ~1/2xIl 2 ~α 

x?:::: 0 , lTx = 1. 

对于这个问题有很多的扩展。例如，我们可以加入一些损失风险约束，即

prob(r ~αi) 运 ßi ， í = 1,… , k , 

(其中 ßi 运 1/2) ，这表示了对不同损失水平 (αρ，我们愿意接受的风险 (βρ 。

极小表面

考虑可微函数 f: R2 → R，井且 domf= C，其图像的表面积由

A = I ,/1 + 11ÿ' f(x) lI ~ dx = I 11(ÿ' f(吟 ， 1)112 dx 
JC • JC 

给出，这是 f 的凸函数。极小表面问题是在某些约束下，例如在 C 的边界上给定 f 的

某些值，寻找 f 以极小化 A。

我们可以通过离散化 f 来逼近这个问题。令 C = [0, 1] x [0， 1] ，用 /ij' i , j = 
0，… ， K 表示 f 在 (i/K， j/K) 的值。在 x = (i/K， j/K) 点 f 的导数的近似表达式可

以由前向差分得到:

f i+ l ,j -IiJ ÿ' f(x) 勾 K|J d 

元，)+1 -!i.j 

将其代入区域的图中并用求和逼近积分，我们可以得到图的表面积的近似

_ K-l 

A ~ Adisc = 万三
，
J

句
J
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离散化的近似面积 Adisc 是仇的凸函数。

我们考虑 fij 的各种约束，例如对其任意元素或矩的等式或不等式约束〈例如，元

素值的界)。作为一个例子，我们考虑在正方形左右边界的值固定的情况下，寻找最小

区域表面的问题:
minimize Adisc 

subject to fOj = lj , j = 0,' .. ,K 

fKj = 勺， j=0，… ， K，

(4.40) 

、
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其中，岛， tJ=0，… ， K 为优化变量， lj , r j 为正方形左右边界上的给定值。

我们可以通过引入新变量句， i， j = 0，…， K-1 将问题 (4.40) 转换为 SOCP:

, , 
mmlmlze 

subject to 

4.5 几何规划

K由1

(1/ K2) 艺 tij
i ,j = O 

K(Jλi+刊l，j 一 h飞i，j

K(Jλ}LU'J扑j什+刊I 一 A人，]ρ) 主二 tij , i , j = 0,… , K - 1 

1 
2 

]Oj =句， j=0，… ， K

]Kj = 勺， 3=0，··， K.

本节将描述一类优化问题，它们的自然形式并不是凸的。但通过变量替换或目标函

数、约束函数的变换，可以将它们转换为凸优化问题。

4.5.1 单项式与正项式

函数 f: R n • R , domf=R~+ 定义为

f(x) = ω:142.zzn ， (4.41) 

其中 c> 0 ， αi E R。它被称为单项式函数或简称为单项式。单项式的指数句可以是任

意实数，包括分数或负数，但系数 c 必须非负。("单项式"与代数中的标准定义矛盾，

在那里指数必须是非负整数，但这个矛盾不会有任何混淆。〉单项式的和，即具有下列

形式的函数称为正项式函数(具有 K 项)，或简称为正项式

K 

](x) = 艺ckz?~;以 -22础， (4.42) 

其中 Ck > 0。

正项式对于加法，数乘和非负的伸缩变换是封闭的。单项式对于数乘和除是封闭

的。如果将正项式乘以一个单项式，其结果是一个正项式:类似地，将正项式除以一个

单项式，其结果仍为正项式。

4.5.2 几何规划

具有下列形式的优化问题

minimize fo(x) 
subject to fi(x) ~ 1, 

hi(X) = 1, 

i = 1,…, m (4.43) 

i=lγ ， , ,p 
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被称为几何规划 (GP) ，其中 fo ， … ， fm 为正项式 ， ht, … , hp 为单项式。这个问题的定
义域为 Ð = R++; 约束 X>-O 是隐式的。

几何规划的扩展

很容易处理这一问题的一些扩展。如果 f 是一个正项式而 h 为单项式，那么可

以通过将约束 f(x) ζ h(x) 表示为 f(x)jh(x) 运 1 (因为 f/h 为正项式)来处理。这

包括了约束为 f(x) ζα 的特殊情况，其中 f 为正项式且 α>0。类似地，如果 h1 和

问均是非零单项式函数，那么我们处理等式约柬问(x) = h2(X) 时，可以将其表示为
h1(x)jh2(X) = 1 (因为 hd归为正项式)。我们极大化一个非零单项式函数，可以通过

极小化其倒数 〈也是一个单项式)来实现。

例如，考虑下面的问题

maximize x j y 

subject to 2ζzζ3 

x2 + 3yjz 运 ..fÿ

Z/y=z2, 

其优化变量为 x， ν， z εR(隐含约束为尘， y , z > 0)。用前述简单的转换，我们得到等
价的标准形式 GP:

口lÍnimize x - 1 Y 

subject to 2x-1 :::;; 1, (lj3)x:::;; 1 

x2ν- 1/2 + 3ν1/2Z- 1 ζ1 

xy-lz-2 = 1 

我们也称类似这样的问题为 GP，它可以很容易地转换为等价的标准形式 GP (4.43)0 (如

同我们称可以轻易转换为线性规划的问题为线性规划一样。〉

4.5.3 凸形式的几何规划

几何规划(一般〉不是凸优化问题，但是通过变量代换以及目标、约束函数的转换，

它们可以被转换为凸问题。

我们用 ω = logxi 定义变量，因此向 = eYi。如果 f 是由 (4.41)给出的 z 的单项

式函数，即

那么，

f(x) = α?l z22 … zp ， 

f ( x ) = f (eY1 , . . . ,eYTl
) 

=c(eY1 )α1 … (eYn)an 

由盼 eaTy+b
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其中 b = logco 变量变换 Yi = logxi 将一个单项式函数转换为以仿射函数为指数的函

数。

类似地，如果 f 是由(4.42) 给出的正项式，即

于是

K 

f(x) = 汇c时~俨 -zr巾 ，
k=l 

K 

f(x) = 艺JE+bk ，

其中 αk = (αlk>…， αnk) 而 bk = logck。经过变量变换，正项式转换为以仿射函数为指

数的函数的和。

几何规划 (4.43) 可以用新变量 ν 的形式表示为

Ko 

mioimize Le伽-协
k=l 

K ‘ 
m灿bj阳e创创ct tωo 2艺二 e4445μU叫+

k=l 

i = 1,…, m 

e9'[y+hi = 1, i = 1,… , p , 

其中 αik 巳 Rn ， i=Û,…, rn ， 包含了以正项式为指数的不等式约束， giGRn ， 4=

1,… , p ， 包含了原几何规划中以单项式为指数的等式约束.

现在我们采用对数函数将目标函数和约束函数进行转换，从而得到问题

Ko 

ffillliffilze 元(Y) = log ( 2:二 eGL计bOk

subj创t to Îi (y) = log ( 2:二A宙+b1k I ~ 0 , i = 1, . . . , m 

hi(ν)=9;y+hi=O， i=l ,..., p. 

( 4.44) 

因为函数 ji 是凸的，儿是仿射的，所以该问题是一个凸优化问题。我们称其为凸形

式的几何规划。为将其与原始的几何规划相区别，我们称 (4.43) 为正项式形式的几何

规划。

需要注意的是，正项式形式的儿何规划(4.43) 与凸形式的几何规划(4.44) 之间的

转换并不涉及任何运算;两个问题的数据是相同的。市要战变的仅仅是目标函数和约束

函数的形式。
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如果正项式目标函数和所有约束函数都只含有一项，即都是单项式，那么凸形式的

几何规划(4.44) 将退化为(一般的〉线性规划。因此，我们将几何规划视为线性规划的

一个推广或扩展。

4.5 .4 例子

Frobenius 范数的对角化伸缩

考虑矩阵 Mε Rnxn 和相应的将 u 映射到 ν =Mu 的线性函数。我们对坐标进行

伸缩变换，即将变量转换为 ü = Du. ÿ = Dy. 其中 D 是对角矩阵且 Dii > 0。在新的
坐标下，线性函数由 ÿ = DMD-1ü 给出。

现在我们试图选择伸缩尺度以使矩阵 DMD-1 较小。我们用 Frobenius 范数(的

平方〉 来度量矩阵的尺寸:

IIDMD咱=叫(DMD-1)T (DMD-1)) 

=艺 (DMD一%
i ,j= l 

= 汇 M~d;/d; ，

其中 D = diag(d)。因为这是 d 的正项式，选择尺度 d 以极小化Frobenius 范数的问题

是一个无约束几何规划，
n 

minimize 2二 l1434/号，
i ,j=l 

其优化变量为 d。这个几何规划问题的指数只有 0、 2 和一2。

悬臂梁的设计

考虑悬臂梁的设计问题，它包含 N 段，从右至左依次标号为 1，… ， N. 如图4.6所

示。每一段都有单位长度和矩形截面，截面宽为问，高度为仇。 -个垂直负载 (力 ) F

被施加于梁的右端。这个负载将使梁 (向下) 偏转，并且在梁的各段上产生压力。我们

设挠度很小，并且材料是线性弹性的，其杨氏模量为 E。

第4段第3段第2段第1段

--. 
F 

图4.6 四段的分段悬臂梁。每段具有单位长度和矩形侧面。垂直力 F 被施加在梁的右端。
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这个问题中待设计的变量是 N 段的宽度叫和高度仇。我们在一些设计要求的约

束下，试图极小化梁的总体积

wlhl +... + wNhN , 

添加每段的宽度和高度的上下界

Wmin ~ Wi ~ Wm邸， hmin ~ ~ζhmax， i = 1,… , N , 

以及形状比例约束

Smin ~ hdwi 运 Smax.

此外，材料每段上承受的最大压力和梁末端的垂直挠度均有限制。

我们首先考虑最大压力约束。第 4 段的最大压力，记为的，由的 = 6íF/(Wi咛)给

出。我们利用约束
6iF 
.τζσmax， t=1，… ， N , 

Wi时

以确保压力不超过梁上任意处可允许的最大值 σm础。

最后一个约束是梁末端垂直挠度的限制，记为 Yl:

Yl ~三 Ymax'

挠度的可由梁上各段的挠度和斜度，从 VN+l = YN+l = 0 开始按 4=N， N-1，…， 1 

依次递归求得:

怡←川川-1斗呐1盯i
E 

在这个递归式中，约是在 i 段右端的挠度， Vi 为同一点的斜度。由递归式 (4.45) ，我们

可以证明，这些挠度和斜度量事实上都是变量 ω 和 h 的正项式函数。首先，我们注意

到 VN+l 和 YN+l 均是霉，因此是正项式。现在假设的+1 和执+1 是 ω 和 h 的正项式。

那么 (4.45)左侧的等式表明均是单项式和一个正项式(即饥+1)的和，因此，是一个

正项式。从(4.45) 右侧的等式，我们可以看出挠度切是一个单项式和两个正项式(叫+1

和执+1)的和，所以是一个正项式。特别地，梁末端的挠度 Yl 是一个正项式。

于是，问题为

N 

minimize ~二ω山
也=1

subject to Wmin 运 ω4ζωmax ， i = l ,… ,N 

hmin ζ hi ~ hm缸， 4 = 1，… ， N (4 .46) 

Sminz二 hdwi ~二 Sma.x， i = 1,… , N 

6iF/(ωih;) 运 σm缸， i = 1, . . . ,N 

Yl ~ Ym缸，
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其中， ω 和 h 为优化变量。这是一个几何规划，因为其目标函数是正项式并且约束都可

以表示为正项式不等式。(事实上，除了挠度限制是复杂的正项式不等式外，其他约束

都可以表示为单项式不等式。)

当段数 N 很大时，在正项式的中出现的单项式项的数目近似以 N2 增长。在习

题 4.31 中，我们将探讨这个问题的另一表述，它通过引入叫，… ， VN 和机，… ， YN 作

为变量并包含改进的递归式作为约束集而得到。该表述避免了单项式数目的快速增长。

通过 Perron- Frobenius 定理极小化谱半径

设矩阵 Aε Rnxn 的元素非负，即对于 i， j = 1γ . .爪， Aj ~ 0，并且不可约筒，
这表明矩阵 (I + A)n- l 的元索非负。 Perron-Frobenius 定理表明 ， A 具有等于其谱半

径，即特征值的最大幅值，的正实数特征根 λpfo Perron-Frobenius 特征值 λpf 决定了

当 k →∞时 Ak 增长或消退的渐进速率。事实上，矩阵 ((1/λpf)A)k 收敛。粗略地讲，
这表明当 k →∞时，若 λpf> L Ak 按入;f 增长，若 λpf < 1, Ak 则按 λ:f 衰减。

非负矩阵理论的一个基本结果表明 Perron-Frobenius 特征值由

λpf = inf{λI Av 主加对某些 v>- O} 

给出(并且极限是可达的〉。不等式 Av 二三却可以表示为

2二 Ai川/( À Vi) ~ 1, i = 1, . . . ，饨' (4.47) 

这是变量 Aij 、向和 λ 的正项式不等式。因此，条件 λpf ~二 λ 可以表示为 A、 υ 和 λ 的

一组正项式不等式。这使得我们可以利用几何规划来求解一些关于 Perron-Frobenius

特征值的优化问题。

设矩阵 A 的元素为某些基本变量 z 的正项式函数。在这种情况下，不等式 (4.47)

是关于变量 zεRk 、 V E Rn 和 λ ER 的正项式不等式。我们考虑选择 z 以极小化 A

的 Perron-Frobenius 特征值(或谱半径〉的问题，对 z 可能有正项式不等式约束:

minimize λpc(A(x)) 

subject to fi(x) ζ1 ， i = 1,…, p, 

其中 fi 为正项式。利用前述特征，我们可以将这个问题表示为 GP:

mmlilllzeλ 
n 

subject to l二 Aij'Uj/(材)ζL
j=1 

i = 1,… ,n 

fi(x) 运 1 ， i = 1,… ,p , 

其中的优化变量为 2、 υ 和入。
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作为特定的例子，我们考虑一个描述细菌数量动态特性的简单模型，时间或周期以

小时为单位，记为 t = 0， 1 ， 2，…。向盘: p(t) E Rt 描述了 t 时刻的年龄数量分布: P1 (t) 

为年龄在 0 至 1 小时间的细菌的总数:的(t) 为年龄在 1 至 2 小时间的细菌的总数，依

此类推。我们〈任意地)假设没有任何细菌的生存时间超过 4 个小时。其总数在每一时

刻按 p(t + 1) = Ap(t) 繁殖，其中

A = 

b 1 b2 b3 b4 

81 0 0 0 

o 82 0 0 

o 0 83 0 

此处， ι 是处于年龄组 t 的细菌的繁殖率， Si 是处于年龄组 4 的细菌生存到 t 十 1 年龄

的存活率。我们假设 bi > 0 , 0 < 8i < 1，这也保证了矩阵 A 不可约简。

A 的 Perron-Frobenius 特征值决定了细菌数量增长或衰减的渐进速率。如果

入pf < 1，数量按类似也f 收敛到零，因此数量减半的时间为 -1/1og2λpf 小时。如果

入pf> 1，数量按类似 λ;f 几何增长，经过 1/1og2 入pf 其数量增倍。极小化 A 的谱半径

对应于寻找最快的衰减速率，或者最慢的增长速率。

我们选择 Cl 和 C2 为决定矩阵 A 的基本变量，它们是环境中影响细菌出生率和存

活率的两种化学物质的含量。我们用这两种浓度的单项式函数对出生率和生存率进行

建模:

bi = bfom ( CI / c~om ) Oï ( czl C20m )仇， 4=1，·..， 4，

8i = 8fom (cd cfom)1'i (C2/ C2om)仇， i = 1，…， 3.

这里 byo皿为标称出生率， s?。m 为标称存活率， cfom 为化学物质 4 的标称浓度。常

数 α4 、品、 γz 和 ði 在化学物质浓度远离标称值时对出生率和存活率产生影响。例如

α2 = 一0.3 和 γ1 = 0.5 表示当超过其标称浓度时，化学物质 1 浓度的增加将导致年龄

在 1 到 2 小时间的细菌的出生率降低，同时将使得年龄在 0 和 1 小时间的细菌生存率

增加。

假设可以独立地增加或减少浓度 ct 和 C2 (例如，在 2 倍范围内)，于是，我们可以

构建寻找药物组合的问题，以最大化数量衰减速率 (即极小化 λpf(A))。利用之前讨论

的方法，这一问题可以写为 GP 的形式:

minimize λ 

subjcct to b}v} + b2V2 + b3V3 + b4V4 运 λ叫

s}v} ~λV2 

S2V2 ~λ切3

S3V3 运 λV4
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1/2 ~ cdciom ζ2， i = 1,2 

句= bfom (cd cîom)叫c2/~Om)ßi ，

Si = 碍。m(CJ /cîomyri(c2/号。m)仇，

其中的优化变量为仇， Si , Ci，叫和入。

4.6 广义不等式约束

4 凸优化问题

i = 1,…, 4 

i = 1,…, 3, 

通过将不等式约束函数扩展为向量并使用广义不等式，可以得到标准形式凸优化

问题(4.15) 的一个非常有用的推广:

minimize fi。但)

subject to fi(x) 主K‘ 0 ，

Ax = b, 
i = 1,…, m ( 4.48) 

其中 10: R n • R , Ki C Rki 为正常锥， h : Rn → Rki 为矶，凸的。我们称此问题为(标

准形式的〉广义不等式意义下的凸优化问题。问题 (4.15) 是当 Ki = R+ , i = 1,…, m 
时的特殊情况。

常规凸优化问题的很多结论对于广义不等式下的问题也是成立的。下面是一些

例子:

·可行集，任意下水平集和最优集都是凸的。

·问题(4.48) 的任意局部最优解都是全局最优的。

·在 ~4.2.3 中给出的对于可微函数 10 的最优性条件不加改变地成立。

(在第 11 章中〉我们也可以看到广义不等式约束下的凸优化问题常常可以简单地按照

常规凸优化问题进行求解。

4.6.1 锥形式问题

在广义不等式的凸优化问题中，最简单的是锥形式问题(或称为锥规划)，它有线

性目标函数和一个不等式约束函数，该函数是仿射的(因此是 K-凸的) : 

. . . 
mmu丑ize cT x 

subject to Fx + 9 二三KO

Ax = b. 

( 4.49) 

当 K 是非负象限时，锥形式问题退化为线性规划。我们可以将锥形式问题视为线性规

划的推广，其中的分量不等式被替换为广义线性不等式。

仿照线性规划，我们称锥形式问题
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I丑inimize CTX 

subject to X ~二KO

Ax=b 

为标准形式的锥形式问题。类似地，问题

minimize CT X 

subject to Fx + 9 二三KO

称为不等式形式的锥形式问题。

4.6.2 半定规划

当 K 为 si，即 kxk 半正定矩阵锥时，相应的锥形式问题称为半定规划 CSD酌，

并具有如下形式， . . . cTx mllllmlze 

subject to x1F1 + … +XnFn +G 二三 0 

Ax = b, 
( 4.50) 

其中 G， 日，…，凡 E Sk , A E RPxn。这里的不等式是线性矩阵不等式 (LM!，参见

例 2.10) 。

如果矩阵 G， 日，… ， Fn 都是对角阵，那么(4.50) 中的 LMI 等价于饲个线性不等

式， SDP (4.50) 退化为线性规划。
标准和不等式形式的半定规划

仿照线性规划的分析，标准形式的 SDP 具有对变量 X E sn 的线性等式约束

和(矩阵〕非负约束:
、

minimize tr(CX) 

subject to tr(AiX) = 句， 4=1，…， p

X >-- 0, 

(4.51) 

其中 C， A! ,… ,Ap εS倪。(注意 tr(CX) = 2立j=l CijXij 是 sn 上一般实值线性函数

的形式。〉将这一形式与标准形式的线性规划(4.28) 进行比较。在线性规划 CLP) 和

SDP 的标准形式中，我们在变量的 p 个线性等式约束和变量非负约束下极小化变量的

线性函数。

如同不等式形式的 LP (4.29)，不等式形式的 SDP 不含有等式约束但具有一个

LMI: 
rninimize c'l ♂ 

subject to x1A1 十 … 十 xnAn 二三 B , 

其优化变量为 xER饵，参数为 B， Al ,… , An E Sk , CεRn。
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多 LMI 与线性不等式

对于具有线性目标， 等式、不等式约束及多个 LMI 约束的问题

区lÏnimize cT x 

subject to p(i)(X) = xIPii) + . . . + XnpJi) + G(i) 三 0， t = 1，-， K

Gx 二三 h , Ax = b) 

仍然经常称其为 SDP。从单个 LMI 和线性不等式可以构造具有大的对角块的 LMI. 从

而可以容易地将这样的问题转换为一个 SDP

4.6.3 例子

二阶锥规划j

应lÏnimize cT x 

subject to diag( Gx - h) p(l) (功， . . . , p(的(x)) 主 O

Ax = b. 

SOCP (4.36) 可以表示为锥形式问题

其中

口ünimize cT x 

subject to 一(A♂+ bi , cT x + di) 手ι 0) i = l ,"', m 

Px =g、

Ki = {(y , t) E R n i+1 111ν1 1 2 运 t} ，

即 Rni+1 中的二阶锥。这解释了为何优化问题 (4.36) 被称为二阶锥规划。

矩阵范数的极小化

令 A(x) = Ao + x 1A 1 + …+句An' 其中 Ai E Rpxq。考虑无约束问题

minimize 11 A( x) 112, 

其中 11 . 112 表示其谱范数 (最大奇异值)， x εRn 为优化变量。这是一个凸问题，因为

IIA(x) 11 2 是劣的凸函数。

利用 IIA I 12 运 s 当且仅当 ATA 主 821 (且 s 注 0) 这一事实，我们可以将问题表示

为下面的形式
. . 

口lllllmlze 8 

subject to A(x)T A(x) 主 81，

其优化变量为 z 和 80 因为函数 A(xfA(x) - 81 在 (x， s) 上是矩阵凸的，所以这是具

有一个 qxq 矩阵不等式约束的凸优化问题。
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利用

ATA 主 t21 (并且 t 注。)仨=争
tI A 

_ 1>-0 
AT t1 I -

的事实(参见!ìA.5.5) ，我们也可以用一个大小为 (p + q) x (p + q) 的矩阵不等式对问
题进行构建。其结果是关于变量尘和 t 的 SDP

口11m口lÍze t 

subject to 
tI A(x) 

A(xf tI 
>- o. 

矩问题

令 t 为 R 上的随机变量。期望值 E tk (假设存在〉称为分布 t 的(力〉 矩。下面的

经典结果给出了矩序列的性质。

如果存在 R 上的概率分布使得 Xk = E t k , k = 0，…，如，那么 Xo = 1 并且

Xo Xl X2 Xn-l X咀

Xl X2 X3 Xn Xn+ l 

H(xo , . . . , X2n) = I X2 X3 X4 Xn+l Xn +2 
> O. (4.52) . 

Xn-l Xn Xn+l X2n- 2 X2π-1 

Xn 二!:n+l Xn+2 X2n- l X2n 

(矩阵 H称为关于句，… ， X2吨的Hankel矩阵。)容易看出:令 Xi = E ti , i = 0, . . . ， 2优

为某些分布的矩，并令 y = (切， ν1 ，…， Yn) ε Rn+1 。那么，我们有

n 

yT H(xQ ,.'. ， X2n)ν= 汇 ωjE户 = E(yO + Ylt1 + . . . + Yntn)2 川
i ,j=O 

下面的部分逆命题不那么明显:如果 Xo = 1, H(x) >- 0，那么存在 R上的一个概率分布

使得 Xi = Et\i = 0，…，如。(其证明参见习题 2.370) 现在假设 Xo = L H(x) >- 0 (但

有可能 H(x) 乒 0) ，即线性不等式(4.52) 成立，但可能不严格。在这种情况下，存在

R 上的分布序列，其矩收敛于 z。总结可知:句，…， X2n 为 R 上某些分布的矩(或分

布系列的矩的极限)这一条件可以表述为变量 z 的线性矩阵不等式(4.52) 及线性等式

劣。 =1。利用这一事实，我们可以将一些关于矩的有趣的问题转化为 SDPo

设 t 为 R 上的随机变量。我们不知道其分布但知道其矩的界，即

丘k ~ Et
k 主二 J.Lk' k = 1,… , 2n 
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〈特殊地，它包括一些矩己知的情况〉。令 p(t) = 句+ Clt +… + C2nt2n 为 t 的一个给
定的多项式。 p(t) 的期望关于矩 Et~ 是线性的:

Ep(t) = I: cj Eë =汇CjXi
i=O i=O 

我们可以计算所有满足给定矩的界的概率分布 Ep(t) 的上、下界

minimize (maximize) Ep(t) 

subject to 旦k 主二 Etk 军二 Fb k = 1,… ， 2饥，

这可以通过求解下面的 SDP 得到

minimize (maximize) 

subject to η
 

9u ti' 
=

。

如
k

〉
-

dd a2 cbz 
+
一
μ
·
，

J
h『

kh 

+zz 
l
r
电

L

啡'
h
f
1

、

吓
也

H

其优化变量为 Xlγ. . ， X2n。对于所有满足已知矩约束的概率分布，它给出了 Ep(t) 的
界。这些界是紧的，即存在分布序列满足给定的矩界，并且这些序列的 Ep(t) 收敛于

SDP 得到的上、下界。

不完全协方差信息下的投资组合风险界定

我们再次考虑经典的 Markowitz 投资组合问题(参见第 148 页)。我们有 n 项资产

或股票组成的投资组合，用 Xi 表示在一定技资周期内持有的资产 4 的量，的表示在这

个期间内资产 4 的相对价值变化。资产总价值的变化为 pTX。价值变化向量 p 建模为一

个随机变量，其均值和协方差为

p = Ep , E=E(p-p)(p-pf. 

因此，资产价值是随机变量，其均值为 pTX ， 标准差为 σ = (xTEx)lj2。大的损失(即资

产变化显著小于期望值)的风险直接与标准差 σ 相关井随之增加。因此，标准差(或方

差 σ2) 被用来作为投资组合风险的一个度量。

在经典的投资组合优化问题中，投资组合 z 是优化变量，我们在最小平均收益和其

他约束条件下极小化风险。价值变化的统计量 p及 2 是问题的己知参数。对手此处所

考虑的风险界定问题，我们将问题转换为:假设投资组合已知，但关于协方差矩阵 E，

我们仅有部分信息。例如，我们也许知道每一项的上、下界

Lij ~二 Eij ~二矶3 ， 1 ， j=1，…，饨，

其中 ， L 和 U 给定。现在，我们提出这样的问题:在满足给定界的所有协方差矩阵中，

我们投资的最大风险是多少?我们定义投资组合的最坏情况的方差为

σ;'c = sup{xTEx I Lij !Ç Eij !Ç Uij , i ,j = 1 ， …爪， E 兰 O}.
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当然，协方差矩阵必须满足附加条件'E >-O。

我们可以通过求解下面的 SDP 找到 σWC'

maximize xT'Ex 

subject to L ij ~二'Eij ~二 U巧， i , j = 1,… ,n 

'E >- 0, 

其变量为 Eε sn ( 问题参数为 2、 L 和 U)。最优的 2 是每项均满足我们给定的界的

最坏情况的协方差矩阵，这里的"最坏"意味着(给定的〉投资组合尘的最大风险。从

SDP 的最优解 2 出发，我们容易构造满足给定的界井达到最坏情况下的方差的 p 的分

布。例如，我们可以取 p = p+ 'E11与，其中 u 是满足 Ev=O 和 EvvT = 1 的任意随机
变量。

显然，对任何关于 2 的凸的先验信息，我们可以用相同的方法确定 σ啊。在这里列

出一些例子。

·己知特定投资组合的方差。我们也许有等式约束，如

Uk'EUk = σ2， 

其中 Uk 和 σk 给定。这对应着关于特定的己知投资组合(由 Uk 给出〉有已知(或

非常精确的估计)方差的先验知识。

·包含估计误差的影晌。如果协方差 Z 是通过经验数据估计而得的，估计方法可以

给出主以及一些可靠性信息的估计，例如信赖椭球。这可以表示为

C('E - 'E)运 α，

其中 C 是 sn 上的正定二次型，而常数 α 决定了信赖程度。

.影晌因素模型。协方差可能具有如下形式

'E = F 'ECactor pT + D , 

其中 FεRnxk ， EfadorεSk 并且 D 是对角的。这对应着具有下列形式的价格改

变模型

p = Pz+d, 

其中 z 是随机变量〈影响价格变动的基本因素)，而 di 是独立的(对于每种资产

价格的可加波动)。我们假设这些因素是已知的。因为 2 与 Efactor 、 D 线性相关，

所以我们可以构造关于它们(表示了先验信息)的任意凸约束，井且仍然用凸优

化计算内c。



. 166 . 4 凸优化问题

·关于相关系数的信息。在最简单的情况下， E 的对角元素(即每种资产价格的变

动〉己知，并且价格变动的相关系数的界己知

l ·· r?·· "、向=平苟言衍，川= 1,"" n 

因为 Ei也己知，而 Zzj ， 4 笋 j 未知，所以，这是线性不等式。

围的最速混合 Markov 链

我们考虑一个无向圈，其结点为 1，…爪，边集合为

55{1，··， n} × {1，…，饥}.

这里 (i， j)εE 表示结点 4 和 j 由一条边所连接。因为图是无向的，&是对称

的: (i, j)εε 当且仅当 (j， i) E &。允许自环的可能性，即我们可以有 (i， i)εε。

我们如下定义 Markov 链，其状态为 X(t) ε{1，…，叶 ， t εZ+ (非负整数集合〉。

边 (i， j) εε 对应概率 Pij ， 即 X 在结点 t 和 j 之间的转移概率。状态转移仅在边上发

生;对于 (i， j) ~ &，我们有 Pïj = 0。边对应的概率必须非负，并且对于每个结点，与它

相关的边(包括自环，如果有的话〉 的概率之和必须等于一。

Markov 链的转移状态矩阵为

Pij = prob(X(t + 1) = i I X(t) = j), i ,j = 1,… , n. 

这个矩阵必须满足

Pij ø 0, i , j = 1，…， η， 1TP = 1T, 
T P 

一


P 
( 4.53) 

并且

Pij = 0 对于 (i， j) ~ &. (4.54) 

因为 P 是对称的并且 lTp = lT ， 我们可得 Pl = 1.所以均匀分布 (l/n)l 是

Markov 链的一个平衡分布。 X(t) 的分布收敛到 (1/n汩的情况由 P 的第二大(幅度)

特征值，即 r = max{λ2，一λn} 决定，其中

1=λlØλ2Ø … øλn 

为 P 的特征值。我们称 T 为 Markov 链的混合速率。如果 r= L 那么 X(t) 的分布不

必收敛到 (1/n)1 (这意味着 Markov 链不是混合的〉。当 r < 1 时，随着 t →∞， X(t) 

的分布渐进地以 rt 逼近 (l/n)l。因此，小的 T 使得 Markov 链更快地混合。

最速混合Markov 链问题是在约束 (4.53) 和 (4.54) 下寻找 P 以极小化 ro (问题

的数据是图，即 &0 ) 我们将证明这个问题可以构建为一个 SDP。
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因为特征值 λ1 = 1 对应于特征向量 1，我们可以将混合速率表示为限制在子空间

11. 上的矩阵 P 的范数: r = IIQPQlb ， 其中 Q=1一 (l/n)l1T 表示 11.上的正交投影

矩阵。利用性质 P1 = 1，我们有

r= IIQPQI12 
= 11(/ 一 (1/η)llT)P(I - (1/n)nT )112 
= IIP 一 (1/η) l1T II2.

这表明混合速率 T 是 P 的凸函数，因此，最速混合 Markov 链问题可以转换为凸

优化问题
minimize IIP - (1/n) l1T II2 
subject to P1 = 1 

Pij~O， i ， j=l ， …，η 

Pij = 0 对于 (i， j) ~ [ , 

其变量为 P E sn。我们可以通过引入标量变量 t 来界定 P - (1/n)nT 的范数，从而

将问题表述为 SDP

4.7 向量优化

minimize t 

subject to -tI 主 P 一 (l/n)l1T 主 tI

P1 = 1 

Pij;主 0， i , j = l ,… ,n 

Pij = 0 对于 (i， j) ~ι 

4.7.1 广义和凸的向量优化问题

(4.55) 

在 34.6 中，我们扩展标准形式问题 (4.1) 使其包含了向量约束函数。本节研究向量

目标函数的意义。我们将广义向量优化问题记为

minimize (关于 K) lo(x) 

subject to li(x) ζ0， 4=1,…,m (4.56) 

hi(x) =0, i=l,… , p. 

这里 zεRn 为优化变量 ， KC Rq 为正常锥， 10: Rn → Rq 为目标函数， Ii : R n • R 

为不等式约束函数，问 : Rn → R 为等式约束函数。这个问题与标准优化问题 (4.1) 的

唯一区别在于此处的目标函数在 Rq 中取值，并且问题说明中含有用来比较目标值的正

常锥 K。在讨论向量优化的内容中，标准优化问题 (4.1) 有时也称为标量优化问题。
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我们称向量优化问题 (4.56) 为凸向量优化问题，如果其目标函数 fo 是 K-凸的，

不等式约束函数 ft，… ， fm 是凸的并且等式约束函数 h1 ， … ， hp 是仿射的。(如同标量

的情况一样，我们常将等式约束表示为 Ax = b. 其中 AεRPxn.)

对于向量优化问题 (4.56). 我们可以赋予什么样的含义呢?设 z 和 ν 是两个可行

点(即它们满是约束〉。相应的目标值 fo(x) 和 fo(ν) 可用广义不等式主K 进行比较。

我们将 fo(x) 主K fo(y) 解释为 z 比 y "更好或相等" (在 K 的意义下，以目标函数 fo

进行比较)。向量优化令人困惑之处在于两个目标函数值 fo(x) 和 fo(ν) 不一定可以比

较;我们可以既没有 fo(x) 三K fo(ν). 也没有 fo(y) 主K fo(x). 即没有一个比另一个

好。而这在标量目标优化问题中不可能发生。

4.7.2 最优解与值

我们首先考虑一个特殊情况，在这里，向量优化问题的意义是明确的。考虑可行点

的目标值的集合

。= {fl。但) 1 3xε D， 五(x) ζ0， i = 1,… ,m, hi(x) = 0, i = 1,'" ,p} C Rq , 

称为可达目标值集合。如果这个集合有最小元(参见 ~2.4.2) ，即有可行解 z 使得对于

所有可行的 ν 都有 fo(x) 主K fo(抖，那么我们称 z 对于问题 (4.56) 是最忧的，并且称

f。但)为该问题的最优值。(当向量优化问题有最优值时，该值唯一。)如果 f 是最优

解，那么在 f 处的目标值 fo(x*) 可以与可行集内任意一点的目标值相比较，并且比它

们好或相等。粗略地• x* 是可行集中 z 的明确的最好选择。

点 f 是最优的，当且仅当它是可行的并且

o C fo(x*) + K (4.57) 

(参见 ~2.4.2)。集合 fo(x*)+K 可以解释为比 fo(x*) 差或相等的值的集合，条件(4.57) 

表述了每一个可达的值都落在这个集合中。这可用图4.7表示。大部分向量优化问题不

含有最优解和最优值，但确实会在某些特殊情况下发生。

例4.9 最优线性无偏估计。 设 y=Ax+ ν，其中 υεR17l.为测量误差 . Y E R17l.为观测

向量.x ε Rn 为给定观测值 u 时的估计l句量。我们假设 A 的秩为 n. 并且测量误差满足

Ev=O 及 EvvT = 1. 即分量零均值且不相关。

z 的线性估计具有去 =Fy 的形式。估计称为无偏的，如果对于所有的 x. 我们有 Ex = 笃，

即如果 FA=I。无偏估计的误差方差为

E(x - x)(主 甲 X)T = EFvvTpT = ppT 

我们的目标是寻找具有"小的"误差方差矩阵的无偏估计。我们可以用矩阵不等式，即

关于町的不等式，比较误差方差。它具有下面的解释:设主1 = PIν， 22=F划为两个无偏
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。

元(2'

图4.7 阴影显示了目标值在 R2 上的向量优化问题的可达目标值集合。，其中锥为

K = Rt. 在这个例子中，标有 fo{x*) 的点为问题的最优值， x* 为一个最优解。目标值

fo{x*) 与其他任意可达值 !o(ν) 均可比，并且比 !o{y) 好或者相等。 (这里的"好或相等"

表示"在其下、其左".)浅色的阴影区域为 !o(x*) + K. 它是所有 z E R2 的集合，对应目

标值比 !o(x*) 差 (或相等).

估计。那么第一个估计至少与第二个一样好，即 FIFl' 三月FJ. 的充要条件是，对于所

有的。

E(CTXl - CT x? ζ E{CTX2 - CT X)2. 

换言之，对于 z 的任意线性函数，估计 Fl 可以得到至少与几 一样好的估计量。

我们可以将寻找 z 的无偏估计的问题表示为向量优化问题

minimize (关于 s~) FFT 

subject to FA = 1, 
( 4.58) 

其变量为 FεRnxm。目标函数 FFT 关于 S2 是凸的，因此问题 (4.58) 是一个凸向量优

化问题。 一个简单的判断方法是观察到 vTFFTV = IIFTv ll ~ 对于任意国定的 u 是 F 的凸

函数。

问题(4.58) 有一个著名的结论:它有最优解，这个最优解就是最小二乘估计，或伪逆

F* = At = (AT A)-l AT . 

对于任意满足 FA = I 的 F， 我们有 FFT >- F会F*T。矩阵

F* p*T = At AtT = (AT A) - l 

是问题(4.58) 的最优值。
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4.7.3 Pareto 最忧解与值

现在，我们考虑可达目标值集合不含最小元的情况(这是在大部分我们感兴趣的

向量优化问题中发生的情况)，因此问题不含有最优解和最优值。在这种情况下，可达

值集合的极小元发挥了重要的作用。如果 fo(x) 是可达集合。的极小元，我们称可行

解 z 为 Pareto最优〈或有效的〉。在这种情况下，我们称 fo(x) 为向量优化问题 (4.56)

的一个Pareto最优值。因此，点Z是 Pareto 最优的，如果它是可行的并且对于任意 y，

由 fo(ν) 主K fo(x) 可得出 fo(ν) = fo(功。换言之，任何比 z 好或相等的可行解 ν(即

fo(ν) 主K fo(x)) 均与 z 有完全相同的目标值。

点工是 Pareto 最优的，当且仅当它是可行的，并且

Uo(x) - K) n 0 = {!o(x)} (4.59) 

(参见 S2.4.2) 。集合 fo(叫一 K 可以解释为比 fo(x) 好或相等的值的集合， 因此条

件(4.59) 表述了唯一比 fo(x) 好或相等的可达值就是 fo(x) 本身。这可由图4.8说明。

。

图4.8 阴影显示了目标值在 R2 上的向量优化问题的可达目标值集合。，其中锥为 K=R~。

这个问题不含有最优解或值，但确实有 Pareto 最优解集，。的左下边界上深色的曲线显示了

Pareto 最优解集的对应值。标有 fo(xPO) 的点是一个 Pareto 最优值， xPO是一个 Pareto 最优

解。浅色阴影区域是 fo(xPO) - K， 即所有对应值比 fo(xPO) 好(或相等〉的 zεR2 •

一个向量优化问题可以有很多 Pareto 最优值(和解). Pareto 最优值的集合记为

p， 它满足
p c OnbdO, 

即每一个 Pareto 最优值都是位于可达目标值集合边界上的可达目标值〈参见习

题 4.52) 。

4.7.4 标量化

标量化是寻找向量问题 Pareto 最优(或最优〉解的标准技术，这基于 S2.6.3 给出

的对偶广义不等式的极小和最小点的特征。选择任意 λ >-K' 0 ， 即任意在对偶广义不等

式中为正的向量，考虑标量优化问题
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i = 1,…,m ( 4.60) 

i = 1,… , p, 

并令 z 为最优解。那么 ， x 对于向量优化问题(4.56) 是 Pareto 最优的。这从 32.6 .3

给出的极小元的对偶不等式性质可以得出，这一点也容易直接看出。如果 z 不是

Pareto 最优的，那么存在可行的 ν 满足 fo(ν) 主K fo(x) 和 fo(x) 并 fo(训。因为

fo(x) - fo(y) 兰KO 并且非零，我们有泸(Jo(x) - fO(Y)) > 0，即 λT fo(x) > λT fo(ν) 。

这与假设 z 是标量问题 (4.60) 的最优解相矛盾。

利用标量化，我们可以通过求解普通的标量优化问题 (4.60) ，寻找任意向量优化问

题的 Parcto 最优解。向量入，有时也称为权向量，必须满足 λ >-K'O。权向量是一个自

由参数;通过改变它，我们 (有可能〉得到向量优化问题(4.56) 的不同的 Pareto 最优

解。这由图4.9 说明。这个图也给出了例子，显示了某些 Pareto 最优点不能由任何权向

量 λ >-K.O 的标量化得到。

。

\~λ1 λ2 
、

、

、
、

圈4.9 标量化。 0 为与锥 K = R~ 相应的向盘优化函数的可达值集合。图中显示了三个

Pareto 最优值 !O(Xl)' !O(X2) , !o(X;j).前两个值可以通过标量化达到: !O(Xl) 在所有 uξC 上

极小化了 λ[u， !O(X2) 极小化了.x[u ， 其中 λ1> λ2>-0。值!O(X3)是Pareto最优的，但不能通过

标量化找到。

可以从几何角度解释标量化方法。点 z 是标量化的问题的最优解，即在可行集上

极小化了入Tfo ， 当且仅当对于所有可行的 u 有 λT(JO(ν) - fo(x)) ~ 0。而这也相当于

说 {u I 一入T(U - fo{x)) = O} 是可达目标值集合。在 fo(x) 点的支撑超平面;特别地，

{u IλT(U - fo(x)) < O} 门() = ø. (4.61) 

(参见图4.9)因此，一旦找到标量化问题的一个最优解，我们不仅找到了原向量优化问

题的一个 Pareto 最优解，而且也由 (4.61) 得到了 Rq 上一个完整的目标值不可达的半

空间。
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凸向量优化问题的标量化

现在设向量优化问题 (4.56) 是凸的。那么标量化的问题 (4.60) 也是凸的，因为

入Tfo 是(标量值〉凸函数〈由 33.6 中的结果可知〉。这意味着我们可以通过求解凸标量

优化问题找到凸向量优化问题的 Pareto 最优解。对于权向盘入 >-K* 0 的每个选择，我

们都可以得到(通常是不同的) Pareto 最优解。

对于凸向量优化问题，我们有一个部分逆命题:对于每一个 Pareto 最优解 zP0，有

非零入注K* 0 使得 xP。是标量化问题 (4.60) 的解。因此，粗略地，对于凸优化问题，当

权向量 λ 遍历 K*斗t负的非零向量，标量化方法可以得到所有 Pareto 最优解。这里，

我们必须注意，这并不是说对于 λ 兰K.O 和 λ 笋 0 的标量化问题的每一个解都是向量

问题的 Pareto 最优解。(相对地，每个 λ >-K* 0 的标量化问题的解都是 Pareto 最优

的。〉

在某些情况下，我们可以利用这个部分逆定理来寻找凸向量优化问题的所有

Pareto 最优解。 λ >-K*O 的标量化给出了 Pareto 最优解的一个集合(对于非凸的向量

优化问题也一样〉。为找到其他 Pareto 最优解，我们需要考虑满足 λ 主K* 0 的非零权

向量入。对于每个这样的权向量，我们首先得到标量化问题的所有解。在这些解中，我

们必须判定它们是否确实是向量问题的 Pareto 最优解。"极限" Pareto 解也可以通过

对由正的权向量求得的 Pareto 最优解取极限得到。

为得到这个部分逆命题，我们考虑集合

A=O+K={t εRq I fo(x) -<K t 对于某些可行的叶， (4.62) 

它由所有比一些可达目标值差或相等(关于二三K) 的值组成。当问题凸时，集合 A 是凸

集，而可达目标集合。不一定是凸的。并且， A 的极小元与可达值集合 C 的极小元完

全相同，即它们都是 Pareto 最优值。(参见习题 4.530)现在，利用 ~2.6.3 的结果，我们

可知 A 的任意极小元都在 A 上对某些入主K'O 极小化了 λ勺。这意味着，向量优化问

题的每个 Pareto 最优解对于某些非零向量 λ 主K* 0 的标量化问题都是最优的。

例 4.10 矩阵集合的极小上界。我们考虑关于半正定锥的(凸〉向量优化问题，

minimize (关于 S~) X 

subjcct to X>二 Ai ， i = 1, .… ,m , 
(4.63) 

其中， Ai E S饨， i = 1，…，m给定。约束表示 X 是给定矩阵岛，… ， Am 的上界;问题(4.63) 

的 Pareto 最优解是这些集合的极小上界。

为找到 Pareto 最优解，我们使用标量化3 选择任意 WεS~+ 并构造问题

minimize tr(W X) 

subject to X ~二 Ai ， i = 1,… ,m , 
( 4.64) 
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这是一个 SDP。 一般地.W 的不同选择会给出不同的极小解。

部分逆命题告诉我们，如果 X 对于向量问题(4.63) 是 Pareto 最优的，那么对于某个非零

权矩阵 W 主 0，它是 (4.64) 的最优解。 (但是，在这种情况下，不是说 (4.64) 的每个解都

是向量优化问题的 Pareto 最优解。〉

我们可以给出此问题一个简单的儿何解释。我们将每一个 AεS~+ 与一个中心在原点的

椭圆相关联，椭圆由

&A = {uluTA-1u ζ1} 

给出，所以 A ::s B 当且仅当 ε'A C &8。问题(4.63) 的 Pareto 最优解 X 对应于包含所有

与 Al) … ， A刑相关联的椭圆的极小椭圆.图4.10显示了这样的一个例子。
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图4.10 问题(4.63) 的几何解释。 三个阴影椭圆对应于数据 AI. 岛 ， A3 ε S!+; Pareto 

最优解对应于包含它们的极小椭圆。边界上标有 X1 和 X2 的两个椭圆表示对于不同的权

矩阵 W1 和 W2 ， 求解 (4.64) 得到的两个极小椭圆。

4 .7 .5 多准则优化

当向量优化函数关于锥 K=R~ 时，它称为多准则或多目标优化问题。 10 的分量，

即日，… ，凡，可以解释为 q 个不同的标量目标，每一个都希望被极小化。我们称 R 为

问题的第 4 个目标。多准则优化问题是凸的，如果 h，… ， 1m 是凸的 ， hl， … ， hp 是仿

射的，并且日，…，凡是凸的。

因为多准则优化问题是向量优化问题， g4.7. 1-g4.7 .4 中所有的结论都适用。尽管如

此，对于多准则优化问题的解释，我们可以更加具体一些。如果 z 可行，我们将 Fi(X)

视为根据第 t 个目标的得分或价值。如果 z 和 ν 都可行， Fi(X) 运 Fi(ν) 意味着在第 z 个

目标上 z 至少与 u 一样好。如果 z 和 u 都可行，对于 i = 1，… ， q 都有 Fi(x) 运月(ω ，

并且对于至少一个 j，有马(X) < 巧(ω ，我们称 z 比 u 更忧，或 z 支配 u。粗略地，如

果 z 在所有目标上能够与 u 比拟或击败 y， 并且在至少一个目标上击败 ν，就称 z 比 ν

更优。
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在多准则问题中，最优解 f 满足:对于可行的 u 都有

Fi(扩)ζ Fi(Y) ， i = 1，… 3 亿

换言之， x* 同时是下述所有 j=1，… ， q 标量优化问题的最优解，

. . . 
马(X)mml日llze

subject to fi(X) ~ 0, . i = 1,… ,m 

hi(X) = 0, i = 1,"' ,p. 

4 凸优化问题

当最优解存在时，我们称目标是非竞争的，因为不需要在目标间做出折中;每个目标函

数都能达到忽略其他约束时的最小值。

Pareto 最优解 XPO 满足:如果 ν 可行，并且对于 i = 1，… ， q 有 Fi(ν) ~ Fi(XPO) , 

那么 Fi(XPO) = Fi(ν) ， i = 1，… J。这点可以重新表述为: 一个解是 Pareto 最优的当

且仅当它是可行的并且没有比它更好的可行解。特别地，如果可行解不是 Pareto 最优

的，那么，存在至少一个其他的点比它更优。因此，在寻找好的解的过程中，我们显然

可以将搜索限制于 Pareto 最优解集之中。

叔街分析

现在设 z 和 u 是 Pareto 最优解，并且

Fi(X) < Fi(ν)， i E A 

Fi(X) = Fi(Y) , i E B 

Fi(X) > Fi (ν) ， iε C， 

其中 AUBUC = {1,… , q}。换言之 ， A 是 z 胜过 ν 的目标(的索引) 的集合;B 是

点 z 和 u 相等的目标的集合;C 是 ν 胜过尘的目标的集合。如果 A 和 C 是空集，那

么两个点 z 和 u 有完全一样的目标值。如果不是这种情况，那么 A 和 C 必须都非空。

换言之，当比较两个 Pareto 最优点时，它们或者有完全一样的表现(即所有目标值都

相等)，或者至少在一个目标上胜过另一个。

当将 z 与 u 相比较时，我们说我们在更好的 i E A 的目标值和较差的 4ξC 的目

标值之间进行了交易或权衡。最优权衡分析(或简称为权衡分析)是研究我们需要在一

个或多个目标上牺牲多少以取得其他目标的改进，或者更一般地，研究什么样的目标值

集合是可达的。

作为一个例子，考虑双准则(即有两个准则的〉问题。设 z 是一个 Pareto 最优解，

其目标为 Fl(X) 和 F2(功。我们会问日(z) 需要变大多少，才能得到可行的 Z，使得

F1(z) ~ Fl(X)- α，其中 α>0 为常数。粗略地，我们会问为获得第一个目标提高 α，我

们必须在第二个目标上付出多少代价。如果必须接受马上的大的增长才能实现且上
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的小量减少，我们称目标之间在 Pareto 最优值 (Fl(X) ， F2(X)) 附近，存在强权衡。另一

方面，如果 Fl 上大的减少仅通过岛上较小的增长就可以实现，我们称〈在 Pareto 最

优值 (Fl(X) ，几(X)) 附近〉目标间的权衡是较弱。

我们也可以考虑用第一个目标上更差的表现来得到第二个目标改善的情况。这里，

我们寻找 F2(z) 可以减少多少，以得到可行的 z， 使得 F1(z) 运 Fl(X) + α，其中 α> 。

为常数。在这种情况下，我们在第二个目标上获得了利益，即 F2 相对几位)有减少。

如果这种收益大(即通过 F1 上小的增加，我们可以获得马上大的减少)，我们称目标

显示了强权衡性。如果收益小，我们称(在 Pareto 最优值 (Fl(X) ， 马(X)) 附近〉目标弱

权衡。

最优权衡曲曲

多准则问题的 Pareto 最优值集合称为最优权衡曲面(一般地，当 q>2 时〉或者最

优权衡曲线 (当 q = 2). (因为接受任何非 Pareto 最优的解都是愚蠢的，我们的权衡分

析将集中精力于 Pareto 最优点。〉权衡分析有时又称作搜索最优权衡曲面。(最优权衡

曲面通常是，但不总是，平常意义下的曲面。例如，如果问题有一个最优解，最优权衡

表面由一个点，即最优值组成。〉

容易解释最优权衡曲线。第177 页上的图4.11显示了〈凸〉双准则问题的一个例子。

从曲线中我们可以容易想到和理解两个目标间的权衡。

· 右边的端点显示了完全不考虑贝的岛的最小可能值。

. 左边的端点显示了完全不考虑巧的凡的最小可能值。

· 通过寻找曲线与 F1 = α 处的垂线的交点，我们可以看出马需要多大以达到

Fl ::二 α。

· 通过寻找曲线与 F2 = β 处的水平线的交点，我们可以看出贝需要多大以达到

F2 ζ0。

· 曲线上一点(即 Pareto 最优值)处最优权衡曲线的斜率显示了两个目标间的局部

最优权衡。在斜率陡峭处， Fl 上小的改变伴随着岛的大的改变。

· 曲率大的点表明一个目标上小的减少只有通过另一个大的增加才能达到。这是众

所周知的权衡曲线的拐点，在很多应用中，它都表示了一个好的折中解。

尽管高于三维的曲面的可视化很困难，以上这些结果在权衡曲面上都有简单的推广。

标量化多准则问题

当我们通过下面的加权和目标来标量化多准则问题时，

入T fo(x) = 汇入iFi(叫，
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其中 λ>- 0，可以将沁解释为我们添加给第 4 个目标上的权。权 λs 可视为对于使得 R

变小的愿望(或者对于较大的岛的厌恶)的定量化。特别地，如果希望 R 小，我们应

当对儿取大值;如果我们不太关心 Fi' 可以取沁为小值。我们可以将比例入d入3 理解

为第 i 个目标相对于第 j 个目标的相对权或相对重要性。或者，我们可以将 λ/入j 视为

两个目标间的转换比率，因为在目标的加权和中， (比如)马上减少 α 可等同地视为 R

上的增加量为(入d入j)α。

这些解释给出了直观的印象，告诉我们在最优权衡曲面上搜索时，如何设置或改变

权。例如，设权向量 λ>-0 得到 Pareto 最优解 zp。，其目标值为 Fl (XPO)，…，几(XPO) 。

为了找到一个(可能的〉新的 Pareto 最优值，它可以获得更好的(例如〉第 k 个目标

值，这是通过其他目标值(可能的)恶化达到的，我们构造新的权向量，满足

入k> 入k ， λ'j =λj ， j 手 k， j = 1, … , q, 

即我们增加第 k 个目标上的权值。得到一个新的 Pareto 最优解 iPO 使得 Fk(iPO) ζ

Fk(XPO) (井且通常 Fk(iPO) < Fk(XPO)) ，即新的 Pareto 最优解在第 k 个目标有所提

高。

我们也可以看出在最优权衡曲面上光滑部分的任意一点，入给出了相应 Pareto 最

优解处的曲面的向内法向量。特别地，当我们选择一个权向量 λ 进行标量化时，可以得

到一个 Pareto 最优解，而 λ 给出了目标间的局部权衡。

在实践中，可以基于上述直观的想法特定地调整权值，从而搜索最优权衡曲面。稍

后(在第 5 章)我们将看到标量化的基本想法，即极小化加权和目标并调整权值以获得

合适的解，的对偶实质。

4.7.6 例子

正则化最小二乘

给定 AεRmxn和bε Rm，我们希望在考虑以下两个二次目标的情况下寻找

X εRn。

• Fl(X) = IIAx - blß = XT AT Ax - 2bT Ax + bTb 是 Ax 和 b 间不匹配的一种度量，

.几位) = IIx lI~ =XTX 为 2 规模的度量。

我们的目标是找到 z 以给出好的逼近〈即小的问)并且不太大(即小的几〉。我们可

以将这个问题写成关于锥 R飞的向量优化问题，即(无约束的)双准则问题:

minimize (关于 R~) fo(x) = (Fl(吟，马(X)).

通过选择入1 > 0 和 λ2 > 0，我们可以将这个问题标量化，然后极小化标量的加权和
目标

入Tfo(x)=ÀIFl(X) + 入2F2(X)

• 
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=xT(λlATA + λ2I)x - 2入lbTAx + λl bTb ，

从而得到
尘(μ) = (λ1ATA + λ21)-1λlATb = (AT A+ μ1)-1 ATb, 

其中 μ= 入2/λ1。对于任意 μ> 0，这个点对于双准则问题都是 Pareto 最优的。我们可

以将 μ= 入2/λ1 理解为我们赋予的马相对于 F1 的权。
这个方法可以得到所有 Pareto 最优解，除了对应于极限 μ →∞和 μ → 0 的两个

值。在第一种情况下，我们有 Pareω 最优解 x = 0，它可以通过用 λ= (0， 1) 进行标量

化得到。在另一种极端情况下，我们有 Pareto 最优解 Atb ， 这里 At 为 A 的伪逆。这

Pareto 最优解可以由标量化问题 μ → 0，即 λ → (1 ， 0) 的极限得到。〈我们将在 ~6.3.2

再次遇到正则化最小二乘问题。〉

图4.11显示了问题数据 A E FlI00xl0 , b ε Fl100 的正则化最小二乘问题的最优权衡

曲线和可达值集合。(更多的讨论参见习题 4.50. ) 
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Fl(X) = IIAx- bm 

15 

图4.11 规范化最小二乘问题的最优权衡曲线。阴影集合是可达值集合 CIIAx - bl后， Ilxll ~)。深色

显示的最优权衡曲线是边界的左下部分。

投资组合优化中风险，回报的权衡

第 148 页描述的经典 Markowitz 投资组合优化问题可以自然地表述为一个双准则

问题，其目标为负的平均收益(因为我们希望最大化平均收益)和收益的方差:

minimize (关于Fl~) (F1 (功 ， F2{X)) = (_pT x , xT~x) 

subject to 1 T X = 1, x >- O. 

在构建相应的标量化问题时，我们可以 (不失一般性地〉取材 =1 和 λ2=μ> 0: 

minimize _pT X + μXT~X 

subject to l T x = 1, x ~二 0 ，
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这是一个二次规划。在这个例子中，我们也可以得到所有的 Pareto 最优投资组合，除

了对应于 μ → 0 和 μ →∞两个极限情况外。粗略地讲，在第一种情况下，我们得到不

考虑收益方差的最大平均收益;在第二种情况下，我们得到不考虑平均收益的最小收

益方差。假设对于 4 并 k 都有民>瓦，即资产 k 是唯一具有最大平均收益的资产，那

么 ， x = ek 是唯一对应于 μ → 0 的投资组合。 (换言之，我们完全关注于具有最大平均

收益的资产。〉在很多投资组合问题中，资产优对应于一个无风险投资，具有(确定的)

收益阳。假设 Z 在去掉最后一行和列(均为零〉后是满秩的，那么，另一个极端 Pareto

最优投资是 x= 句，即投资完全关注于无风险资产。

作为特定的例子，我们考虑一个简单的具有 4 个资产的投资组合优化问题，其价格

变动的平均值和标准差由下面的表格给出。

资产 Pt z:{2 
1 12% 20% 

2 10% 10% 

3 7% 5% 

4 3% 0% 

资产 4 是无风险资产，具有〈固定的) 3% 收益。资产 3、 2 、 1 具有递增的平均收益，范

围为 7% 至 12%; 同时，它们也具有递增的标准差，其范围为 5% 至 20%。资产间的相

关系数为 ρ12 = 30% 、 ρ13 = -40% 、 ρ23 = 0% 。

图4.12显示了这个投资组合优化问题的最优权衡曲线。图由常规方式给出:横坐

标表示标准差(即，方差的平方根)，纵坐标表示期望的收益。下面一幅图显示了各个

Pareto 最优点的最优资产分配向量尘。

15% 

10% 
1每
当
霄
叶

5% 

0% L...... 
0% 10% 20% 

图4.12 顶端。一个简单的投资优化问题的最优风险·收益权衡曲线。左端点对应将所有资源投

入无风险资产，因此具有零标准差。右端点对应将所有资产投入具有最高平均收益的资产 1 。

底部相应的最优分配。
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1 

:1: (4) / x(3) / x(2) 

量。 5
:1: (1) 

。

0% 10% 20% 
收益的标准羞

图4.12(续)

这个简单例子的结果与我们的直观相一致。对于小的风险，最优分配主要由无风险

资产组成，混有较少其他数量的资产。注意资产 3 和资产 L 它们负相关，这给出了对

冲方法，即在给定的平均收益水平上降低了方差。在权衡曲线的另一端，我们可以看

到，积极追求增长(即具有较大平均收益)的投资关注于资产 1 和 2，它们具有最大的

收益 (和方差) 。

参考文献

自 20 世纪 40 年代以来，线性规划已被广泛地研究，并且是很多极好的书的主题，包括

Dantzig 的 [Dan63) ， Luenberger 的[Lue84) ， Schrijver 的 [Sch8时， Pa.padimitriou 和 Stciglitz 的

[PS98] , Bertsimas 和 Tsitsiklis 的 [BT97) ， Va.nderbei 的 [Van96] 以及 Roos 、 Terlaky 和 Vial

的 [RTV97). Dantzig 和 Schrijver 也给出了线性规划的详细讨论。最近的综述参见 Todd 的

[Tod02). 

Schaible [Sch82, Sch83] 给出了分式规划的概述，其中包含了线性分式问题及其扩展，例如凸-四

分式问题 (参见习题 4.7) 。例 4.7 中的经济增长模型出现在 von Neurnann 的文献 [vN46) 中。

关于二次规划问题的研究开始于 20 世纪 50 年代 (例如， Fran.k和 Wolfc 的 [FW56] ， Markowitz 

的 [Mar56] , Hildretb 的 [HiI57] )。其研究的动机是第 148 页讨论的投资组合优化问题(Markowi饨

的 [Mar52) )和第 147 页讨论的随机损失的线性规划问题(参见Freund 的[Fre56)) 。

对于二阶锥规划的兴趣要晚一些，是从 Nesterov 和 Nernirovski 的 [NN94， !ì6.2叶才开始的。

关于 SOCPs 理论和应用的综述由 Alizadeh 和 Goldfarb 的 [AGO坷， Ben-Tal 和 Nernirovski

的 [BTNOl，第 3 讲) (在那里，问题称为锥二次规划)，以及 Lobo 、 Vandcnberghe、 Boyd 和

Lebret 的 [LVBL98) 给出。

鲁棕线性规划和广义的鲁棒凸规划，由 Ben-Tal 和 Nemirovski 的 [BTN98， BTN99] 以及 El

Ghaoui 和Lebret 的 [EL97] 提出。 Goldfarb 和 Iyengar 的 [GIO缸， GI03b] 讨论了鲁棒 QCQPs

及其在投资优化中的应用。 El Ghaoui 、 Oustry 和 Lcbrct 的 [EOL98] 则关注子鲁棒半定规划。
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几何规划问题自 20 世纪 60 年代起为人所知。其在工程设计领域的应用首先由 Duffin、 Peterson

和 Zener 的 [DPZ67] 以及 Zener 的 [Zen71) 提出。 Peterson 的 [Pet76] 以及 Ecker 的 [Eck80)

描述了七十年代取得的进展。这些文章和书籍包括了应用在工程，特别是在化学和土木工程中

的例子。 Fishburn 和 Dunlop 的 [FD85] ， Sapatnekar 、 R阀、 Vaidya 和 Kang 的 [SRVK93] 以及

Hershenson、 Boyd 和 Lee 的 [HBL01] 将儿何规划应用于集成电路的设计问题。关于悬臂粱设

计的例子 (第 156 页〉来源于 Vanderplaats [Van84 ，第 147 页l。关于 Perron-Frobenius 特征值

的不同性质 (第 158 页)， Berman 和 Plemmons 在 [BP94，第 31 页] 中给出了证明。

Nesterov 和 Nemirovski 的 [NN94，第 4 章l 引入了锥形式问题 (4.49) 作为非线性凸优化的标准

问题形式。随后 Ben-Tal 和 Nemirovski 的 [BTN01] 发展了锥规划方法，并给出了许多应用。

Alizadeh [Ali91] 以及 Nesterov 和 Nemirovski 的 [NN94， 36.4J 首次对半定规划进行了系统

的研究，并且指出了其在凸优化领域的广泛应用。 20 世纪 90 年代半定规划的持续研究受

到多方面应用的激励，如组合优化 (Goemans 和 Williamson 的 [GW95)) ，控制 (Boyd 、 El

Ghaoui、 Feron 和 Balakrishnan 的 [BEFB94J ， Scherer 、 Gahinet 和 Chilali 的 [SGC97] ，

Dullerud 和 Paganini 的 [DPOOP，通信与信号处理 (Luo 的 [Luo03] ， Davidson 、 Luo、 Wong 和

Ma 的 [DLWOO， MDW+02)) 以及其他工程领域。由 Wolkowicz 、 Saigal 和 Vandenberghe 编著

的书 [WSVOO) 以及 Todd 的 [TodO日， Lewis 和 Overton 的 [L096J ， Vandenberghe 和 Boyd 的

[VB95J 等文章提供了综述和扩展的文献。关于 SDP 和矩问题的联系，我们在第 163 页给出了

一个简单的例子，而 Bertsimas 和 Sethuraman 的 [BSOO) ， Nesterov 的 [NesOO) 及 Lasserre 的

[Las02] 对其进行了细致的研究。最速混合 Markov 链问题来自于 ßoyd 、 Diaconis 和Xìao 的

[BDX04) 。

多准则问题和 Pareto 最优性是经济学的基础工具，参见 Pareto 的 [Par7月， Debreu 的 [Deb59J

及 Luenberger 的 [Lue95)。例 4.9 的结论被称为 Gauss-Markov 定理而为人所知 (Kailath 、 Sayed

和 Hassibi 的 [KSHOO，第 97 页j)。

习题

基本术语与最优性条件

4.1 考虑优化问题

• 

minimize !o(町 ， X2) 

subje心t to 2X1 + X2 ~ 1 

X1 + 3X2 ~ 1 

Xl ~ 0, X2 ~ O. 

对其可行集进行概述。对下面的每个目标函数，给出最优集和最优值。

(a) !O(Xt , X2) = Xl + X2. 

(b) !O(X1 ,X2) = 一的 - X2 

(c) !O(Xl , X2) = Xl. 

(d) !O(Xl ,X2) = max{xt， 白}

(e) !O(Xl ,X2) = xi + 9x~ 
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4.2 考虑优化问题

minimize fo(x) = - ~二 log(bi - a'[ x), 
i=l 

其定义域为 domfo = {x I Ax --< b} ， 其中 AERm川(其行为 α了〉。我们假设 domfo 非
空。

证明下面的事实(这里包含了第 134 页引用但未证明的结论)。

但) domfo 无界的充要条件是，存在 u 并 O 满足 Av 主 0。

(b) 10 下无界的充要条件是，存在"及 Av --< O. A切 笋 0。提示:存在 u 满足 Av :::; 
0 , Av 笋 0 的充要条件是，不存在 z>-O 使得 ATZ = O。这可由第 45 页例子中的择

一定理得到。

(c) 如果 10 有下界，那么其极小值可达，即存在 z 满足最优性条件 (4.23) 。

(d) 最优集是仿射的: Xop也 = {x* + v I Av = O}. 其中 f 为任意最优解。

4.3 证明 x* = (1 ， 1/2 ， 一 1) 是优化问题

minimize (1/2)xT Px + qT X 十 T

subject to -1 ~问 ~1， i=1, 2, 3 

的最优解，其中

13 12 - 2 一22.0

p = 1 12 17 6 , q= 一14.5 I , r=l 

-2 6 12 13.0 

4.4 [P. Parrilo] 对称矩阵与凸优化。设 9 = {Ql,… ,Qk} C R白×鸭为一个群，即在乘积和求逆

下封闭。如果对于所有 2 和 i = 1," ', k , f(QiX) = f(x) 都成立，哉们称函数 f: R n • R 

是ι不变或关于 G 对称。我们定义军 = (l/k) 艺 QiX ， 它是 z 在其 g-轨道上的平均值。我

们定义 G 的不变子空间为

:F = {x I QiX = 工， z =1，…， k}. 

(a) 证明对于任意 ZGRn，我们有军廷 F。

(b) 证明如果 f: Rn → R 是凸且为 g-不变的，那么 f(言)ζ f(叫。

(c) 我们称优化问题

minimize 10(x) 
subject to /i(x) ζ0， i = 1,…, m 

为 g-不变，如果目标函数 10 是 g-不变的，且可行集是 g-不变的，即对于 i = 1,… ,k 

有

ft(x) ζ0，…， fm(x) ζ0 号 !t(QiX) 运 O，."， fm(QiX) ζO.

证明如果问题是凸和 ι不变的， 且存在最优点，那么在 F 中存在最优解。换言之，我

们可以不失一般性地向问题添加等式约束 zεF。
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(创作为一例子，设 f 是凸并且对称的，即对于每个扰动 P 都有 f(Px) = f(功。证明如

果 f 有极小解，那么它有形如 α1 的极小解。〈这意味着为在 zεRn 中极小化 f ， 我

们只在 t E R 中极小化 f(tl) 即可。〉

4.5 等价凸问题。说明下列三个凸问题等价。仔细解释每个问题的解如何从其他问题的解得

到.问题数据为矩阵 AεRmxn (行为 αF )，向量 bεRm 和常数 M>O.

(a) 鲁棒最小二乘问题

minimize L tþ(α72-bt)， 
i=1 

其变量为 zεR拙，其中 tþ : R → R 定义为

爷叫 lul ζM 

lul > M. 

〈这个函数被称为 Huber 罚函数而为人所知，参见 ~6.1.2. ) 

(b ) 蛮权重最小二乘问题

minimize L(aT x - bi)2/(叫+ 1) +M21Tω 
.=1 

subject to w ~二 0，

其变量为 2 巳 Rπ 和 ωεRm，定义域为 Ð = {(x ， ω)εRn x R m I w >- -1}。

提示:假设 z 固定，优化 ω 以建立与问题 (a) 的关系。

(这个问题可以解释为加权最小二乘问题，其第 4 个残差的权重可以调整。如果

叫= 0，其权为一，并随着阳的增加而减小。目标函数的第二项惩罚了较大的 ω 值，

即对权值的大的调整量。)

(c) 二次规划

mmn 
i = 1 

subject to - u - v 二三 Ax-b 二<u+v

。 -< u -< Ml 

v >- O. 

4.6 处理凸等式约束。凸优化问题只能含有线性等式约束函数。但是，在一些特殊的情况下，

有可能处理凸等式约束函数，即具有 h(x) = 0 形式的约束，其中 h 是凸的。我们将在这个

问题中研究这一思想。

考虑优化问题

minimize fo(x) 

subject to h(x) 运 0 ，

h(x) = 0, 
i = 1,…, m (4.65) 
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其中 fi 和 h 是定义域为 Rn 的凸函数。除非 h 是仿射的，这不是一个凸优化问题。考虑
相关的问题

minimize fo(x) 
subject to fi(X) 运 0 ， i = 1,… ,m , (4.66) 

h(x) ζ0， 

其中，凸等式约束已经被放松为凸不等式。当然，这个问题是凸的。

假设我们可以保证凸问题 (4.66) 的任意最优解扩都有 h(x*) = O. 即不等式 h(x) ~。在

解处总是起作用的。那么，我们可以通过求解凸问题 (4.66) 来求解(非凸)问题 (4.65) 。

说明下标 T 满足

• fo 关于 Xr 单调递增

• h，---， fm 关于 Xr 非减

.h 关于 xr 单调递减

时，就会发生这种情况。我们将在习题 4.31 和习题 4.58 中看到具体的例子。

4.7 凸-四分式问题。 考虑具有下面形式的问题

minimize fo(x)/(cT x + d) 
subj四t to li(x) 运 0， i = 1,…, m 

Ax = b, 

其中 fo ， h ，… ， fm 为凸，而目标函数的定义域为 {X E domfo I cTx +d > O} 。

(a) 证明这是一个拟凸优化问题。

(b) 证明这个问题等价于

minimize 90 (川)

subject to 9i(Y, t)ζ0， 

Ay=bt 
cTy + dt = 1, 

ì = 1,…, m 

其中如是力的透视〈参见 93.2 .6)。其变量是 uε Rn 和 t E R。说明这个问题是凸

的。

(c) 通过类似的讨论，导出下面的凸，凹分式问题的凸形式，

minimize fo(x)/h(x) 
subject to J.(x) ζ0， ì = 1,…, m 

Ax = b, 

其中 • fo ， 元，… ， fm 是凸的• h 是凹的，目标函数的定义域为 {x E domfo n 
domh I h(x) > O}. 并且在各处都有 fo(x) 注 o.

作为一个例子，将你的技术应用于(无约束〉问题

fo(x) = (tr F(x))/m , h(x) = det(F(x))l/m , 
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其定义域为 dom(fo/h) = {x I F(x) >- O}. 其中 • F(x) = 月 十 XIFl + … + x，..F，饨，这
里 Fi E Sm 给定。在这个问题中，我们极小化仿射矩阵函数 F(x) 的特征值的算术平

均与儿何平均的比值。

线性优化问题

4.8 一些简单的结性规划。给出下面每个线性规划 (LP) 的显式解。

(a) 在仿射集合上极小化线性函数。

minimize cT x 
subject to Ax = b. 

(b) 在半空间上极小化线性函数。

口unimize cT x 

subject to αT X ::::; b, 

其中 α 于f O. 

(c) 在短形上极小化线性函数。

口lÏnimize cT x 

subject to l ~ x 二三 'U, 

其中 • l 和 u 满足 l 兰也.

(d) 在概率单纯形上极小化线性函数。

口linimÌZe cT x 

subject to l T x = 1, x >- O. 

当等式约束被替换为不等式 lTx::::; 1 时，会有什么变化?

我们可以将这个 LP 理解为简单的投资组合优化问题。 向量 z 表示总预算在不同资

产上的配额，均表示投资资产 4 的比例。每个投资的收益率一Ci 是固定和给定的，

所以我们的总收益(我们希望极大化它〉为 -C1ι 如果我们将预算约束 1Tx = 1 替

换为 1Tx 运 L 那么，我们有一个选项，对总预算中的一部分不进行投资。

(e) 总穰算约束下在单位框中极小化线性函数。

minimize cT x 

subjcct to 1 T X = α，。二< x 二~ 1 , 

其中， α 是 0 和 n 之间的一个整数。如果 α 不是整数(但满足。运 αζη〉将发生什

么?如果我们将等式变为不等式 1Tx 运 α 将发生什么?

(f) 加权预算约束下在单位框上极小化线性函数。

mml口lÌze cT x 
subject to d1'x = α3 。 二<x 二三 1, 

其中 d >- O. 0ζα 运 1Td。
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4.9 正方LP。考虑线性规划

minirnize CT X 

subject to Ax 二三 b, 

其中 A 是方阵且不奇异。说明其最优值由

r cTA- 1b A-Tc-<O 
p = 1 -∞ 其他情况

给出。

4.10 一般线性规划向标准形式的转换。仔细完成 94.3 中第 140 页的例子。详细解释标准形式

LP 和原 LP 之间可行集、最优解、最优值之间的关系。

4.11 涉及 [1- 和 t∞-范数的问题。将下面的问题建模为线性规划。详细解释每个问题的最忧解

与等价的线性规划解之间的关系。

(a) 极小化 IIAx - bll∞ (e∞-范数逼近)。

(b) 极小化 IIAx - bl1 1 (e1 -范数逼近)。

(c) 在 IIxll∞运 1 约束下极小化 IIAx - bllt 。

(d) 在 IIAx - bll∞运 1 约束下极小化 11叫h.

(e) 极小化 IIAx - blll + IIx ll∞。

在每个问题中.A ε Rmxn 和 bε Rm 是给定的。(更多关于逼近和约束下逼近的问题，

参见 96. 1. ) 

4.12 网络流问题。考虑 η 个结点的网络，每对结点间由有向边相联系。问题的变量为每个边

上的流量: Xij 表示从结点 4 到结点 3 的流量。从结点 t 到结点 j 的边上的流量的费用

由 CijXij 给出，其中Cij 为给定的常数。整个网络总费用为

G = 汇句Xij

每个边流量笃u 同时受给定下界 ltJ(通常假设为非负〉和上界也材的约束。

结点 i 处的外部供给自 bi 给出，这里• bi > 0 意味着外部流从结点 t 进入网络， bi < 0 

意味着|圳的流量从结点 t 流出网络。我们假设 lTb = 0. 即总外部供给等于总外部需

求。每个结点流量守恒:沿着边进入结点 t 的总流量及外部供给之和，减去流出边的总流

量，等于零。

问题是在满足上述约束下，极小化穿过网络的流量的总费用。将这个问题建模为 -个线性

规划。

4.13 考虑区间系数的鲁棒线性规划。考虑关于变量 zεRn 的问题

minimize CT X 

subject to Ax 主 b. V A ε A， 
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其中 A C Rmxn 为集合

A = {A E R
mxn 

1 Ãij - Vij ~ Ai j ~ Ãij + Vij , i = 1,… ,m , j = l ,…, n}. 

〈矩阵 A 和 V 已知。)这个问题可以解释为一个线性规划，但只知道 A 的每个系数落入
一个区间，我们要求对于所有可能的系数值.X 都必须满足约束。

将这个问题表示为线性规划。你构造的 LP 应该是有效的，即其维数不应关于 n 或 m 指

数增长。

4.14 无穷范数下对矩阵的逼近。由 t∞·导出的矩阵 Aε Rmxn 的范数记为 IIAII∞，由

IIAx l 1∞ ι IIAlloo = sup 一一一 = lpax ): 1叫
呼。 11叫|∞ 间， 川幻 J 

给出。出于显然的原因，这个范数有时也被称为最大行和范数 〈参见 SA. 1.5) 。

考虑在最大行和范数下，用矩阵的结性组合逼近矩阵的问题。也就是给定 k+1 个短阵

Ao ， … ， Ak ξRmxn，寻找 X E Rk 以极小化

IIAo + x1A1 +. …十 XkAkll∞·

将这个问题表述为线性·规划。解释你的 LP 中每个附加变量的意义。仔细解释你的线性规

划如何求解这个问题，例如，你的可行集与原问题可行集之间有何关系?

4.15 Boolean线'性规划的松弛。在Boolean钱性规划中，变量 z 被限制为含有等于 0 或 1 的

分量:

minimize cT X 

subject to Ax 主 b (4.67) 

Xi ζ{O， l} ， i=l， …夕，

一般地，这类问题非常难以求解，虽然其可行集是有限的 (包含至多俨个点)。

在一般的被称为松弛的方法中 ， Xi 为 0 或 1 的约束被替换为线性不等式。~ Xi ~ 1: 

minimize cT X 

subject to Ax 二三 b ( 4.68) 

o ~二 Xi !'::二 1 ， i = 1,… , n. 

我们称这一问题为 Booleao 线性规划(4.67) 的线性规划松弛。 LP 松弛远比原 Boolean

线性规划易于求解。

(a) 证明 LP 松弛(4.68) 的最优值是 Boolean 线性规划 (4.67) :最优值的一个下界。如果

线性规划松弛是不可行的，我们能够得到什么关于 Boolean 线性规划的结论?

(b) 某些时候，会发生 LP 松弛的解满足仇 E {O， l} 的情况。对于这种情况，你有什么结

论?
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4.16 最少燃料最优控制。考虑具有状态 X(t) ε Rn ， t = 0 ， … ， N 的线性动态系统，其执行器

或输入信号为 u(t) E R , t = 0,. . . , N - 1。系统的动态特性由线性递归

x(t + 1) = Ax(t) + bu(吟， t = 0,…,N-1 

给出，其中 Aε Rnxn 和 bE Rn 己知。我们假设初始状态为零，即 X(O) = 0 。

最少燃料最优控制问题是选择输入 u(时，… ， u(N-l) 以极小化由

N - l 

F= 艺 f(u(t)) ，
也=0

绘出的总消耗燃料。同时需要满足约束 x(N) = Xdes' 其中 N 为(给定的〉时间长

度， Xdesε Rn 为 (给定的)需要的最终结果或目标状态。函数 f: R → R 为执行器的燃
料消耗圈，用执行器信号幅度的函数给出了燃料消耗量。在这个问题中，我们使用

I IαI Iα|ζ1 
f(α) = < 1 21al - 1 Iα1> 1. 

这意味着，对于处于一1 和 1 之间的信号，燃料消耗正比于执行器信号的绝对值;对于更

大的执行器信号，燃料的边际效率减半。

将最少燃料接优控制问题建模为一个线性规划。

4.17 最优活动水平。考虑 η 种非负活动水平，记为町，… ， Xn。这些活动消耗 m 种有限的资

源。活动 j 消耗数量为 AijXj 的资源 t，这里 Aij 给定。总资源消耗是加性的，所以消耗
的资游 4 的总量为 Ci = E; 1 AijXjo (通常，我们有 Aij ~ 0，即活动 j 消耗资源 t。但

是，我们也允许 Aij < 0 的可能，这意味着活动 j 事实上产生了资源 t 作为副产品。〉每

种资源的消耗是有限制的:我们必须有 Ci 运 c?剧，其中 cTM 给定。每个活动产生收益，

它是活动水平的分片线性凹函数

I PjXj 0 ~二 zjz二 qjT(zj)={J JE 
" J' l Pj仍十 P'}叫Xj - qj) Xj 注 qj.

这里的 >0 是活动 j (生产的产品〉的基本价格，句 >0 为折扣数量水平， p1iSC 为折扣价

格。 (我们有 0< p1i民<岛。 ) 总收益是关于每个活动的收益之和，即 E'j 1 rj(叫)。目标
是选择活动水平，在考虑、资源限制情况下，极大化总收益。说明如何将这个问题建模为线

性规划。

4.18 分离超平面与球面。设给定 Rn 中的两个点集{川， η2，… ， VK } 和 {ω1 ， ω23·· ， ωL}。将
下面两个问题建模为线性规划可行性问题。

(a) 确定分离两个集合的超平面，即寻找 αεR饥〈α =1= 0 ) 和 b E R，使得

αT♂ 4二 b， z=1，-，K， αTωi ~ b, i = 1,… , L. 

注意，我们要求 α 并 0，所以你需要确定你的式子排除了平凡解 α= 0, b = 0。你可以

假设
I V 1 V 2 . .. VK ωI 

rank I 
I 1 1 … 1 1 

O!P K+L 个点的仿射包具有维数 ω 。
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(b) 确定分离两个集合的球面，即寻找 Xc 巳 R1t 和 R 注 0 使得

Ilv' - xcl12 运 R， i = 1,… , K , 11旷 - Xc 11 2 法 R， i=l ,.. . , L. 

(这里 Xc 为球的中心;R 为其半径。〉
(更多分离超乎面、分离球及其相关话题，参见第 8 章。〉

4.19 考虑问题

rninimize IIAx - blld(cT x + d) 

subject to Ilxll∞~ 1, 

其中 AERmxn ， bERm ， CER饵 ， d E R。我们假设 d > 1 1c 1 1 1' 这表明对于所有可行的

z 有 CTx 十 d > O. 

(a) 证明它是一个拟凸优化问题。

(b) 证明它等价于凸优化问题

minimize IIAy - btlll 

subject to 11 ν11∞运 t

cTν + dt = 1, 

其变量为 uεR饵， t E R。

4.20 无线通讯系统的功率配置。考虑将 n 个发射器的功率白，… ， Pn ~ 0 传递给 η 个接收

器。这些功率是问题的优化变量。我们用 GεRnxn 表示从发射器到接收器的路径增益

矩阵; Gij ~ 0 为从发射器 3 到接收器 4 的路径增益。于是，在接收器 t 处的信号功率为

Si = GiiP毡，而在接收器 t 处的干扰功率为 Ií = 艺 GikPk。在接收器 z 处的信号-干扰加
k手t

噪声比由 S;f(Ii +町)给出，记为 SINR. 其中的 >0 为接收器 4 的 (自有〉噪声功率。这

个问题的目标是极大化所有接收器中最小的 SINR 比例，即最大化

Si 
……-

t二i; 二n Ii + σt 

除了显然的约束 Pi 注 O. 还有很多对于功率的约束需要满足。首先是每个发射器的最大允

许功率，即 p‘主二 Pfu，其中 PfM>O 给定。另外，发射器被分为几组，每组共用相同的

电源，因此，对于每组发射器的功率之和存在限制。更精确地，我们有 {1γ·· ，叶的子集

Kl' . . . ， Km' 满足 K1U … UKm = {1,… , n} 并且如果 j 手 l， 那么 Kj n K I = 队对于
每组 Kt ， 相关的发射器的总功率不能超过 pr >0: 

2二 Pk ~乓gp， l = 1，，m
kEK, 

最后，对每个接收器的总接收功率有限制 PÍcC > 0: 

n 

2二GikPk 运 fT， 4= 1，，η
k=l 

(这一约束反映了接收器在总接收功率过大的情况下会饱和的事实。〉

将 SINR 最大化问题建模为广义的线性分式规划。
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二次优化问题

4.21 一些简单的QCQP。对下面的二次约束二次规划 CQCQP)，给出显式解

(a) 在以原点为中心的椭球上极小化线性函数。

minimize CT X 

subject to 笃TAx ::;; 1, 

其中 A E S~+ ， C 笋 0。如果问题不是凸的 CA ~ S~J ，其解是什么?

(b) 在椭球上极小化线性函数。

口1让1Ìmize cTx 
subject to (x - xc)T A(x - xc) ζ1 ， 

其中 A E S~+ 而 c 并 O.

(c) 在以原点为中心的椭球上极小化二次型。

minimize xT Bx 

subject to xT Ax ::;; 1, 

其中 AES~+ ， B εS~. 同时，也请考虑 B~S~ 时的非凸扩展问题。〈参见 SB.1. ) 

4.22 考虑 QCQP
minimize (1(2)xT Px + qT X + r 

subject to xT x :::二 1 ，

其中 PεS~+。说明 x* = 一(P+ λI)- lq ， 其中 λ= max{O)\}，主为非线性不等式

qT(p+ λI) -2q = 1 

的最大解。

4.23 通过QCQP的勾-范数逼近。将 e4-范数逼近问题
1m 飞 1/4

minimize 11 Ax - bll4 = I 艺(αrx - bi )4J 

建模为一个 QCQP。矩阵 AεRm阳(行向量为 α?〉及向量 bεRm 给定。

4.24 复 11-， 12- 和 2∞-范数逼近。考虑问题

minimize IIAx - bllp , 

其中 AεCmxn ， b εCm，而变量为 zε Cn。对于 p ;;:: 1，复 ep-范数定义为

1m \ 1/1' 

11ν11 1' = 12二 IYi1
1' 

J 

而lIyll∞ =424TJuzl。对于 p= L 2 和∞，将复 i1'-范数逼近问题表示为关于实变量

和实数据的 QCQP 或二阶锥规划 CSOCP) 。
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4.25 两个椭球集合的线性分离。设给定 K+L 个椭球

马 = {PiU + 仇 I lIulb 运 l} ， i=l ,… , K + L , 

其中 Rεsn。我们有兴趣找到一个超平面，将 t:1 ，"'，t:K 与 t:K抖，… ，t:K+L 严格分离
开来，即我们希望计算得到 αε Rn ， b εR 使得

aTx + b > 0 对于 2ξ t:1U"'U t:K ， aTx+b < 0 对于工 ξ t:K+l u .. . u t:K+L , 

或者证明不存在这样的超平面。将这个问题表述为一个 socp 可行性问题。

4.26 作为二阶锥约束的现幽约束。验证 zε Rn ， ν ， z εR 满足

xTx 主二 yz ， y ~ 0, z~O 

的充要条件是:

z + 
们Ur电

码
，
.

「E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
J

z 

h

US 

P
E
E
E
E
-
E
E

『
B
B
E
L

u;主 0 ， z~O 

利用这个结果，将下列问题表示为 socp 。

(a) 极大化调和平均。

m…ze C~ 1/陆- bi )) - , , 

其中可为 A 的第 z 行，而定义域为 {xIAx>-b} 。

(b) 极大化几何平均。

m矶山(旦坤一句))1/m ，
其中叮为 A 的第 4 行，而定义域为 {x I Ax>-b}。

4.27 利用 socP 进行短阵分式极小化。将下面关于变量工 εRn 的问题表示为 socp ，

minimize (Ax + b)T(I + B diag(x)BT)-l(Ax + b) 

subject to x t 0, 

其中 A E R mxn , b ε Rm ， B ε Rmxn 。

提示:首先说明该问题等价于

minimize vT v + ωT diag(x)-lω 

subject toυ +Bω =Ax+b 

x >- 0, 

其变量为 uεRm ， ω， X E Rn.C如果 Xi = 0，当叫 =0 时我们将 w;/Xi 解释为 0，其他

情况视其为∞。)然后利用习题 4.26 的结果。
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4.28 鲁捧二次规划。在 34.4.2 中，我们将鲁棒线性规划作为二阶锥规划的应用进行了讨论。

在这个问题中，我们将考虑〈凸)二次规划 (QP)

minimize (1/2)xTpx+qTx 十 T

subject to Ax 二三 b

的类似的鲁棒变形。为简单起见，我们假设只有 P 受到误差影响，而其他参数忡， T， A，

的确切己知。鲁捧二次规划定义为

minimizc sup PEε ((1/2)xTpx + qTx + r) 

subject to Ax :王 b，

其中 ε 为 P 的可能矩阵的集合。

对于下面每种集合 ι 将鲁棒 QP 表述为一个凸问题。尽可能详细。如果可以的话，将问

题表述为标准形式(例如， QP, QCQP, SOCP, SDP) 。

(a) 有限个矩阵的集合:ε={町， . . . , P[<叶，其中凡 εs~ ， i = 1，… ， K 。

(b) 由各义值岛 ε s，，+和偏差P - Po的特征值的界所给定的集合:

ε = {P εsn I 一γI 三 P - 岛 =γI} ，

其中 γE R , Po E s~o 

(c) 矩阵的椭圆:

ε ={ 岛 + 2 h机叫i
你可以假设 RεS~， i = O， … ， K。

4.29 极大化满足线性不等式的概率。令 c 为 Rπ 中的一个随机变量，服从以 ε 为均值，以 R

为协方差矩阵的正态分布。考虑问题

maximize prob( CT x ~α) 

subject to FX :::5 g , Ax = b. 

假设存在可行解￡使得 ET￡》 α。说明这个问题等价于一个凸或拟凸优化问题。(如果问

题是凸的)将其建模为 QP、 QCQP 或 SOCP; (如果间题是拟凸的〉解释该问题如何通过

一系列 QP、 QCQP 或 SOCP 可行性问题得到求解。

几何规划l

4.30 加热到 T(高于环境温度〉的流体在长度固定、截面半径为 T 的圆形管道中流动。管道外

有一层厚度 w 4;:'. r 的绝热涂层以减少透过管壁的热损失。这个问题的设计变量为 T， r 

和 w。

热量损失(近似〉正比于 Tr/w ， 所以在固定的使用期限内，由热量损失带来的能量损

耗由 αlTrl，ω 给出。具有固定管壁厚度的管道的成本近似正比于总材料，由的T 给

出。涂层的戚本也近似正比子总的涂料，即的Tω(利用 ω<< r)。总成本是这三种成本

之和。
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管道中流过的热量完全取决于流体的流量(流体具有固定的流度)，由 α4Tr2 给出。如同

变量 T， r 和 W 一样，常数 α4 为正。

现在的问题是:在总成本限制 Cmax 和约束

TminζTζ Tma，，， rmin ~ rζrm拙， tAJmm 运 ω~Wm缸，也J 运 0.1r

下，极大化管道运输的总热量。将这个问题表示为一个几何规划 <GP) 。

4 .31 最佳梁设计问题的递归形式。证明 GP (4.46) 等价于 GP
N 

minimize 1二时也
ì=l 

subject toωifwmax ~ 1， ωminlwi ~ 1, i = 1,' . . , N 

hdhrna阻x ~ 1, hmir旷x
h仇d川(ω叫‘Sm阻) ~ 1, Smin叫Ihi~1 ， i=1 ,… ,N 

6iFI(σmaxwih~) ζ13z=1，·，N 

(2i - 1)dr,lvi +均+1 1的运 1， i = 1,… , N 

(i 一 1/3)dil如+的+11饥 + Yi+ll执 ~1， i=1 ,"' ,N 

YdYmax ζl 

Eωth?dt/(6F) = 1， 4 = 1，··，N， 

其变量为问、仇、句、 di 、 Yi' i = 1, . . . , N。

4.32 函数的单项式逼近。设函数 f: Rn → R 在 Xo >- 0 处可微且 f(xo) > 0。你如何寻找一
个单项式函数 f: Rn

→ R. 使得 f(xo) = f(xo) 并且对于 Xo 附近的尘， f(x) 非常接近

f(x)? 

4.33 将下面的问题表示为凸优化问题。

(a) 极小化 max{p(x)， q(x)}. 其中 p 和 q 为正项式.

(b) 极小化 exp(p(x)) + exp(q(x)) ，其中 p 和 q 为正项式。

(c) 在 r(x) > q(x) 的约束下极小化 p(x)/(r(x) - q(x)). 其中 p 和 q 为正项式• r 为单项

式。

4.34 Perron-Frobenius特征值的对数凸性。令 Aε Rnxn 是一个元素为正的矩阵，即 AZ3>
o. <这个问题的结论对不可约简的非负矩阵也成立。〉用 λpf(A) 表示其 Pcrron-Frobcnius

特征值，即具有最大幅度的特征值。(定义和例子参见第 158 页。〉说明 logλpf(A) 是关于

logAij 的凸函数。这意味着，例如，我们有不等式

λpf(C) 运 (λpf(A)λpf(B))1/2 ，

其中 Q3=(A4jBtj)1/2 ， A 和 B 均为元素为正的矩阵。

提示:利用 (4.47) 中 Perron-Frobenius 特征值的性质，或者，利用性质

logλpf(A) = .lim .(1/k) log(e Ak l ). 
/c-o。
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4.35 符号式与几何规划。符号式是一些正变量 X1 … Xn 的单项式的线性组合。符号式比正
项式更为广泛一些，正项式是系数全部为正的符号式。符号式规划是形如

minimize lo(x) 
subjcct to fi(x) ζ0， i = 1,…, m 

hi(x) = 0, i = 1,… ,p 

的优化问题，其中 10 ， … ，1m 和 hl ， …， hp 均为符号式。一般地，符号式规划非常难以
求解。

一些符号式规划可以被转化为 GP，因此可以得到有效求解。说明如何对下面形式的符号

式规划做到这一点:

·目标符号式 10 是一个正项式，即它只含有系数为正的项。

·每个不等式约束符号式!t，… ， J刑只含有一个系数为负的项 : j与 = Pi 一的，其中队为

正项式，而 qi 为单项式。

·每个等式约束符号式 hl， … ， hp 含有一个系数为正的项和一个系数为负的项: hi = 

Ti - Si 其中 η 和 Si 为单项式。

4.36 解释如何将一般的 GP 重构为一个等价的 GP，使其 〈 目标和约束中的)每一个正项式含

有至多两个单项式项。提示:将 〈单项式的〉和表示为单项式两两相加的和。

4.37 广义正项式与几何规划。令旬，…，均为正变量，设函数 h: R饨→ R， i = 1，… ， k 为

Xl ， … ， Xn 的正项式。如果 4> : Rk → R 为具有非负系数的多项式，那么其复合

h(x) = φ(!t (x) ， … ， /k(X)) (4.69) 

是一个正项式，因为正项式在乘积、求和及非负数乘下封闭。例如，设 h 和 h 为正项式，

考虑(具有非负系数的〉多项式 4>(Z1 ， Z2) = 3ZrZ2 + 2z1 + 3z~。那么 ， h = 3斤/2+ 2fI + /? 

是一个正项式。

在这个问题中，我们考虑这一思想的扩展，4>被允许为一个正项式，即可以有分数指数。

具体地，设 4>: Rk → R 为一个正项式，其指数非负。在这个情况下，我们称在 (4.69) 中
定义的函数为广义正项式。作为一个例子，设 h 和 h 为正项式，考虑(具有非负指数

的)正项式 4>(Zl ， Z2) = 2z?3zP + ZlZ~ . 5 + 20 那么，函数

h(x) = 2fI (x)0.3 h(x)1.Z + h(x)f2 (x)O.5 + 2 

是一个广义正项式。注意这不是一个正项式 〈除非!t和 h 是单项式或常数)。

广义几何规划~ CGGP) 是形如

minimize ho ( x ) 

subject to hï(x) 运 1 ， t = 1γ.. ,m 

gi(X) = 1, i = 1, … ,p 

的优化问题，其中仇，… ， 9p 为单项式，句，… ， hm 为广义正项式。

(4.70) 

说明如何将广义几何规划表示为等价的几何规划问题。解释你引入的每个新变量，并解释

你的 GP 如何等价于 GGP (4.70) 。
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半定规划l与锥形式问题

4.38 单变量的线性短阵不等式 (LMD 和半定规划 (SDP)。矩阵对 (A， B) CA, B E Sn ) 的广

义特征值定义为多项式 det(λB-A) 的根(参见 SA.5.3) 。

设 B 是非奇异的 ， A 和 B 可以同时被同余变换对角化，即存在非奇异的 Rε Rnxn 使得

RT AR = diag(α) ， RT BR = diag(b) , 

其中 α， b E R n 0 (假设成立的一个充分条件是存在 tl 、 t2 使得 t1A + t2B >- 00) 

(a) 证明 (A， B) 的广义特征值是实数，由 λi= 向jbi ， i=l ， …， η 给出。

(b) 用 α 和 b 表示关于变量 tεR 的 SDP

minimizc ct 

subject to tB 二三 A 

的解。

4.39 SDP及同余变换。考虑 SDP

mml盯lize cT X 

subject to Xl 凡 +X2F2 + … + XnFn + G -( 0, 

其中 Fi ， G ε Sk ， Cξ Rn。

(a) 设 Rε Rkxk 非奇异。证明这个 SDP 等价子 SDP

minimize cT X 

subjcct to XI F 1 + x2F2 + … + XnFn + G -( 0, 

其中 A=RTRR， δ =R'l'GR。

(b) 设存在非奇异矩阵 R 使得且和 δ 是对角阵。证明这个 SDP 等价于一个线性规划。

(c) 设存在非奇异矩阵 R 使得点和 δ 具有形式

丝 |α.J α. I 
凡= I :" • 1 , i = 1 ， … ， η， 

|α;αi I 

吨
，
，E
E
E
l
-
E
E
E
J

A
V
A
μ
 

厅

T

rpzo 「
I
I
B
E
B
E
E
--』

一一

-G 

其中 αí ，ß E R，句 ， bE Rk- 1。证明这个 SDP 等价于具有一个二阶锥约束的 SOCP 。

4.40 LPs 、 QPs ， QCQPs 及 SOCPs 与 SDPso 将下列问题表示为 SDP。

(a) LP (4.27) 。

(b) QP (4.34) , QCQP (4.35) 及 SOCP (4.36) 提示:设 AεS~+ ， C ε SS ， B ξ RTXS 。

于是

[;'1' ~]>-O 白 c-叶B >- 0 BT C 一

应用于奇异 A 的更复杂的表示和证明，参见 SA.5.5o
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(c) 矩阵分式优化问题

minimize (Ax + b)T F(X)-l(Ax 十的，

其中 AERmx饨 ， b εRm 而

F(x) = 马 + X1几十. . . + xnFn, 

这里 Fi εsm。我们取目标函数的定义域为 {x I F(x) >- O}。你可以假设问题是可行

的(即存在至少一点工满足 F(x) >- 0) 。

4.41 谐正矩阵和岛-矩阵的 LMI 检验。矩阵 Aε sn 被称为谐正，如果对于所有 x ?:::o 都

有 xTAx? 0 (参见习题 2.35)。矩阵 Aξ Rnxn 被称为岛-矩阵，如果对于所有 z 都有

max时，…凡的(AX)i ? 0。一般地，确定一个矩阵是否谐正或是乌-矩阵是非常困难的。但
是，存在一些有用的、可以利用半定规划j验证的充分条件。

(a) 证明 A 是谐正的，如果它可以被分解为一个半正定矩阵和一个元素非负的矩阵的

和:

A = B + C, B ?::: 0, Cij 注 0 ， i , j = l ,… ,n. (4.71) 

将寻找满足 (4.71) 的 B 和 C 的问题表示为 SDP 可行性问题。

(b) 证明 A 是一个马矩阵，如果存在正的对角矩阵 D 满足

DA + AT D >- O. (4.72) 

将寻找满足 (4.72) 的 D 的问题表示为 SDP 可行性问题。

4.42 复 LMI 和 SDP。复 LMI 具有下列形式

XI Fl + … +XnFn + G 二三 0, 

其中，日，… ， Fn ， G 为复 ηx n Hermitian 炬阵，即 FF = Fl 、 GH = G， XERn 为实变

量。复 SDP 是在复 LMI 约束下极小化 z 的(实〉线性函数的问题。

可以将复 LMI 和 SDP 转换为实 LMI 和 SDP，这需要利用

>-0 白 [573fl 泣。
其中，捉Xε Rnxn 为复 Hermitian 矩阵 X 的实部，而 ~X E Rnxn 为 X 的虚部。

验证这一结果，并说明如何将一个复 SDP 表述为实 SDP 。

4.43 通过 SDP 优化特征值。设 A:R饲→ sm 是仿射的，即

A(x) = Ao 十 x1A1 + …+句An，

其中 Ai E S呐。令 λ1(X) 注 λ2(X) ;法…注 λm(X) 表示 A(x) 的特征值。说明如何将下列问

题表述为 SDP。
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(a) 极小化最大特征值 λ1 (x) 。

(b) 极小化特征值的分布区间 λ1 (x) 一 λm(功。

(c) 在 A(x) >- 0 约束下，极小化 A(x) 的条件数。条件数定义为 κ(A(x)) = >'1 (x)/λm(吟，
其定义域为 {x I A(x) >- O}。你可以假设至少存在一个尘满足 A(x) >- O. 

提示:你需要在

。〈 γI 兰 A(x) 兰 λI

约束下极小化 λ/γ。将变量替换为 ν = x/γ， t =入/γ， s = 1/γ。

(d) 极小化特征值绝对值之和， 1λl(x)l+ … + 1λm (x)1 。

提示:将 A(x) 表示为 A(x) = A+ - A_ ， 其中 A+ 主 0 ， A_ ~ 0 。

4.44 多项式中的优化。将下面问题表述为 SDP。寻找多项式 p: R • R , 

p(t) = X1 + X2t + … +Z2k+1t2k, 

在特定的 m 个点 ti 上满足给定的界 li :::; p( ti) :::;构，并在所有满足这些界的多项式中具
有最大的最小值:

maximize inftp(t) 

subject to li 运 p(ti ) 运 Ui ， 4 =1,·· , m , 

其变盘为 2εR2k+l 。

提示:利用习题 2.37 (b) 中导出的非负多项式的 LMI 特性。

4.45 [NesOO, ParOO] 利用LMI 的平方和表达式。考虑 2k 阶的多项式 p: Rn → R。如果对

于所有 ZGRH，都有 ρ(x) ~ 0，则称该多项式为半正定 CPSD) 的。除了一些特殊的情

况 〈例如， η=1 或 k = 1 ) ，判断一个给定的多项式是否 PSD 是极其困难的;更不要说

在 p 为 PSD 的约束下，求解以 p 的系数为变量的优化问题。

多项式为 PSD 的一个著名的充分条件是它具有形式

p(x) =艺qi(斤，
i=1 

qi 为一些阶次不超过 k 的多项式。具有这样平方和形式的多项式 p 被称为 SOS。

多项式 p 是 SOS 的条件 (视为对于其系数的约束〉 可以转化为一个等价的 LMI，因此，

很多以 SOS 为约束的优化问题可以被表述为 SDP。你将在这个问题中研究这些思想。

(a) 令 h … ， fs 为阶次等于或小于 k 的所有单项式 (这里，我们指标准意义下的单项式，

即 X;_n l … x~饵，其中 miξZ+，而不是几何规划中的单项式。〉说明:如果 p 可以被

表示为半正定二次型 p = jTVj ， 其中 Vεs~ ，那么 p 是 808。反之，说明如果 p

是 SOS，那么它可以表述为单项式的半正定二次型，即对某些 V ε s~ ， p = fTVf。

(b) 说明条件 p = jTVj 是关于 p 的系数和矩阵 V 的线性等式约束。结合前述 (a) 部分

的结论，这表明 p 为 80S 的条件等价予关于 p 的系数和 V 的一组线性等式和矩阵

不等式 V >- 0。
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(c) 对于 p 为两个变量的四阶多项式的情况，显式地给出 50S 的 LM! 条件。

4.46 多维矩。 R2 空间中随机变量 t 的矩定义为 μu=Btt毡，其中 't， J 为非负整数。在这个
问题中，我们将导出一组数 μij' 0 ~二 't， J ~二劫， i + jζ 2k 是 R2 上一个分布的矩的必要

条件。

令 p: R2 → R 为度为 k 的多项式，其系数为句，

p(t) = 艺艺句刊，
i=O j=O 

令 t 为随机变量，矩为 μ"。设 c E R(k+1)(k+2)/2 以特定的顺序包含了系数句，而

μ ε R(k+1)(2肿1) 以同样的顺序包含了矩的j。证明 Ep(t)2 可以被表述为 c 的二次型:

Ep(t)2 = C
T H(μ)c， 

其中 H : R(k+1)(2k+1) → 8(k+1)(肿2)/2 是 μ 的线性函数。从中得出结论， μ 必须满足
LMI H(μ) >- 0。

备注:对于 R 中的随机变量，矩阵 H 可以取为 (4.52) 定义的 Hankel 矩阵。在这种情况

下 ， H(μ) 兰 0 是 μ 为一个分布的矩或矩序列的极限的充分必要条件。但是，在 R2 中，这

个 LMI 仅是必要条件。

4.47 半正定矩阵的最大行列式完全化。我们考虑矩阵 Aε 驴，其部分元素已确定，而其他尚

未确定。半正定矩阵完全化问题试图确定矩阵未定元素的值使之满足 A 兰 o (或判定这样

的完全化不存在)。

(a) 解释为什么我们可以不失一般性地假设 A 的对角元素是确定的。

(b) 证明如何将半正定矩阵补充问题建模为 SDP 可行性问题。

(c) 假设 A 具有至少一个正定的完全化，并且 A 的对角元素是给定的 ( 即，固定的)。具

有最大行列式的正定完全化称为最大行列式完全化。证明最大行列式完全化是唯一

的。说明，如果 r 是最大行列式完全化，那么 (Ak)-l 在原矩阵未定元素位置上均

为 0。提示:函数 f(X) = logdetX 的导数为 \1 f(X) = X - 1 (参见 ~A.4.1 ) 。

(d) 设 A 的三对角位置是确定的，即给定 Au ， … ， Ann 以及 A12， …， An-1川证明如果

存在 A 的正定完全化，那么存在一个正定完全化，其逆是三对角的。

4.48 广义特征值极小化。回顾例 3.37 或 SA.5.3，矩阵对 (A， B) E Sk X S~+ 的最大广义特征
值由

TA fi'U 
λmax(A ， B) = SUp 乌兰- = max{λ I det(λB - A) = O} 

u ;éO U ‘ J:JU 

给出。我们已经知道， (如果取 SK × ST + 为其定义域〉 这个函数是拟凸的。

考虑问题

minimize λmax(A(功.B(x)) ，

其中 A， B: Rn → Sk 为仿射函数，定义为

A(尘) = Ao + x1A1 + … +XnA饨 ， B(x) = Bo + xIBl + . . . + XnBn, 

其中 Ai ， Bi εSk 。

(4.73) 
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(a) 给出一族凸函数仇: Sk X Sk → R，它们对所有 (A， B) ε Sk X S~+ 都满足

λmax(A， B) ζt 但=争 4>t(A， B) ~ O. 

说明这使得我们可以通过一系列凸可行性问题来求解 (4.73) 。

(b) 给出一族矩阵凸函数弘 : Sk x Sk → SK，它们对所有 (A， B) ε Sk X S~+ 满足

λmax(A， B) 运 t 仨珍 φt(A， B) 三 O.

说明这使得我们可以通过一系列带有 LMI 约束的凸可行性问题来求解 (4.73) 。

(c) 设 B(x) = (aTx+b)I， 其中 α 乒 0。证明 (4.73) 等价于凸问题

minimize λmax(sAo 十的Al+ … +YnAn)

subject to αTy + bs = 1 

s ~ 0, 

其变量为 u ε R\sξR。

4.49 广义分式规划。令 KERm 为一个正常锥。证明由

lo(x) = inf{t 1 Cx + d 主K t(Fx + g)}, dom/o = {x 1 Fx + 9 >--K O} 

定义的函数 10: Rn → Rm 是拟凸的，其中 C， F E Rmxn , d,g E Rm。

具有此类形式目标函数的拟凸优化问题称为广义分式规划。将第 145 页的广义线性分式

规划和广义特征值极小化问题 (4.73) 表示为广义分式规划。

向量与多准则优化

4.50 ~准则优化。图4.11显示了对于某组 A E R lOOxlO , b εR1∞的双准则优化问题

minimize (关于 R~) CIIAx - b1l
2 , IIx ll ~) 

的最优权衡曲线和可达值集合。利用图中的信息，回答下面的问题。我们记最小二乘问题

的解为 Xls •

(a) IIXlsII2 是多少?

(b) IIAxls - bl12 是多少?

(c) IIbl1 2 是多少?

(d) 给出问题

的最优值。

minimize 11 Ax - b 11 ~ 

minimize IIAx - bll~ 

subjcct to II xll~ = 1 
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(c) 给出问题

的最优值。

(f) 给出问题

的最优值。

他)A 的秩是多少?

minimize IIAx - bll ~ 

subject to II xll~ ~ 1 

minimize IIAx - bl自+ II xll~ 
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4.51 向量优化中的目标单调变换。考虑向量优化问题(4.56)。我们将目标函数 10 替换为 <þo10 
得到一个新的向量优化问题，其中 <þ : Rq → Rq 满足

u 主K v , U 并 v=中 <þ(U) 主K <þ( V ), <þ( U ) 并 φ(υ).

证明点 z 是一个问题 Pareto 最优〈或最优〉的充要条件是，它也是另一个问题的 Parcto

最优 (最优)，从而两个问题等价。特别地，将多准则问题的每个目标与一个递增函数进

行复合，将不影响 Pareto 最优点。

4.52 Pareto 最优点与可达值集合的边界。考虑关于锥 K 的向量优化问题。令?表示 Pareto

最优解值集合， 0 表示可达目标值集合。证明 p ç OnbdO，即每个 Pareto 最优值都是

一个可达目标值并且落在可达目标值集合的边界上。

4.53 设向量优化问题 (4.56) 是凸的. 证明集合

A = 0 + K = {t E Rq I 10(x) ::5K t 对某些可行的 x}

是凸集。同时证明 A 的极小元与 0 的极小点相同。

4.54 标量化与最优点。设一个向量优化问题(不必要是凸的)具有最优解 f。证明 f 是对

应于任意 λ >-K' 0 的标量化问题的最优解。同时证明其逆命题:如果 z 是对应于任意

λ >-K'O 的标量化问题的解，那么，它是向量优化问题 (不必要是凸的)的最优点。

4.55 加权和标量化的推广。在 94.7.4中，我们显示了如何通过将向量目标 10 : R n • Rq 

替换为标量目标 λT10' 其中 λ>-K' 0 ， 用以得到向量优化问题的 Pareto 最优解。令
ψ : Rq → R 为一个 K-递增函数，即满足

u 主K V， 也予6v=字 ψ(u) < ψ(V). 

证明问题

mmnlllzeψUo(x)) 

subject to J.(x) ζ0， í = 1, . . . , m 

队(x) = 0, i = 1,… ,p 

的任意解关于向量优化问题

minimize (关于 K) 10(x) 

subject to Ji(x) ζ0， 

hi (x) = 0, 
i = 1,…, m 
i = 1, . . . ,p 



. 200 . 4 凸优化问题

都是 Pareto 最优。注意 ψ(u) = λTU ， 其中 λ>-K. 0 ， 是一个特殊的情况。

作为一个相应的例子，证明在多准则优化问题 (即具有 fo = F: Rn

→ Rq 和 K= R~

的向量优化问题〉中，标量优化问题

口11m口11ze

subject tσ 

的唯一解是 Pareto 最优的。

其他各种问题

maxi=l ，...，q 凡(x)
fi(x) ~ 0, i = 1,…, m 

hi(X) = 0, i = 1,… 3 

4.56 [P. Parr明们考虑在凸集并集的凸包 c叫iUl Gi) 上极小化凸函数 10: Rn → R 的
问题。这些集合由凸不等式描述

Gí = {x Iλj(X) 运 0 ， j = 1,…, ki } , 

其中岛: R1t→ R 是凸的。我们的目标是将其构造为一个凸优化问题。

一个显然的方法是引入变量町，… ， xq ξ Rn <勾 ξ Gi ) ， 。 ε Rq <8 ~二 0 ， l T O = 1) 和
2ξRn (X = OlXl + . . . + 8qxq)。等式约束关于变量不是仿射的，因此这个方法得不到凸
问题。

一个更巧妙的式子由

mmJ盯lJze

subject to 

fo(x) 

Si !ij(Zi/Si) ~ 0, 
1TS=1, s E:0 
X = Zl + ... + Zq 

i = 1,… , q , j=1,… , ki 

给出，其变量为 Zl， … ， Zq ξ R" ， x ξ Rn 和 SI ，… ， Sq E R. (当 Si = 0 时，如果 Zi = 0 , 

我们取 Sdij (Zi/ Si) 为 0，如果 Zi =1= 0， 取为∞。)解释为什么这个问题是凸的，并且等价
于原问题。

4.57 信道容量。我们考虑一个信道，其输入为 X(t) ε{1，…，叶，输出为 Y(t) ε{1，… ， m} ， t =

1 ， 2，…(例如，秒)。输入输出之间的关系由

Pij = prob(Y(t) =叫X(t) =j) , i = 1,…, m , j=lγ. . , n. 

统计地给出。矩阵 PERffi阳称为信道转移矩阵，这个信道称为离散无记忆信道。

Shannon 一个著名的结论表明以比特每秒为单位，用小子被称为信道容量的数 C 的任意
速率，将能够以任意小的错误概率通过信道发送信息。 Shannon 也指出离散无记忆信道

的容量可以通过求解一个优化问题得到。设 X 具有记为 xERn 的概率分布，即

Xj = prob(X = j) , j=1,… , n. 

X 和 Y 之间的互信息由

I(X;Y) =艺艺XjPij log2 丁旦旦
也=1 j=l ~ XkPik 
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给出。那么，信道容量 C 由

C = supI(Xj Y) 
x 
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给出，这里的极大是在输入 X 的所有可能概率分布，即在 x>-O. lTx= l， 上求取的。

说明如何利用凸优化计算信道容量。

提示:引入变量 ν =Px ， 它给出了输出 Y 的概率分布，证明互信息可以表述为

I(XjY) = CTX - LYi1og2Yi, 
i=1 

其中句=2:立1 Pij log2 Pij' j = 1. …， η。

4.58 最优消费。在这个问题中，我们考虑在一段时间内消费〈或花费〉初始的一笔钱(或其他

资产)阳的最优方法。变量为 Co， …，叶，这里 Ct ~ 0 表示在时段 t 内的消费。从消费水

平 c 中得到的效用自 u(C) 给出，其中也 : R → R 是一个递增凹函数。从消费中得到的当

前效用值为
T 

u=汇βtu(叫
t=l 

其中 0<β<1 为折扣因子。

令 kt 表示在时段 t 可供投资的总资产。假设它获得的资产回报为 f(州，其中 f: R • R 
为一个递增的、凹的投资回报函数，满足 f(O) = 0。例如，如果资金在每个时段获得单利

R 个百分点，我们有 f(α) = (Rjl00抖。消费额，即Ct.在时段末扣除，因此我们有递归式

kt十1 = kt + f(kt) 一句， t=0,… • T. 

给定初始总数 ko > 0。我们要求 kt ~ 0, t = 1,… ,T + 1 (但是，也可以考虑允许仇 <0

的更加复杂的模型〉。

显示如何将极大化 U 的问题建模为一个凸优化问题。解释你建立的问题为何等价于原问

题，以及两者如何联系在一起。

提示:说明我们可以将前述给出的仇的递归式，替换为不等式

kt+l 运 kt + f(kt) 一句， t = 0,… , T. 

(解释:不等式给出了一个选项，使得你可以在每个周期扔掉一些资金。〉这个技巧的更多

版本，参见习题 4.6. . 

4.59 鲁棒优化。在一些优化问题中，由于参数和某些因素未知或超出我们的控制，使得目标和

约束函数具有不确定性或发生变化的可能。我们可以通过构建关于优化变量 zε Rn 和

未知或变化的参数向量也 E Rk 的目标和约束函数来对这种情况进行建模。在随机优化方

法中，参数向量也被建模为己知分布的随机变量，而我们则对期望值 Eu Ii(x , u) 进行处
理。在最坏情况分析方法中，我们给定 u 所处的己知区间 u， 然后考虑其最大或最坏情况

的值 SUPuEU fi(x , u)。为讨论简单起见，我们假设不存在等式约束。
(a) 随机优化。我们考虑问题

minimize E fo(尘 ， u) 

subjcct to E fi(X , u) ζ0， t=1,··,"1, 
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这里的期望是关于包的。证明如果且对于每个 u 都是尘的凸函数，那么这个随机优化

问题是凸的。

(b) 最坏情况优化。我们考虑问题

minimize SUPuEU fo(尘，也)

subject to sUPUEU !i(尘，也)运 0 ， i = 1,… ,m. 

证明如果 !i 对于每个也都是 z 的凸函数，那么这个最坏情况优化问题是凸的。

(c) 有限的参数可能值集合。当对期望值 Eh怡，'U)或最坏情况值 SUPuEU !i(x , 'U)有解析
式或易于计算的表达式时， (a) 和 (b) 部分的结论是最有用的。

设给定的参数可能值集合是有限的，即我们有 uε{'Ul，…， 'UN}。对于随机的情况，我们

也可以给出取得每个值的概率 prob( 'U = 'Ui) = 衍，其中 pε RN ， P >- 0 , 1 T P = 1. 对于
最坏情况的式子，我们简单地取 U E {'Ul ,... ，'UN} 。

说明如何显式地建立最坏情况和随机最优问题(即给出 SUPuEU h 和 E... fi 的显示表达

式〉。

4.60 对数最优投资策略。我们考虑在 N 个时段持有 n 种资产的收益问题。我们在每个

时段之始重新投资所有的总财富，用一种固定不变的分配策略 zεR饵，其中 z 兰 0，

lTx= 1. 将财富重新分配到 n 种资产上。换言之，如果 W(t - 1) 是 t 时段开始时的财

富，那么在时段 t. 我们向资产 z 投资纠W(t - 1)。用 λ(t) 表示时段 t 内的总回报，即
N 

λ(t) = W(t)jW(t 一 1)。在 N 个时段结束时，我们的财富的倍乘因子为口 λ(t)。我们称

• N 

古 Zlogλ(t)

为资产经过 N 个时段的增长率。我们感兴趣如何确定分配策略尘，在 N 很大的情况下，

极大化我们的总资产的增长。

我们用离散随机模型来度量收益的不确定性。假设在每个时段中，有 m 种可能的情况，

每种的概率为巧， j=1，… ，m。在情况 j 下，资产 4 经历一个时段的回报自 Pij 给出。

所以，我们资产在时段 t 的收益 λ(t) 是一个随机变量，具有 m 种可能值 pfz，… Jζ笃，

其分布为

町= prob(λ(t)=P;x) ， j=1,"',m 

我们假设每个周期具有相同的情况，独立(同)分布。根据大数定理，我们有

，、民I m 

JUhg(冉)=JUPogλ(t) = Elog>.(t)一?叫x)

换言之，投资策略尘的长期增长率由

Rlt = ~二町 log(p尹)
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给出。最大化这个量的投资策略 z 称为对数量优投资策略，它可以通过求解关于 zεRn

的优化问题得到，
拧B

maximize ~二 7rj log(PJ x) 

subject to x >- 0, 1 T X = 1. 

证明这是一个凸优化问题。

4.61 Logistic模型的优化。随机变量 XE{O， l} 满足

阻p(αTx+b)
prob(X = 1) = p =嘈，中

1 + exp(αlX + 

其中 x E Rπ 为影响其概率的向量变量， α 和 b 为已知参数。我们可以认为 X = 1 是消

费者购买商品的事件，将 z 视为影响这种概率的向量变量，例如广告效应、零售价格、折

扣价格、包装费用和其他因素。我们优化的变量 z 受到线性约束 Fx 主 g 的限制。

将下面的问题建模为凸优化问题。

(a) 最大化购买概率。其目标是选择 z 以极大化 p.

(b) 最大化预期利润。令 cTx+d 为销售商品所得的利润，假设对于任意可行的 z 均为

正。目标是极大化预期利润 p(cTX + d) 。

4.62 Gauss 广播信道的最优功率与帮宽配置。考虑一个中心结点向 η 个接收器发送消息的通

信系统。("Gauss"指的是干扰传输的噪声的类别。〉每个接收器信道自其(传输)功率水

平 R 注 0 和带宽 Wi ~ 0 描述。接收器信道的功率和带宽决定了其比特率 (信息可以传

输的速率}

Ri = αi Wi log(l + ßiP;JWi) , 

其中向和战为已知的正常数。对于叭 = 0，我们取几= 0 (这可以通过取极限 Wi → 0

得到〉。

功率必须满足总功率约束，它具有下面的形式

P1 + …+凡 = PtOt , 

其中 Ptot > 0 为给定的可以分配给各个信道的总可能功率。类似地，带宽必须满足

W1 十… +Wn=W阳，

其巾 Wtot > 0 为(给定的) 总可用带宽。这个问题的优化变量是功率及带宽 ， p1 ，...， 凡，
LV1 ，···， Wπ 。

目标是极大化总效用

三二问(时，
i=1 

其中 us- R → R 是第 4 个接收器的效用函数。〈你可以将问(Rï) 视为由于向接收器 t 提

供比特率凡而得到的收益，因此，目标是极大化总收益。〉你可以假设效用函数均是非

减和凹的。

将这个问题表述为一个凸优化问题。
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4.63 制造成本和产出间的最优权衡。 向量 x E Rn 表示一个制造过程的名义参数。过程的

产出，即生产的产品被接受的比例，由 Y(x) 给出。我们假设 Y(x) 是对数凹的(这是常

见的情况，参见例 3.43)。生产产品的单位成本为 cTx ， 其中 c E R飞可接收的单位成

本为 cTxfY(功。我们希望在一些关于 2 的凸约束下，例如线性不等式 Ax 主 b. 极小化
cT xfY(x) 0 (你可以假设，在可行集上有 éFx> 0 , Y(x) > 00) 

这个问题不是凸或拟凸优化问题，但可以利用凸优化和一维直线搜索得到求解。下面给出

基本的思想:你必须提供所有的细节和理由。

(a) 证明函数 f: R • R 

f(α) = sup{Y(x) I Ax 主 b， CTZ=α}

是对数-凹的，这个函数给出了关于戚本的最大产出。这意味着，通过求解(关于 z 的)凸

优化问题，我们可以计算函数 f。

(b) 设我们得到了函数 f 在足够多的 α 上的值足以给出其在感兴趣区间上的一个很好的

逼近。解释如何利用这些数据(近似地)求解极小化优质产品单位成本的问题。

4.64 关于情景依赖的优化。带有情景依赖的优化问题又称为两阶段优化。在这样的问题中，

费用函数和约束不仅仅取决于我们对变量的选择，也取决于离散随机变量 sε{1，".， 8} ，

它可以被解释为描述 S 种情景中哪一个发生的变量。情景随机变量 s 具有已知的分布

霄:πi=prob(s=i). i=l，…， 8。

在两阶段优化中，我们将选取两组变量的值 2εRη 和 zζR9。变量 z 必须在知道特定

的情景 s 之前选取:而变量 z 是在情景随机变量的值己知的情况下选择的。换言之• Z 是

情景随机变量 s 的一个函数。为描述对 z 的选择，我们列出在不同情境下的取值，即列出

向盘

Zl , … ,ZS E Rq 

这里的 Z3 是当 s=3 发生时我们的选择，其他相同。集合

x εR吨， Z1，… ， ZS E Rq 

称为策略，因为它告诉我们对 z 如何做出选择 (独立于发生的情景)，同时告诉我们在每

种可能的情景下，如何选择 z。

变量 z 称为依赖变量(或第二阶段变量 )，因为它允许我们在知道哪种情景发生之后再做

出动作或选择。相反的，我们对 x (称为第一阶段变量)的选择必须在没有关于情景的知

识情况下做出。

为简单起见，我们考虑不含约束的情况。费用函数由

f : R n x R q x {1 , .. . , 8} • R 

给出，其中 f(尘， Z ， i) 给出了第一阶段选择尘，第二阶段选择 z 并且情景 4 发生时的费用。

我们在所有策略中极小化的总目标取为期望费用

S 

E f(x , zs , s) = I:: -rrd(x , Zi , i) 
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设 f 对于每个情景 i = 1，…， 8 都是件， z) 的凸函数。解释如何利用凸优化寻找最优策

略，即所有策略中极小化期望费用的一个.

4.65 混合汽辜的最优操件。混合汽车具有一台内置的内燃机，一台与电池相连的发动机/发电

机以及一个传统的(摩擦〉刹车装置。在这个习题中，我们考虑一个〈高度简化的〉并行混

合汽车模型，其中发动机/发电机和引擎直接与驱动轮相连接。引擎可以为轮子提供动力，

而刹车消耗轮子的能量并将其转化为热能。当利用储存在电池中的能量来驱动轮子时，发

动机/发电机可像发动机一样工作:当它在取轮子或引骂声中的能量并用于电池充电时，它

又可以像发电机一样工作。当发电机从轮子中获取能量并对电池充电时，称为再生刹车;

不像普通的摩擦制动，轮子的能量被储存起来了，并可以稍后再利用。通过在已知的、固

定的测试跑道上驾驶车辆，可以评估其燃料效率。

下图显示了混合汽车中能量的流动。箭头表示了正能量流动的方向。例如，当引擎发出能

量时，引擎能量 Pcng 为正:当它从轮子处获取能量，刹车能量 Pbr 为正。能量 Preq 为轮
子需要的能量。当轮子需要能量(如车辆加速、爬山或在水平地面上行驶〉时，它为正。

当车辆必须迅速或下山时，轮子需要的能量为负。

引擎 刹车

p回墨 儿，

轮子
p皿皇

发动机/
电池发电机

所有这些能量都是时间的函数，我们将时间以 1 秒为区间离散化为 t = 1 ， 2，… ， T。轮子

所需能量 Preq(1) ,…, Preq(T) 已知。(车辆在路径上的速度己知，道路的斜度信息、空气

动力和其他损失已知，因此轮子所需能量可以被计算出来. ) 

能量是守恒的，意味着我们有

P叫(t) = Peng(t) + Pmg(t) - Pbr(t) , t = ],… , T. 

刹车只能消耗能量，因此，对于任意时间 t 我们有 Pbr(t) ~ 0。引擎只能提供能量，并且

只能达到一个给定的限制 PZF，即我们有

O 运 Peng(t) 运乓:r ， t=1 ,… , T. 

发动机/发电机的能量也是受限的: Pmg 必须满足

PZin 运 Pmg(t) 运 P::::X， t = 1, . . . , T. 

这里乓ZT>0 为发动机最大能量，而 _p::!!.n > 0 为发电机最大能量。rng 

电池在时间 t 的充放电记为 E(t) ， t = 1,… ,T+ 1。电池能量满足

E(t + 1) = E(t) - Pmg(t)- ηIpmg(t)l ， t = 1,… , T , 
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其中 η>0 为己知参数。 (-Pmg(t) 代表忽略损失情况下，由发动机/发电机从电池中带走

或加入的能量。 -ηIPmg(t)I 表示在电池或发动机/发电机损失的无效能量。〉

在所有时间内，电池能量必须在 o (空)和 Emt(满〉之间。(如果 E(t) = 0，电池已经完

全放电，不能再从中提取任何能量;当 E(t) = E白宫，电池己经充满不能再进行充电。〉为

与非混合汽车进行比较，我们将初始和最终的电池能量固定，所以这个路程的净电池储

量为零: E(1) = E(T + 1)。我们不特别指定初始(和最终〉的电池储量。
这个问题的目标是引擎消耗的总燃料

T 

Ftotal =汇F臼eng(t)) ，
t=l 

其中 F:R → R 为引擎的燃料和l用特性。我们假设 F 是正的、递增和凸的。

将问题建棋成关于变量 Peng(t) 、 Pmg(t) ， Pbr(t) , t = 1，… ，T 以及 E(t) , t = 1,… ,T+ 1 
的凸优化问题。解释为什么你的式子等价于前述描述的问题。



5 对偶

5.1 Lagrange 对偶函数

5.1.1 Lagrange 

考虑标准形式的优化问题 (4.1) : 

minimize lo(均

subject to fi(x) ~ 0, 
hi(x) = 0, 

i = 1,…,m 

t=1,… , P, 

m p 

, 

(5.1) 

其中，自变量 zεR飞设问题的定义域 Ð= 门 domfi n 门 domhi 是非空集合，优

化问题的最优值为 f。注意到这里并没有假设问题 (5.1) 是凸优化问题。

Lagrange 对偶的基本思想是在目标函数中考虑问题 (5.1)的约束条件，即添

加约束条件的加权和，得到增广的目标函数。定义问题 (5.1) 的 Lagrange 函数

L: R n x R ffi X RP → R 为

L(尘，入川) = lo(x) 十三:>'di(X) + ~二叭(x) ，

其中定义域为 domL = Ð x R m x RP。扫称为第 4 个不等式约束 fi(x) ζ0 对应

的Lagrange 乘子;类似地，的称为第 4 个等式约柬问(x) = 0 对应的 Lagrange 乘子。

向量 λ 和 ν 称为对偶变量或者是问题 (5.1) 的Lagrange 乘子向量。

5.1.2 Lagrange 对偶函数

定义 Lagrange对偶函数〈或对偶函数) g: R m x RP → R 为 Lagrange 函数关于

z 取得的最小值:即对 λεR刑， νεRP，有

g(λ， ν)=J总L(叭，ν)=JEL l fo(z)+ 汇入ih(x) + 汇的hi(x)
i=1 也=1
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如果 Lagrange 函数关于 2 无下界， 则对偶函数取值为-∞。因为对偶函数是一族关

于 (λ， ν) 的仿射函数的逐点下确界，所以即使原问题 (5.1) 不是凸的，对偶函数也是凹

函数。

5.1.3 最优值的下界

对偶函数构成了原问题 (5.1)最优值扩的下界:即对任意 λ 主 0 和 ν 下式成立

g(λ ， v) ζ p*. (5.2) 

可以很容易验证这个重要的性质。设￡是原问题 (5.1)的一个可行点，即 Ii(x) ζ0 且

hi(x) = 0。根据假设，入主 0，我们有
啊l P 

三二 Àih(x) +汇呐(x) ζ0，

这是因为左边的第一项非正而第二项为零。根据上述不等式，有

因此

邸， λ， ν) = fo(x) + L Àdi(X) +汇ν'ihi(X) 运 fo(x)

g(λ， ν)=infL(尘， 入， ν)ζ L(垒，人 ν)ζf。但)
zεv 

由于每一个可行点￡都满足 g(入， ν) 运 fo(剖，因此不等式 (5.2) 成立。针对 zεR和具

有一个不等式约束的某简单问题，图5.1描述了式 (5.2) 所给出的下界。

5 

2 

- 1 

- 2 
=-1 

AJ/一÷时叫~

1 

图5.1 对偶可行点给出的下界。实线表示目标函数 10' 虚线表示约束函数 h. 可行集是区问

[-0.46,0.46] ，如图中两条垂直点线所示。最优点和最优值分别为 x* = 一0.46 ， p* = 1.54 (在图

中用国点表示)。 点线表示一系列 Lagrange 函数 L(尘， λ) ， 其中 λ = 0.1 , 0.2，…，1.0。每个

Lagrange 函数都有一个极小值，均小于原问题最优目标值 p*. 这是因为在可行集上 (假设

λ~ 0 ) 有 L(笃， λ) ~ fo(x) 。
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图5.2 阁5.1中问题的对偶函数 g。函数 10 和 h 都不是凸函数，但是对偶函数是凹函数。水平

虚线是原问题的最优函数值扩。

虽然不等式 (5.2) 成立，但是当圳人 ν) = -∞时其意义不大。只有当 λ>-0 且

(入， ν)εdomg 即 g(λ ， ν) >一∞时，对偶函数才能给出扩的一个非平凡下界。称满

足入兰 0 以及(入3ν)εdomg 的(入，吟是对偶可行的，后面很快就会看到这样定义的

原因。

5.1.4 通过线性逼近来理解

可以通过对集合 {O} 和 -R+ 的示性函数进行线性逼近来理解 Lagrange 函数和其

给出下界的性质。首先将原问题 (5.1) 重新描述为一个无约束问题

mmmi让mID山iUI

i=1 i=l 

其中 ， I_ : R → R 是非正实数集的示性函数

L(u) = 
o u ~二。

∞ u> 0, 

(5.3) 

类似地. 10 是集合 {O} 的示性函数。在表达式 (5.3) 中，函数 L('u) 可以理解为我

们对约束函数值 u = fi(x) 的一种恼怒或不满:如果以x) 运 O. L(u) 为零，如果

fi(x) > 0 , L(u) 为∞。类似地， Io(叫表达了我们对等式约束值 u = hi(x) 的不满。我

们可以认为函数 L 是一个"砖墙式"或"无限强硬"的不满意方程;即随着函数以x) 从

非正数变为正数，我们的不满意度从零升到无穷大。

设在表达式 (5.3) 中，用线性函数 λiU 替代函数 L(叫，其中 λi ;::: O. 用函数的U

替代 Io(吟。则目标函数变为 Lagrange 函数 L仰， λ ， lI) ， 且对偶函数值 g(入， ν) 是问题
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minimize L(川ν) = fo(x) +汇λ品(x) 十三:ν'ihi(X) (5 .4) 
i=l i=J 

的最优值。在上述表达式中，我们用线性或者"软"的不满意函数替换了函数 L 和 10 。

对于不等式约束，如果 fi(x) = 0，我们的不满意度为零，当 fi(x) > 0 时，不满意度
大于零〈假设沁 >Oh 随着约束"越来越被违背"，我们越来越不满意。在原始表达

式(5.3) 中，任意不大于零的 fi(x) 都是可接受的，而在软的表达式中，当约束有裕量

时，我们会感到满意，例如当 fï(x) < 0 时。
显然，用线性函数 λ卢去逼近 L(u) 是远远不够的。然而，线性函数至少可以看成

是示性函数的一个下估计。这是因为对任意包，有 λ内运 L(也)和 ν占主三 Io(u) ，我们随

之可以得到，对偶函数是原问题最优函数值的一个下界。

用"软"约束代替"硬"约束的思想在后文考虑内点法时 (~11.2.1)会再次提到。

5.1.5 例子

本节给出一些例子，针对这些例子，可以得到 Lagrange 对偶函数的解析表达式。

线性方程组的最小二乘解

考虑问题
江lml日üze xTx 
subject to Ax = b, 

(5.5) 

其中 AεRPX忱。这个问题没有不等式约束，有 p 个(线性)等式约束。其 Lagrange 函

数是 L(尘， ν) = xT X + vT (Ax - b) ， 定义域为 RπxRP。对偶函数是 g(ν) = infx L(尘， ν) 。

因为 L(尘， ν) 是 z 的二次凸函数，可以通过求解如下最优性条件得到函数的最小值，

\7x L(x ,v) = 2x + ATν = 0, 

在点 x= 一(1/2)ATV 处 Lagrange 函数达到最小值。因此对偶函数为

g(v) = L(-(lj2)ATv， ν)= 一(1/4)νTAATu-bTUP

它是一个二次凹函数，定义域为 RP。根据对偶函数给出原问题下界的性质 (5.2)，对任

意 νε RP ， 有

一{lj4)vTAAT v - bT v 运 inf{xTx I Ax = b}. 

标准形式的线性规划

考虑、标准形式的线性规划问题

minimize cT x 

subject to Ax = b 
x>二 0，

(5.6) 
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其中，不等式约束函数为 fi(x) = 一句， i = 1，…， η。为了推导 Lagrange 函数，对 η 个

不等式约束引入 Lagrange 乘子沁，对等式约束引入 Lagrange 乘子的，我们得到

L(x,.À, v) = cT X 一 艺 λiXi + vT(Ax - b) = _bT v + (c + AT v 一 λfx
i=l 

对偶函数为

g(λ， ν) = inf L(尘， λ， ν) = _bT v + inf(c + AT v- λfx， 
x x 

可以很容易确定对偶函数的解析表达式，因为线性函数只有恒为零时才有下界。因此，

当 C+ATV 一 λ =0 时 ， g(入， ν) = -bTv ， 其余情况下 g(λ， ν) = 一∞，即

-bTv ATv 一 λ +c= 。

一∞ 其他情况.
g(λ， ν)= 

注意到对偶函数 g 只有在 RmxRP 上的一个正常仿射子集上才是有限值。后面我们将

会看到这是一种常见的情况。

只有当入和 u 满足 λ 泣。和 ATν 一 λ +c=o 时，下界性质 (5.2) 才是非平凡的。

在此情形下， -bTv 给出了线性规划问题 (5.6) 最优值的一个下界。

双向划分问题

考虑(非凸)问题

口unimize xTWx 

subject to x; = 1, i = 1, . . . , n, 
(5.7) 

其中 ， W εS飞约束条件要求向的值为 1 或者-1，所以原问题等价于寻找这样的向

量，其分量为士1.并使 xTWx 最小。可行集是有限的(包含 2n 个点 )，所以此问题本

质上可以通过遍历所有可行点来求得最小值。然而，可行点的数量是指数增长的，所以，

只有当问题规模较小(比如说 n 运 30) 时，遍历法才是可行的。一般而言(或当 η 大于

50 时)，问题 (5.7) 很难求解。

我们可以将问题 (5.7) 看成 n 个元素的集合({1，…，叶〉上的双向划分问题:对任

意可行点 x， 其对应的划分为

{1, . . . ， η} = {i I Xi = - 1} U {i I 问 = 1}. 

矩阵系数 Wij 可以看成分量 t 和 j 在同一分区内的成本， -Wij 可以看成分量 t 和 j

在不同分区内的成本。问题 (5.7) 中的目标函数是考虑分量间所有配对的成本，因此问

题 (5.7) 也即寻找使得总成本最小的划分。

下面来推导此问题的对偶函数。 Lagrange 函数为
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L(x , v) =XTWX +汇的(x'f - 1) 
也=1

=xT(W + diag(ν))x-lTv. 

对 z 求极小得到 Lagrange 对偶函数

g(ν)=itfJ(W+diag(ν))x - l T v 

一lTν W + diag(ν) 兰 O

-∞ 其他情况.

事实上，二次函数求下确界时或者是零 (如果表达式是半正定的)，或者是 -∞(如果表

达式不是半正定的)，因此对偶函数具有上述形式。

对偶函数构成了原本复杂的问题 (5.7) 的最优值的一个下界。例如，我们可以令对

偶变量取值为
ν= 一λmin(W)l ，

上述取值是对偶可行的，这是因为

W + diag(ν) = w - λnún(W)I >- Q. 

由此我们得到了最优值扩的一个下界

扩注 -lTv = ηλmin(W). (5.8) 

注释 5.1 当然，也可以不用 Lagrange 对偶函数得到最优值扩的下界。首先，将约束
n 

d z 1，…，过 = 1 用约束汇咛 = n 替代，可以得到修改后的问题

minimize XTW X 
n 

subj四t to LX~ = n 
(5.9) 

i=l 

若原问题的约束条件满足，则修改后的问题的约束条件满足，因此问题 (5.9) 的最优值构成

了原问题 (5.7) 的最优值 f 的一个下界。但是修改后的问题 (5.9) 相对来说要容易求解得

多，实际上，它可以当成是一个特征值问题来进行求解，其最优值为 ηλmin(W) 。

5.1.6 Lagrange 对偶函数和共辄函数

回忆 93 .3 中所提到的函数 f: Rn → R 的共辄函数广为

!*(ν)= sup (yTx-f(x)). 
xEdomf 

事实上，共辄函数和 Lagrange 对偶函数紧密相关。下面的问题说明了一个简单的联系，

考虑问题
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(虽然此问题没有什么挑战性，目测就可以看出答案〉。上述问题的 Lagrange 函数为

L怡， ν) = f(x) + vTx. 其对偶函数为

g(ν)= 与f (f (x) + vT x) = 一s:P((-u)Tz-f(z))=-f*(-u)·

更一般地(也更有用地).考虑一个优化问题，其具有线性不等式以及等式约束，

minimize fo(x) 

subject to Ax 二三 b 

Cx = d. 

利用函数 fo 的共辄函数，我们可以将问题 (5.10) 的对偶函数表述为

g(入， ν)=iEf(fo(z)+λT(Ax - b) + vT(Cx - d)) 

=_bTλ-Ju+iEf(fo(z)+(AT入 +CTv?x)

(5.10) 

=_bTλ - dT v - fô(-ATλ _CTν). (5.11) 

函数 g 的定义域也可以由函数血的定义域得到，

domg = {(入， ν) 1 - ATλ _cTνε domfô}. 

下面用例子来说明上述结论。

等式约束条件下的范数极小化

考虑问题
minimize Ilxll 
subject to Ax = b, 

(5.12) 

其中 11 . 11 是任意范数。在之前的第 88 页中的例 3.26 曾提到过函数 fo = 11 . 11 的共辄函

数为

fô(Y) = 
。 11ν11* ~ 1 

∞其他情况，

可以看出此函数是对偶范数单位球的示性函数。

利用上面提到的结论 (5.11) 可以得到问题 (5.12) 的对偶函数为

g(ν) = _bTν - fô(-ATν)= 
一bTν IIATν11* ~ 1 

一∞ 其他情况

煽的最大化

考虑婿的最大化问题
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minimize fo(x) = LXi10gxi 
i=1 (5.13) 

subject to Ax 二三 b 

l T x = 1 

其中 domfo = R~+。关于实变量也的负情函数 ulogu 的共辄函数是 ev-1 (见第 86

页中的例 3.21)。因为函数 fo 是不同变量的负娟函数的和，其共辄函数为

fô(Y) = 汇产-1，
i=1 

其定义域为 domfô =Rn。根据上面的结论 (5.1日，问题 (5.13) 的对偶函数为

g(入， ν) = _bT入一 1/- 2二产了λ-v-1 = _bT入一 ν-e-ν-} ~二口了λ
i=1 

其中句是矩阵 A 的第 4 列向量。

最小体和、覆盖椭球

考虑关于变量 Xε sn 的问题

minimize fo(X) = logdetX-1 

subject toα7X向运 1 ， i=l，"'，刑，

i=l 

(5.14) 

其中 domfo = s~+。问题 (5.14) 有着简单的几何意义。对于任意 Xεs~+，我们将其

与如下中心在原点的椭球联系起来，

Ex = {z I zTXz ζ1 }. 

椭球的体积与 (detX-l) 1/2 成正比，所以问题 (5.14) 的目标函数实质上是椭球 εx 体
积的对数的两倍并加上一个常数附加项。问题 (5.14) 的约束条件可以写成向 εεx。因

此问题 (5.14) 等价于寻找能够包含点间，… ， am 的，并以原点为中心，具有最小体积

的椭球。

问题 (5.14) 的不等式约束是仿射的;它们可以表述为

tr ((αρf)X) 运1.

在例 3.23 (第 86 页)中我们曾得到函数 fo 的共辄函数为

fô(Y) = logdet(-y)-l - n , 

其中定义域 domfò = -s~+。根据上面的结论式 (5.11) ，问题 (5.14) 的对偶函数为
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-00 其他情况.

因此，对任意满足2:::7\ 入向吁 >-0 和 λ>-0 的入，数值

logdet I 艺Mαr }_lTλ +n 
i=l 

给出了问题 (5.14) 最优值的一个下界。

5.2 Lagrange 对偶问题

对于任意一组(入， ν)，其中入泣。， Lagrange 对偶函数给出了优化问题 (5.1) 的最

优值f 的一个下界。因此，我们可以得到和参数 λ、 u 相关的一个下界。一个自然的问

题是:从 Lagrange 函数能够得到的最好下界是什么?

可以将这个问题表述为优化问题

maxirnize g(λ， ν) 

subject toλ 兰 O.
(5.16) 

上述问题称为问题 (5.1) 的Lagrange 对偶问题。在本书中，原始问题 (5.1) 有时被称

为原问题。前面提到的对偶可行的概念，即描述满足 λ>-0 和 g(λ， ν) >一∞的一组

(λ，时，此时具有意义。它意味着，这样的一组(入， ν) 是对偶问题 (5.16) 的一个可行解。

称解 (À* ， 川)是对偶最忧解或者是最优 Lagrange 乘子，如果它是对偶问题 (5.16) 的

最优解。

Lagrange 对偶问题 (5.16) 是一个凸优化问题，这是因为极大化的目标函数是因函

数，且约束集合是凸集。因此，对偶问题的凸性和原问题 (5.1) 是否是凸优化问题无关。

5.2.1 显式表达对偶约束

前面提到的例子说明了对偶函数的定义域

domg = {(入， ν) I g(入， ν) >一∞}

的维数一般都小于 m+p。事实上，很多情况下，我们可以求出 domg 的仿射包并将其

表示为一系列线性等式约束。粗略地讲，这说明我们可以识别出对偶问题 (5.16) 目标

函数 g 中"隐藏"或"隐含"的等式约束。这样处理之后我们可以得到一个等价的问题，在

等价的问题中，这些等式约束都被显式地表达为优化问题的约束。下面的例子将说明这

一点。



. 216 . 5 对偶

标准形式线性规划的 lagrange 对偶

在第 210 页中，标准形式线性规划

EO =0 
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的 Lagrange 对偶函数为

一bT1) AT 1) 一入 +C= 。

一∞ 其他情况

严格地讲，标准形式线性规划的对偶问题是在满足约束 λ)-0 的条件下极大化对

g(入， ν) =

偶函数 g， 即

. . 
g(入， ν)=

_bTν AT1) - λ +c= 。

一∞ 其他情况 (5.18) 
maxnDlze 

subject toλ 泣。-

当且仅当 AT1) 一 λ+c=o 时对偶函数 g 有界。我们可以通过将此"隐含"的等式约

束"显式"化来得到一个等价的问题

maximize - bT 
1) 

subject to AT 1) 一 λ +c=o

λ)- o. 
(5.19) 

进一步地，这个问题可以表述为

maximize -bTν 

subject to AT 
1) + C ~二 o.

(5.20) 

这是一个不等式形式的线性规划。

注意到这三个问题之间细微的差别。标准形式线性规划 (5.17) 的 Lagrange 对偶问

题是问题 (5.18) ，这个问题等价于问题 (5.19) 和 (5.20) (但是形式不同)。这里重复使

用术语，称问题 (5.19) 和 (5.20) 都是标准形式线性规划 (5.17) 的 Lagrange 对偶问题。

不等式形式线性规划的 lagrange 对偶

类似地，我们可以写出不等式形式的线性规划问题

. . . cTx 
(5.21) 

四llDlmlze

subject to Ax -< b 



5.2 Lagrange 对偶问题 . 217 . 

的 Lagrange 对偶问题。 Lagrange 函数为

L(x， λ) = cT尘十入T(Ax - b) = _bTλ +(ATλ + c)T x , 

所以对偶函数为

g(λ)=iEfL(z， λ) = _bTλ+iEf(AT入 +cfx

我们知道，若线性函数不是恒值，则线性函数的下确界是一∞，因此上述问题的对偶函

数为

g(λ) = 
-bTλ ATλ +c= 。

一∞ 其他情况.

称对偶变量 λ 是对偶可行的，如果 λ 泣。且 ATλ +c=û。

线性规划 (5.21)的 Lagrange 对偶问题是对所有的 λ 泣。极大化 g。和前面一样，

我们可以显式表达对偶可行的条件并作为约束来重新描述对偶问题

maximize _bTλ 

subject to ATλ +c=O 

入>- 0, 

而上述问题是一个标准形式的线性规划。

(5.22) 

我们注意到标准形式线性规划和不等式形式线性规划以及它们的对偶问题之间的

有趣的对称性:标准形式线性规划的对偶问题是只含有不等式约束的线性规划问题，

反之亦然。读者也可以证明，问题 (5.22) 的 Lagrange 对偶问题就是(等价于〉原问

题(5.21)。

5.2.2 弱对偶性

Lagrange 对偶问题的最优值，我们用 t 表示，根据定义，这是通过 Lagrange 函数

得到的原问题最优值f 的最好下界。特别地，我们有下面简单但是非常重要的不等式

d*~二 p* ， (5.23) 

即使原问题不是凸问题，上述不等式亦成立。这个性质称为弱对偶性。

即使当♂和扩无限时，弱对偶性不等式 (5.23) 也成立。例如，如果原问题无下界，

即扩= -∞，为了保证弱对偶性成立，必须有 d* =-∞， 即 Lagrange 对偶问题不可

行。反过来，若对偶问题无上界，即♂=∞，为了保证弱对偶性成立，必须有扩=∞，

即原问题不可行。

定义差值扩 -d* 是原问题的最优对偶间隙。它给出了原问题最优值以及通过

Lagrange 对偶函数所能得到的最好(最大〉下界之间的差值。最优对偶间隙总是非

负的。
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当原问题很难求解时，弱对偶不等式 (5.23) 可以给出原问题最优值的一个下界，这

是因为对偶问题总是凸问题，而且在很多情况下都可以进行有效的求解得到♂。作为

一个例子，考虑第 211 页提到的双向划分问题 (5.7)。其对偶问题是一个半定规划问题

maximize -1 T v 

subject to W + diag(ν) 兰 0，

其中，变量 νεRn。即使当 n 取相对较大的值，例如 η = 1000 时，上述问题都可以进

行有效求解。对偶问题的最优值给出了双向划分问题最优值的一个下界，而这个下界

至少和根据 λmin(W) 给出的下界 (5.8) 一样好。

5.2.3 强对偶性和 Slater 约束准则

如果等式

d*= 扩 (5.24)

成立，即最优对偶间隙为霉，那么强对偶性成立。这说明从 LagTange 对偶函数得到的

最好下界是紧的。

对于一般情况，强对偶性不成立。但是，如果原问题 (5.1) 是凸问题，即可以表述为

如下形式

minimize 10 (x ) 

subject to 元(x) :::; 0, 
Ax = b, 

i = 1,…, m , (5.25) 

其中，函数 10γ. . ， 1m 是凸函数，强对偶性通常〈但不总是)成立。有很多研究成果给

出了强对偶性成立的条件(除了凸性条件以外〉。这些条件称为约束准则。

一个简单的约束准则是 Slater 条件:存在一点 x E relintV 使得下式成立

fi(x) <0, i = 1,… ,m , Ax = b. (5.26) 

满足上述条件的点有时称为严格可行，这是因为不等式约束严格成立。 Slater 定理说

明，当 Slater 条件成立(且原问题是凸问题〉时，强对偶性成立。

当不等式约束函数 li 中有一些是仿射函数时， Slater 条件可以进一步改进。如果

最前面的 k 个约束函数fI，…，儿是仿射的，则若下列弱化的条件成立，强对偶性成

立。该条件为:存在一点 zεrelintV 使得

!i(X) 运 0， i = 1,… ,k , !i(X) <0, i = k+1 ,…, m , Ax = b. (5.27) 

换言之，仿射不等式不需要严格成立。注意到当所有约束条件都是线性等式或不等式且

dom1o 是开集时，改进的 Slater 条件 (5.27) 就是可行性条件。
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若 Slater 条件(以及其改进形式 (5.27))满足，不但对于凸问题强对偶性成v..也

意味着当矿> 一∞时对偶问题能够取得最优值，即存在一组对偶可行解(>.*，♂)使得

到川，川)=♂ =p*。在 35.3.2 巾.~们将证明当原问题是凸问题且 Slater 条件成立时，

强对偶性成立。

5.2.4 例子

线性方程组的最小二来解

再次考虑问题 (5.5)

其相应的对偶问题为

口11m口üze xTx 

subject to Ax = b. 

maximizc - (1j4) l/T AAT l/… bTν， 

它是一个凹二次函数的无约束极大化问题。

Slater 条件此时即是原问题的可行性条件，所以如果 bε 记(A) ， 即扩<∞，有

扩 空空 ♂。事实上，对于此问题， 强对偶性通常成立，即使扩=∞亦如此。当 p* = ∞ 

时 ， b rf.冗(A) ， 所以存在 z 使得 ATZ = 0, bT z 手 0。因此，对偶函数在直线 {tz I t E R } 

上无界，即对偶问题最优值也无界 • d* = ∞。

线性规划的 lagrange 对偶

根据 Slater 条件的弱化形式，我们发现，对于任意线性规划问题(无论是标准形式

还是不等式形式)，只要原问题可行，强对偶性都成立.将此结论应用到对偶问题，我们

得出结论，如果对偶问题可行，强对偶性成立。对线性规划问题，只有一种情况下强对

偶性不成立:原问题和对偶问题均不可行。这种特殊的情况也会发生，见习题 5.23.

二次约束二次规划的 lagrange 对偶

考虑约束和目标函数都是二次函数的优化问题 QCQP

minimize (1/2)xT岛X+Q6x + 俨0

subject to (1/2)xT Pix + qT x + ri 运 0， i = 1, . . . ,m , 
(5.28) 

其中.马 εsn+' Pi ε s~ . i = 1 ， … 1 m。其 Lagrange 函数为

L(x， λ) : (1/2)xT P(λ)x + q(λfx+r(λ) ， 

其中

P(λ)= 马+汇λi~ ， q(λ) = qo +汇入哟， r(λ) = ro + 汇M
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对于一般的 λ 可以得到对偶函数 g(λ) 的表达式，但是这样的推导非常复杂。但是，如

果 λ 泣。，我们有 P(λ) >- 0 以及

g(λ)=i3fL(尘， λ) = -(1/2)q(λ)Tp(λ) - lq(λ)+ 俨(λ).

因此，对偶问题可以表述为

maximize 一 (1/2)q(λ)Tp(λ) -lq(λ) + r(λ) 

subject to 入兰 o.
(5.29) 

根据 Sla.ter 条件，当二次不等式约束严格成立时，即存在一点工使得

(1/2)xT PiX + q[ x +η< 0, i = 1, . . . , m. 

问题 (5.29) 和 (5.28) 之间强对偶性成立。

蝇的最大化

下一个问题是惰的最大化问题 (5.13):

Z FD o z n

汇e 
η
e
 

m n m 

i=l 

subject to Ax ~ b 

l T X = 1, 

其定义域为。 =R+。在第 213 页中我们曾经推导过这个问题的 La.gra.nge 对偶函数;

对偶问题为
7飞

m缸lmlze 一的 - v - e- v
- 1 2二户了λ

(5.30) 

subject toλ 泣。，

其中，对偶变量 λεRm ， νεR。对于问题 (5.13)，根据(弱化的) Sla.ter 条件，我们

知道如果存在一点 x>-o 使得 Ax :s b 以及 lTx= L 最优对偶间隙为零。

关于对偶变量 ν 解析求最大可以简化对偶问题 (5.30)。对于任意固定入，当目标函

数对 ν 的导数为零时，即

ν=logLe-α了λ 一 L

目标函数取最大值。将 ν 的最优值带入对偶问题可以得到

n 

maximize -bT入一 log I 汇产了λ

subject toλζ0， 

这是一个非负约束的几何规划问题 (凸优化问题〉。
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最小体积覆盖椭球

考虑问题 (5.14):

. . . 
应um日llze logdetX-l 

subject to at X向~ 1, 

. 221 . 

4=1,…, m , 

其中，定义域为 Ð = S~+O 式 (5.15) 给出了其 Lagrange 对偶函数，所以对偶问题为

m 

maximize log det I 汇入内αt I -lT入 +η
(5.31) 

subject to 入兰 O.

我们规定当 X 乒 0 时， logdetX =一∞。

对于问题 (5.14). (弱化的) Slater 条件为:存在一个矩阵 XεS~+ 使得对任

意 Z=1，…，m 有 αfX向运 1。而这个条件总是满足的，所以问题(5.14) 和对偶问

题(5.31)之间的强对偶性总是成立。

具有强对偶性的一个非凸二次规划问题

虽然不太常见，但是对于非凸问题，强对偶性也有成立的时候。作为一个重要的例

子，我们考虑在单位球内极小化非凸二次函数的优化问题

minimize xT Ax + 2bT X 

subject to xT x 运 1 ，
(5.32) 

其中.A ε sn ， A 涯。，且 bE Rn。因为 A 运 0，所以这不是一个凸优化问题。这个问题

有时也称为信赖域问题，当在单位球内极小化一个函数的二阶逼近函数时会遇到此问

题，此时的单位球即为假设二阶逼近近似有效的区域。

Lagrange 函数为

L(x， λ) = xT Ax + 2bT 
X + λ(xT X - 1) = xT(A + λI)x + 2bTx- λ， 

因此对偶函数为

-bT(A+ 入1)t b 一 λ A+ λ1 >- 0, b E R.(A + 入1)

一∞ 其他情况，
g(λ)= 

其中，矩阵 (A+ λI)t 是矩阵 A+ 入I 的伪逆。因此 Lagrange 对偶问题为

. . 
-bT(A + λ1)tb 一入

(5.33) 
口laxlmlze

subject to A + 入I 兰 0， b E 冗(A+ λ1) ，
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其中，对偶变量 λER。虽然表达式看起来不明显，这是一个凸优化问题。事实上，对

偶问题可以很容易地求解，可以将其写成

maximize - ~(q;b)2 /(入i+λ) 一 λ

subject toλ 》 -λmin(A) ，

其中，沁和 qi 分别是矩阵 A 的特征值和相应的(标准正交〉特征向量，我们规定若

q;b = O. 比值 (q;b)2/0 为零，其他情况该比值为∞。

尽管原问题 (5.32) 不是凸问题，此问题的最优对偶词隙始终是零:问题 (5.32) 和

问题 (5.33) 的最优解总是相同。事实上，存在一个更为一般的结论:如果 Slater 条件成

立，对于具有二次目标函数和一个二次不等式约束的优化问题，强对偶性总是成立;参

见 SB.l.

5.2.5 矩阵对策的混合策略

在本节中，我们利用强对偶性得出零和矩阵对策的一个基本结论。考虑二人对策。

局中人 1 做出选择(或者移动) k ε{l， . . . ，叶，局中人 2 在 1ε{1，… ， m} 中做出选

择。然后，局中人 1 支付给局中人 2 Pkl ， 其中 Pε Rnxm 是对策的支付矩阵。局中人

1 的目标是支付额越少越好，而局中人 2 的目标是极大化支付额。

局中人采用随机或者混合策略，这意味着每个局中人根据某个概率分布随机做出

选择，和其他局中人的选择无关，即

prob(k = i) = 间， 4 2 1 ， …，η， prob(l = i) = 饨， 4 = 1，… ， m. 

这里， u 和 u 是两个局中人的选择所服从的概率分布，即他们的策略。局中人 1 支付给

局中人 2 的支付额的期望为

~~二也川凡1 = uTpv 

局中人 1 希望通过选择也来极小化 uTpv. 而局中人 2 则希望通过选择 u 来极大

化uTpVo

首先我们从局中人 1 的角度来分析这个对策，假设其策略包已经被局中人 2 知

晓 (这当然对局中人 2 是一个优势〉。局中人 2 将会采取策略 υ 来极大化 uTpv ， 此时

支付额的期望为

sup{uT Pv I v 兰 021TtJ=1} = JI?!m(PTuh-

局中人 1 所能尽的最大努力是选择 u 来极小化上述最大支付额，即选择策略 u 求解下

列问题
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mmmm maxpl,,m(PTu)g 

subject to u ~二 0 ， 1T U = 1, 

. 223 . 

(5.34) 

这是一个分片线性凸优化问题。设这个问题的最优值为叫，这是在周中人 2 知道局中

人 1 的策略后，给出了让自己利益最大化的选择时，局中人 1 所能给出的最小支付额

期望。

类似地，我们可以考虑当局中人 2 的策略 u 被局中人 1 知晓时的情况(这对局中

人 l 是个优势〉。在这种情况下，局中人 l 选择策略也极大化 uTpv ， 得到如下期望支

付额

inf{uT Pv I u 兰 0， 1TtL=1}=-21飞(Pv)i.

局中人 2 选择策略 υ 来极大化上述期望支付额，即选择策略 v 求解下列问题

maximize miDi=l.....n(PV)i 

subject to v >- 0, 1T v = 1, 
(5.35) 

这也是一个凸优化问题，目标函数是分片线性(凹)函数。设此问题的最优值为吨。这

是当局中人 1 知道局中人 2 的策略时，局中人 2 可以得到的最大支付额期望。

直观地，知道对手的策略是一个优势〈至少不是劣势)，事实上，很容易就得出总是

成立 Pt ~埠。我们可以将非负差值吭一 P2 看成是知道对手策略所带来的优势。

利用对偶性，我们得出一个乍看令人惊讶的结论:p: = 呢。换言之，在采取混

合策略的矩阵对策中，知道对手的策略没有优势。事实上，可以说明问题 (5.34)和问

题(5.35) 互为 Lagrange 对偶问题，利用强对偶性，不难得到上述结论。

首先，将问题 (5.34) 写成线性规划问题

minimize t 

subject to u ~二 0， 1TtL=l

pTu 兰 t1 ，

其中，附加变量 tεR。对约束 pTU 二三日引入 Lagrange 乘子入，对约束 u 兰 O 引入

μ，对等式约束 1Tu= 1 引入乘子 ν，则 Lagrange 函数为

t+ 入T(pTu - t1)一 μTU + ν(1 - 1T u) = ν + (1-1Tλ)t + (P入 一 ν1 - μ)Tu , 

因此对偶函数为

g(λ， μ， ν)= 
ν 1Tλ = 1, P入一 ν1=μ

一∞其他情况

可以写出对偶问题
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maxlffilze 1/ 

subject toλ 主 0， 1Tλ = 1 ， μ 泣。

Pλ 一 ν1 = μ.

消去 μ 得到关于变量 λ 和 ν 的 Lagrange 对偶问题

. . 
盯laxl口llzeν

'i 

一
一

、

A

T 
可
4
'
唱
Aν

 

O

>
-

〉
-
λ

λ
P
 

O &EU &b e e -'·J b u qu 

上述问题很显然与问题 (5.35) 是等价的。因为线性规划问题可行，所以强对偶性成立;

即优化问题 (5.34) 和 (5.35) 的最优值相等。

5.3 几何解释

5.3.1 通过函数值集合理解强弱对偶性

可以通过集合

ç = {(h(x) ,… , !m(x) , h1 (X) , . . . ， hp(功 ， !o(x)) ε Rm x RP X R I x ε Ð}， (5.36) 

给出对偶函数的简单几何解释。事实上，此集合是约束函数和目标函数所取得的函数

值。利用集合 ç， 可以很容易地表达优化问题 (5.1) 的最优值f

扩 =inf{t l (包 ， v ， t)ε ç， u 主 0， ν= O}. 

为了求取以(入， ν) 为自变量的对偶函数，我们在 (u， v ， t) εg 上极小化仿射函数

+ 
饨的

P

Z
同

+ 
陶

、
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汇
同

一
-

4
ι
 

刷U
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T 1i u 、

A

得到

g(λ， ν) = inf{(入， ν， 1f(u， υ ， t) I (包， v ， t)ε Ç}. 
特别地，如果下确界有限，则不等式

(入， ν， 1)T(U ， v ， t);去 g(λ， ν)

定义了集合G 的一个支撑超平面。这个支撑超平面有时称为非竖直支撑超平面，这是因

为法向量的最后一个分量不为零。

假设入兰 0。显然，如果 ujO 且 v = 0，则成立 t 注 (λ，只 1)T(包， v , t)。因此有

扩 =inf{t I (包， v ， t) ε ç ， 也主 0， υ = O} 

~ inf{(λ，只 1f(u， v ， t)l(包， v， t)EÇ， 也主 O， v = O} 

~ inf{(入， ν， 1f(u， v， t) I (u， v ， t) ε Ç} 

=g(λ，时，
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即弱对偶性成立。针对只有一个不等式约束的简单问题，图5.3和图5.4描述了上述几何

意义。

λu+t= 9(λ) 

u 

图5.3 针对只有一个〈不等式)约束的简单问题，对偶函数和下界 g(λ)ζf 的几何解释。给

定 λ，在集合 9 = {(!I (x) , fo(x)) I x ε Ð} 上极小化 (λ，1)T(U， t) ， 得到斜率为 -λ 的支撑超平

面。支撑超平面与坐标轴 u=o 的交点即为 g(λ) 。

t 

λ2U+t= g(λ2) 

λ'u+t= g(λ.) 

λ1也+t=列入)

u 

图5.4 对偶可行的三个λ 值对应的支撑超平面，这三个值中包含最优值λ飞强对偶性此时不成

立;最优对偶间隙p* - d*大于零。

上境圈变化

在本节中，我们以另一种方式理解对偶性的几何意义，同样也是基于集合 g， 通

过这个理解，我们可以解释为什么对(大部分)凸问题，强对偶性总是成立。定义集合

ACRm xRP xR 为

或者更明确的，

l A = 9 + (R~ x {O} x R+) , 

A = {(包， v ， t) I 3x ξ 1)， fi(x) ~问， t=1，…，m , 

hi(X) = 叭， t=1，… ，p， fo(x) ζ 吟，

(5.37) 
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我们可以认为 A 是 G 的一种上境图形式，因为 A 包含了 G 中的所有点以及一些"较

坏"的点，即目标函数值或者不等式约束函数值较大的点。

可以通过 A 来描述最优值

p* = inf{t I (O ,O, t) E A} 

为了得到当 λ 主 0 时关于 (λ， ν) 的对偶函数，可以在A上极小化仿射函数(入，只 l)T仙， υ， t) : 

如果 λ 主 0，则

g(λ， ν) = inf{(入， κ lf(u， v ， t) I (u， v ， t) ε A} 

如果下确界有限，则

(λ， ν， 1)T (旬 ， v ， t)~g(λ， ν)

定义了 A 的一个非坚直的支撑超平面。

特别地，因为 (0， 0，扩)ε bdA，我们有

p* = (λ，只 l)T(O ， O ， 扩)注 g(λ， ν) ， (5.38) 

即弱对偶性成立。强对偶性成立，当且仅当存在某些对偶可行变量 (λ， ν)，使得式 (5.38)

取等号，即对集合 A， 存在一个在边界点 (0， 0，扩)处的非竖直的支撑超平面。

这种形式的儿何解释见图5.5。

t 

A 

λu+t=g(λ) 
(O,p') 

u 

图5.5 针对具有一个(不等式〉约束的问题，对偶函数和下界 g(λ) 运扩的儿何解释。给定 λ，

在 A = {(u ,t) 13xξ Ð， 1o(x) ζt， ft(x) ζ u} 上极小化 (λ， 1)Y (u ， t)。这样可以得到斜率为一λ

的支撑超平面。此支撑超平面和坐标轴u=O的交点即为g(λ) 。

5.3.2 在约束准则下强对偶性成立的证明

本节证明 Slater 约束准则可以保证对凸优化问题强对偶性成立 (且对偶最优可以

达到〉。考虑原问题 (5.25)，其中函数血，… ， 1m 均为凸函数，假设 Slater 条件满足:即

存在一点￡ εrelintV 使得 Ii (x) < 0 , i = 1，…， m 且 Ax=b。为了简化证明，附加两
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个假设条件:首先 D 的内点集不为空集(即 relint '0 = int '0 ) .其次 rankA =p。假

设最优值 f 有限。(因为存在可行点，则 f z -∞或者扩有限;如果 p* = …∞，则

根据弱对偶性，d"= 一∞。)

如果原问题是凸问题，我们说明式 (5.37) 中定义的集合 A 是凸集。定义另一个凸

集 B 为

!3 = {(O, 0, s) E R m x RP X R I s < 扩}.

集合 A和集合 B 不相交。为了说明这一点，设存在 (u， v ， t) εAn!3。因为仙， v， t) ε !3， 

我们有 u = O. v = O. 以及 t < 扩，而又因为仙， v， t)ε A， 所以存在 2 使得

力(x) ζ0， i = 1,… ,m , Ax - b = 0，以及 fo(x) ~ t <扩，而这与 f 是原问题的最优

值矛盾。

根据 32.5 . 1 中的分离超平面定理，存在(人D， μ) 兴。和 α 使得

(包， v ， t)EA=咛 .Fu+ í/T v + μt 注 α， (5.39) 

和

(u， v ， t) ε !3 =中 .Fu + í/T v + μtζα. (5.40) 

根据式 (5.39)，我们有 A EO 和 μø 00 (否则 5..T也 +μt 在 A 上无下界，与式 (5.39) 矛

盾。〉条件 (5.40) 意味着对所有 t < p* 有 JLt ζα，因此 μ扩《 α。结合式 (5.39) .对任

意 zε '0， 下式成立，

2二 5..ifi(x) + 俨(Ax - b) + μf巾)汕》旷
也=1

设 μ> O. 这样在不等式 (5.41) 两端除以 μ，可得对任意 zε '0， 下式成立

L(x ， 入/μ，í/jμ) ø 扩.

定义

λ=λ/μ， ν = í/jμ， 

(5 .41) 

对 z 求极小可以得到 g(λ， ν) ø 扩。根据弱对偶性，我们有 g(λ， ν) 运扩，因此

g(入， ν) = p*。这说明当 μ>0 时强对偶性成立，且对偶问题能达到最优值。

现在考虑当 μ=0 时的情形。根据式 (5.41) ，对任意 x E 'O. 有

L 5..di(X) + ÿT(Ax - b) 川 (5.42)
i=l 

满足 Slater 条件的点￡同样满足式 (5.42).因此有

艺 5..di(X) 注。
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因为 h(x) < 0 且沁注 0，我们有 λ = 0。因为 (λ， D， μ) 并 0 且 λ = 0 ， μ = 0，所

以乡并 0。因此，式 (5.42) 表明对任意 zεD 有严(Ax - b) 注 0。又因为￡满足

俨(Ax - b) = 0，且 x E intÐ，因此除了 ATíí = 0 的情况，总存在?中的点使得

俨(Ax - b) < 0。而 ATíí = 0 显然与假设 rankA =p 矛盾。

上述证明的几何意义如图5.6所示，图中的问题是具有一个不等式约束的简单

问题。分离集合 A 和集合 B 的超平面在点 (0， p*) 处定义了 A 的一个支撑超平面。根

据 Slater 约束准则，分离的超平面必须是非竖直的(即存在一个形如 (λ飞 1) 的法向

量). (针对具有一个不等式约束的凸优化问题，强对偶性也有可能不成立，习题 5.21 给

出了一个简单的例子。)

(毡，f)
• 

B 

t 

A 

'u 

图5.6 对一个满足 Slater 约束准则的凸优化问题，强对偶性证明的图示。阴影部分是集合 A，

加粗的竖直线段是集合 ß， 不包含点 (O， p汀，图中空心圆点所示。两个集合都是凸集，不相交，

因此存在分离超平面。根据 Slater 约束准则，任意分离超平面必是非竖直的，这是因为它必须

穿过点(毡， 句=(!l(剖， I1。但))的左侧，其中点￡严格可行.

5.3.3 多准则解释

考虑没有等式约束的优化问题

minimize fi。但)

subject to fi(x) ζ0， i=1,…, m , 
(5 .43) 

其 Lagrange 对偶问题和(无约束〉多准则优化问题

minimize (关于 R~+l) F(x) = (ft(x) ,…, !m{x) , !o(x)) (5.44) 

的标量化解法(见 94.7 .4) 之间有着天然的联系。在标量化的过程中，选择一个正向量

元极小化标量函数 '>7F(x) ; 任意最小点都是 Pareto 最优。由于可以将 X 以任意正比
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例缩放而不影响极小化问题，所以不失一般性，可以选择支= (λ， 1)。因此，在标量化

中，我们极小化函数

).T F(x) = lo(x) +艺λifi(x) ，
i=l 

而这正是问题 (5.43) 的 Lagrange 函数。

为了说明多准则凸优化问题的每个 Pareto 最优解都是给定某个非负权向量 λ 时

函数 ).TF(x) 的最小点，我们考虑式(4.62) 定义的集合 A，

A = {t E Rm+l 13x E D, li(X) ~ ti, i = 0,… , m} , 

这和研究 Lagrange 对偶问题时式 (5.37) 中定义的集合 A 一样。此时，和前面一样，

所需权向量也是集合在任意一个 Pareto 最优点处的支撑超平面。在多准则优化问题

中，权向量的含义是目标函数的相对权重。当我们固定权向量的最后一个分量(和函

数 10 对应〉为一时，其他权向量分量的含义是相对 10 的成本，即相对于目标函数的

成本。

5.4 鞍点解释

本节给出 La.grange 对偶的其他儿种解释。本节的内容在后续章节中将不再出现。

5 .4.1 强弱对偶性的极大极小描述

可以将原、对偶优化问题以一种更为对称的方式进行表达。为了简化讨论，假设没

有等式约束;事实上，现有的结果可以很容易地扩展至有等式约束的情形。

首先，我们注意到

边L(x， À) =边仆(2)+ZM(z)

lo(x) fi(x) ~ 0, i = 1,…,m 

∞ 其他情况.

假设 z 不可行，即存在某些 t 使得以x) > 0。选择与= 0 , j 并 Z，以及 λz →∞，可以

得出 supλ泣。 L(x ， λ) = ∞。反过来，如果 z 可行，则有五(x) ζ0， i = 1，… ， m， λ 的最

优选择为入 = 0 , supλ>-0 L(x ， 入) = lo(功。这意味着我们可以将原问题的最优值写成如

下形式

根据对偶函数的定义，有

p* = inf sup L(尘， λ).
zλ>-0 

d* = sup inf L(尘， λ).
λ>-0 x 
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因此弱对偶性可以表述为下述不等式

sup inf L(x， λ) ~ inf sup L(尘，入)， (5.45) 
λ兰o x X λ注。

强对偶性可以表示为下面的不等式

sup inf L(尘，入) = inf sup L(x， λ) 
λ泣o x x λ泣。

强对偶性意味着对 z 求极小和对入泣。求极大可以互换而不影响结果。

事实上，不等式 (5.45) 是否成立和 L 的性质无关:对任意 f: R n x Rm → R C 以

及任意 WCRn 和 Z C Rm) ，下式成立:

sup inf f(w , z) ~ inf sup f(ω， z). 
zεZwε讥r WεW zEZ 

这个一般性的等式称为极大极小不等式。若等式成立，即

sup inf f(ω， z) = inf sup f(ω， z) 
zEZ wE阴/ωε阴f zεZ 

(5.46) 

(5.47) 

我们称 f (以及 W 和 Z) 满足强极大极小性质或者鞍点性质。 当然，强极大极小性质

只在特殊情形下成立，例如，函数 f: R n x Rm → R 是满足强对偶性问题的 Lagrange

函数，而 W=Rn， Z=R~。

5.4.2 鞍点解释

我们称一对 wEW， zEZ 是函数 f ( 以及 W 和 Z) 的鞍点，如果对任意 ωεW

和 z 巳 Z 下式成立

f(w ,z) ~ f(w， z) 运 f(ω， z). 

换言之， f(ω， z) 在 φ 处取得最小值(关于变量 ωε W) ， f仙， z) 在 2 处取得最大

值(关于变量 zε Z) : 

f(φ， z) = inf f(ω，动 ， f(w , z) = sup f(w , z). 
四ξ胁， zEZ 

上式意味着强极大极小性质 (5.47) 成立，且共同值为 f仰，王)。

回到我们关于 Lagrange 对偶的讨论，如果 f 和 Y 分别是原问题和对偶问题的最

优点，且强对偶性成立，则它们是 Lagrange 函数的一个鞍点。反过来同样成立:如果

怡， λ) 是 Lagrange 函数的一个鞍点，那么 z 是原问题的最优解， λ 是对偶问题的最优

解，且最优对偶间隙为零。
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5 .4.3 对策解释

我们可以通过一个连续零和对策来理解极大极小不等式 (5 .46)，极大极小等

式(5.47)，以及鞍点性质。如果第一个局中人选择 w ε W， 第二个局中人选择 zε Z，

那么局中人 l 支付给局中人 2 f(ω， z)。局中人 1 希望极小化 f， 而局中人 2 希望极大

化 f. (因为局中人的选择是向量并且非离散，所以这个对策称为连续的。〉

设局中人 l 首先做出选择，局中人 2 在知道局中人 1 的选择后，做出选择。局中人

2 希望极大化支付额 f忡，功，因此选择 zεZ 来极大化 f(w， z)。所产生的支付额为

SUPzEZ f仙， z) ， 由第一个局中人的选择 ω 决定。(此时假设上确界可以达到:如果达不

到，最优支付额可以无限接近 SUPzEZ f仙， z). )局中人 1 (假设)知道局中人 2 将采取

此措施，因此将会选择 ωεW 使得最坏情况下的支付额尽可能得小。因此局中人 1

选择

argmin sup f (叽 z) ，
四ξw zεZ 

这样局中人 1 付给局中人 2 的支付额为

inf Sup f(ω， z) 
wEW zEZ 

现在假设对策的顺序反过来:局中人 2 先做出选择 z E Z ， 局中人 1 随后选择

ωε W( 己经知晓局中人 2 的选择 z)。通过类似的讨论，如果选择最优策略，局中人 2

必须选择 zεZ 来极大化 infwE

SUp inf f(ω， z ). 
zEZ wEW 

极大极小不等式 (5.46) 说明(直观上显然)这样一个事实，后选择的局中人具有优

势，即如果在选择的时候已经知道对手的选择具有优势。换言之，如果局中人 1 必须先

做出选择时，局中人 2 获得的支付额更大。当鞍点性质 (5.47) 成立时，做出选择的顺序

对最后的支付额没有影响。

如果怡，王)是函数 f (在 W 和 Z 上〉的一个鞍点，那么称它为对策的一个解;w

称为局中人 1 的最优选择或对策， 2 称为局中人 2 的最优选择或对策。在这种情况下，

后选择没有任何优势。

现在考虑一种特殊的情况，支付额函数是 Lagrange 函数， W =Rn , Z = R~。此

时，局中人 1 选择原变量 x ， 局中人 2 选择对偶变量入兰 0。根据前面的讨论，如果局

中人 2 必须先选择，其最优方案是任意对偶最优解>.* .局中人 2 所获得的支付额此时

为 t。反过来，如果局中人 1 必须先选择，其最优选择是任意原问题的最优解 x* ， 相

应的支付额为扩。

此问题的最优对偶间隙恰是后选择的局中人所具有的优势，即当知道对手的选择

后再做出选择的优势。如果强对偶性成立，知晓对手的选择不会带来任何优势。
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5.4.4 价格或税解释

Lagrange 对偶在经济学上有一个有意义的解释。设变量 z 表示公司的一种运营策

略 • fo(x) 表示以方式 z 运营的戚本，即 -fo(x) 表示以方式 z 运营获得的收益(比如

说美元〉。每个约束 !i (x) ~ 0 表示实际的一些限制，比如说资源的限制(如仓库容量，

劳动力〉或者常规限制〈如环境限制〉。考虑满足约束条件并便利润最大的运营策略可

以通过求解下列问题得到

minimize fo(x} 

subject to fï(x) 运 0， i = 1,…, m. 

得到的最优利润是 -p* 。

现在假设另一个场景，约束可以被违背，被违背的部分必须支付一定的成本，与被

违背的部分 fi 呈线性关系。因此，违背约束 t 所需支付的成本为 λdi(功。如果约束不

是紧的，公司还会得到收益:如果 fï(x) < 0，公司得到的收益为 λi !i (X)。系数儿的含

义是违背 fi(X) 运 0 的价格;其单位为美元每单位违背〈通过 h 衡量〉。公司亦可以以

同样的价格卖出第 t 个约束中"没有使用的"部分。假设 λi ~ 0，则公司必须为违背约束

付出代价(如果约束不是紧的可以获得收益〉。

作为一个例子，假设原问题的第一个约束为 fI(x) 运 O. 表示仓库容量的限制(比如

说平方米〉。在新的安排下，假设公司可以以每平方米 λ1 美元的价格租赁另外的仓库空

间，也可以以同样的价格将不使用的空间租赁出去。
何1

以方式 z 运营，约束价格为沁，公司的总成本为 L(尘， λ) = fo(x) + 艺 λi!i (X)。显

然，公司必须选择运营方式来极小化总成本 L(x， λ)，这样得到的成本为 g(λ)。对偶函

数就表示公司的最优成本，是约束价格向量入的函数。对偶问题的最优值t 即为公司

在最不利的成本价格下所获得的最优收益。

基于这个解释，我们可以这样描述弱对偶性:在第二种情况(约束可以被违背，有

代价和收益)下公司的最优成本不大于第一种情形〈约束不能被违背〉公司的成本。

这是显然的:如果 f 是第一种情况下的最优解，那么在第二种情况下以 f 进行运

营时的成本小于 fo(扩)，这是因为可以通过不紧的约束获得收益。最优对偶间隙是

允许为违背的约束支付成本〈以及通过不紧的约束获得收益)时公司可能获得的最小

优势。

现在假设强对偶性成立，对偶问题可以取得最优值。对偶问题最优解 Y 可以看成

是这样的价格:公司允许以这样的价格支付被违背的约束(或者通过不紧的约束获得收

益〉时相比约束不能被违背时没有任何优势。因为这个原因，对偶问题最优解 Y 有时

也称为原问题的影子价格。
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5.5 最优性条件

在此，我们再次提醒读者，如果不明确说明，并不假设问题 (5.1) 是凸问题。

5.5.1 次优解认证和终止准则

如果能够找到一个对偶可行解(入，时，就对原问题的最优值建立了一个下界: p* 注

g(入， ν)。因此，对偶可行点(入， ν) 为表达式扩? g(λ， ν) 的成立提供了一个证明或认证。

强对偶性意味着存在任意好的认证。

对偶可行点可以让我们在不知道 f 的确切值的情况下界定给定可行点的次优程

度。事实上，如果 z 是原问题可行解且 (λ， ν) 对偶可行，那么

fo(x) - p* 运 fo(x) - g(λ， ν). 

特别地，上式说明了 2 是←次优，其中 ε = fo(x) - g(入， ν)0 (这同样说明对对偶问题

(λ， ν) 是心次优。)

定义原问题和对偶问题目标函数的差值

fo(x) - g(入， ν)

为原问题可行解 z 和对偶可行解 (λ， ν) 之间的对偶间隙。 一对原对偶问题的可行点

x , (λ， ν) 将原问题 〈对偶问题〉 的最优值限制在一个区间上:

p* E [g(λ， ν) ， fo(x月，♂ ε [g(λ，时 ， fo(x月，

区间的长度即为上面定义的对偶间隙。

如果原对偶可行对 x， (λ， ν) 的对偶间隙为零，即 fo(x) = g(λ， ν) ，那么 z 是原问

题最优解且 (λ， ν) 是对偶问题最优解。此时，我们可以认为(入， ν) 是证明 z 为最优解的

一个认证(类似地，也可以认为 z 是证明 (λν) 对偶最优的一个认证〉。

上述现象可以用在优化算法中给出非启发式停止准则。设某个算法给出一系列原

问题可行解 X(k) 以及对偶问题可行解 (λ(k) ， ν(k)) ， k = 1 ， 2，…，给定要求的绝对精度

Eabs > 0，那么停止准则(即终止算法的条件)

fO(X(k)) - g(λ(灼， ν(k)) ~ Eabs 

保证当算法终止的时候， x(k) 是 εabs-次优。事实上， (λ(时， ν(k)) 为此提供了一个认

证。(当然，只有在强对偶性成立的条件下，此方法对任意小的 Eabs 才都可行。)

给定相对精度 E时> 0，可以推导类似的条件保证←次优。如果

g(λ(的， ν(k)) > 0 , 
f 'O(X(k)) - g(λ(k) ， ν(k) ) .... -

g(入(k) ， ν(k) ) 、 trel
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成立，或者
f 'o(X(k}) - g(入(k) ， ν(k})

fo(dk))<0， -foh(k)) 《 E时

成立，那么扩并 0，且可以保证相对误差

小于等于 Erel 。

5.5.2 互补松弛性

f'O(X(k)) -p* 

Ip*1 

5 对偶

设原问题和对偶问题的最优值都可以达到且相等(即强对偶性成立〉。令 f 是原问

题的最优解， (入食，川)是对偶问题的最优解，这表明

fo(x*) =g(λ飞 ν*)

=i~f l fo(x) +汇习以x) 十 三:可14(x)

运 fo(x*) + 汇入队(扩)+艺 lIihi(x*)
i=l i=l 

ζ fo(x*). 

第一个等式说明最优对偶间隙为霉，第二个等式是对偶函数的定义。第三个不等式是根

据 Lagrange 函数关于 2 求下确界小于等于其在 x = x* 处的值得来。最后一个不等式

的成立是因为对注 0 ， fï(♂)ζ0， i = 1，… ，m， 以及 hi (扩) = 0 , i = 1，… J。因此，

在上面的式子链中，两个不等式取等号。

可以由此得出一些有意义的结论。例如，由于第三个不等式变为等式，我们知道

L怡， .À * I 川)关于 2 求极小时在♂处取得最小值。( Lagrange 函数 L(尘， Y， f) 也可以

有其他最小点 ; x* 只是其中一个最小点。〉

另外一个重要的结论是

汇入f fi(x*) = 0 
i=l 

事实上，求和项的每一项都非正，因此有

入ffi(扩) = 0, i = 1,…, m. (5.48) 

上述条件称为互补松弛性;它对任意原问题最优解 f 以及对偶问题最优解(川，川)都

成立(当强对偶性成立时〉。我们可以将互补松弛条件写成

入?>O=中 fï(x*) = 0, 
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或者等价地

fï(♂) <0=今 λ;=0.

粗略地讲，上式意味着在最优点处，除了第 4 个约束起作用的情况，最优 Lagrange 乘

子的第 1 项都为零。

KKT 最优性条件5.5.3 

现在假设函数 fo ， … J隅，仇，…， hp 可微 (因此定义域是开集)，但是并不假设这些

函数是凸函数。

非凸问题的 KKT 条件

和前面一样，令 f 和(沪，川)分别是原问题和对偶问题的某对最优解，对偶间隙

为零。因为 L怡，).*，川)关于 z 求极小在 f 处取得最小值，因此函数在 f 处的导数

必须为零，即，

\l fo(x*) +艺Xi\l fi(x*) +艺可\lhi(x*) = 0 

因此，我们有

(5.49) 

i = 1,…,m 

4=1, … ,p 

i = 1,…, m 

4=1,…, m 

fi(x*) ζ0， 

~(x*) =0, 

入;注 0，

入tfi(x*) = 0, 
nu -* Z LM V 

*
ν
z
 

p

艺
创

+ * z g
u
μ
 

v 
刀
-

m

艺
同

+ 4页Z 
内
u

rJ V 

我们称上式为 Karush-Kuhn-Tucker (KKT) 条件。

总之，对于目标函数和约束函数可微的任意优化问题，如果强对偶性成立，那么任

何一对原问题最优解和对偶问题最优解必须满足 KKT 条件 (5.49) 。

凸问题的 KKT 条件

当原问题是凸问题时，满足 KKT 条件的点也是原、对偶最优解。换言之，如果函

数 fi 是凸函数， hi 是仿射函数，宏，立， D 是任意满足 KKT 条件的点，

t=1,…,m 

i = 1,… ,p 

4 = 1,…, m 

4 = 1,…, m 

fi(x) 运 0，

问(x) = 0, 
入i ø 0, 

λifi(x) =0, 
nu -NZ h v 

-
的

p

汇
国

十
'z 

f
川

nv 坤、
A

m

艺
创

+ 句
Znu 

fJ V 



. 236 . 5 对偶

那么￡和 (λ， íJ) 分别是原问题和对偶问题的最优解，对偶间隙为零。

为了说明这一点，注意到前两个条件说明了王是原问题的可行解。因为 Az 》

0, L(尘，入， íJ) 是 z 的凸函数;最后一个 KKT 条件说明在 z= ￡处， Lagrange 函数的导

数为零。因此， L(尘， λ íJ) 关于 z 求极小在￡处取得最小值。我们得出结论

g(λ ，íJ) = L(轧 λ， íJ) 
m p 

=fo(x) + 三二 ).ifi(x) +汇价。)
i=l i=l 

=fo(剖，

最后一行成立是因为 ~(x) = 0 以及 Àdi(X) = 0。这说明原问题的解￡和对偶问题的

解(人， íJ) 之间的对偶间隙为零，因此分别是原、对偶最优解。总之，对目标函数和约束

函数可微的任意凸优化问题，任意满足 KKT 条件的点分别是原、对偶最优解，对偶间

隙为零。

若某个凸优化问题具有可微的目标函数和约束函数，且其满足 Slater 条件，那么

KKT 条件是最优性的充要条件: Slater 条件意味着最优对偶间隙为零且对偶最优解可

以达到，因此 z 是原问题最优解，当且仅当存在(入，吟，二者满足 KKT 条件。

KKT 条件在优化领域有着重要的作用。在一些特殊的情形下，是可以解析求解

KKT 条件的(也因此可以求解优化问题)。更一般地，很多求解凸优化问题的方法可以

认为或者理解为求解 KKT 条件的方法。

例 5.1 等式约束二次凸问题求极小。考虑问题

minimize (1/2)xT PX + qT X + T 

subject to Ax = b, 

其中 PεSZ。此问题的 KKT 条件为

Ax* = b, Px* + q + ATν食 = 0, 

我们可以将其写成

[: ~T ] [ :: 1 = [叮A 0 I I v* I I b 

(5.50) 

- 求解变量 x* ， v* 的 m+n 个方程，其中变量的维数为 m+饨，可以得到优化问题 (5.50) 的

最优原变量和对偶变量.

悟。 5.2 注水。考虑如下凸优化问题
n 

minimize - ~二 log(αi + Xi) 

subject to X ~二 0， 1TZ=1， , 
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其中向 >0。上述问题源自信息论，将功率分配给 η 个信道。变量均表示分配给第 4 个信

道的发射功率， log(αi + Xi) 是信道的通信能力或者通信速率，因此上述问题即为将值为一
的总功率分配给不同的信道，使得总的通信速率最大。

对不等式约束 x，. >- 0 引入 Lagrange 乘子 YζRn，对等式约束 lTX = 1 引入一个乘子

♂ εR，我们得到如下 KKT 条件

f 江 0， lT旷 =1 ， λ食主二 0 ， λ;27=0， 4=1，…，饨，

-1/(αi+Xn - λ;+U*=0， 4 =1，… ，低

可以直接求解这些方程得到 x* ， 川，以及♂。注意到川在最后一个方程里是一个松弛变

量，所以可以消去，得到

2*E二 0 ， lT X* = 1, xi (ν* - 1/(αi + xi)) = 0, i = 1,… , n , 

ν* 注 1/(αi + x;) , i = 1 ，…，仿.

如果川< 1/句，只有当咛> 0 时最后一个条件才成立，而由第三个条件可知川=

1/(α‘ +x;) 。 求解 27，我们得出结论:当 v* < 1/α雹时，有咛= 1/ν* - 句。如果

f 注 1/α毡，那么咛 >0 不会发生，这时因为如果咛> 0，那么川~ 1/αi> 1/(αi + x i), 
违背了互补松弛条件。因此，如果♂注 1/句，那么咛 = 0。所以有下式

x: = J l/v*- αi v* < 1/αi 
• 1 0ν*注 1/αh

或者，更简洁地，咛= max{O, 1/ν*αi}。将 z; 的表达式代入条件 lTx* = 1 我们得到

艺m阻{0， 1/ν* 一句} = 1 
i=1 

方程左端是 l/v* 的分段线性增函数，分割点为何，因此上述方程有唯一确定的解。

上述解决问题的方法称为注水。这是因为，我们可以将向看做第 1 片区域的水平线，然后对

整个区域注水，使其具有深度 1/ν，如图5.7所示。所需的总水量为 2二1 max{O, 1/ν*-αi}。

不断注水，直至总水量为 1。第 4 个区域的水位深度即为最优咛。

1/ v' 

白，

飞

图5.7 注水算法的图示。每片区域的高度为何。总水量为 L 对整个区域注水使其高度达

到 1/川。每片区域上水的高度(阴影部分所示)即最优值咛。
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5.5.4 KKT 条件的力学解释

可以从力学角度(这其实也是最初提出 Lagrange 的动机〉对 KKT 条件给出一个

较好的解释。我们可以通过一个简单的例子描述这个想法。图5.8所示系统包含两个连

在一起的模块，左右两端是墙，通过三段弹簧将它们连接在一起。模块的位置用 zεR2

描述• Xl 是左边模块(中心点)的位移 • X2 是右边模块的位移。左边墙的位置是 O. 右

边墙的位置是 l。

咀I W 

x, 
Z￥ 

图5.8 左边墙，右边墙以及两个模块，通过弹簧连接在一起。模块的宽度 ω> O. 且它们之间不

能互相穿透，亦不能穿透墙。

弹性势能可以写成模块位置的函数

1 
fo(町， 22) =-klzi+ -k2(22 - ZI)2 + 文k3 (l - X2)2 , 

2 -~~\ ~- .6.I -- Á~ 2 

其中 ki > 0 是三段弹簧的劲度系数。在满足以下不等式约束

w/2 - Xl 运 0， ω+ Xl - X2 ~ 0， ω/2 -l + X2 ζo (5.51) 

的条件下极小化弹性势能可以得到平衡位置 f。这些约束也称为运动约束，它描述了

模块的宽度 ω> O. 且不同的模块之间以及模块和墙之间不能穿透。通过求解如下优化

问题可以得到平衡位置

minimize (1/2) (klX~ + k2(X2 - Xl)2 + k3(l - X2)2) 

subject to w/2 - Xl ~ 0 

这是一个二次规划问题。

W + Xl - X2 运。

ω/2 -l 十 X2 运 0，

(5.52) 

引入 Lagrange 乘子 λ1 '入2.心，此问题的 KKT 条件包含运动约束(5.51).非负

约束 λ也注 O. 互补松弛条件

λ1(ω/2 - Xl) = 0， λ2(ω - X2 + Xl) = 0， λ3(ω/2 - l + X2) = 0, (5.53) 
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以及零梯度条件

k1Xl - k2(X2 - Xl) 

k2(X2 - Xl) - k3(l - X2) 
+入11

0 
+λ2 

. 239 . 

1 I . I 0 
+ 入1

- 1 I - I 1 
=0. (5.54) 

方程 (5.54) 可以理解为两个模块间受力平衡方程，这里假设 Lagrange 乘子是模块之

间，模块与墙之间的接触力，如图5.9 所示。第一个方程表示第一个模块上的总受力为

零: -k1Xl 是左边弹簧给左边模块的力 ， k2(X2 - Xl) 是中间弹簧施加在这个模块上的

力， λ1 是左边墙施加在这个模块上的接触力，一λ2 是右边墙给的力。接触力的方向必须

背离接触面(如约束机注 0 和 ->'2 运 0 所描述)，当存在接触时接触力不为零(如前两

个互补松弛条件 (5.53) 所描述〉。类似地，式 (5.54)中的第二个方程是第二个模块的受

力平衡方程，式 (5.53) 中的最后一个条件表明除非右边模块接触墙，否则 λ3 为零。

λI 
k)x) 

λ2 
的(Xol-Xl) 

λ2 
与(X2-X))

λ$ 
k3( 1- X2) 

图5.9 模块.弹簧系统的受力分析。每个模块受弹簧力及相互之间的接触力，总受力应该为

零。 Lagrange 乘子标在上方，可以理解为墙和模块之间，

模块之间的接触力。弹簧力标在下面。

在这个例子中，弹性势能和运动约束方程都是凸函数，若 2ωζl 且 Slater 约束准

则 (改进的形式)成立，即墙之间有足够的空间安放两个模块，我们有:式 (5.52) 给出

的平衡点能量表述和 KKT 条件给出的受力平衡表述具有一样的结果。

5.5.5 通过解对偶问题求解原问题

在 35.5 .3 的开始部分我们提到，如果强对偶性成立且存在一个对偶最优解 (>'*，川) , 

那么任意原问题最优点也是 L怡， λ飞 1I*) 的最优解。这个性质可以让我们从对偶最优方

程中去求解原问题最优解。

更精确地，假设强对偶性成立，对偶最优解 (>.*，1I*) 己知。假设 L(x ， 沪， 1I*) 的最小

点，即下列问题的解

mmminmi (5.55) 
也=1. i=l 

唯一。(对于凸问题，如果L怡， λ飞川)是 z 的严格凸函数，就会发生这种情况。〉那么如

果问题 (5.55) 的解是原问题可行解，那么它就是原问题最优解;如果它不是原问题可行

解，那么原问题不存在最优点，即原问题的最优解无法达到。当对偶问题比原问题更易

求解时，比如说对偶问题可以解析求解或者有某些特殊的结构更易分析，上述方法很有

意义。
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例5.3 捕的最大化。考虑娟的最大化问题

minimize fo(x) =艺Xi logxi 
i=1 

subject to Ax 主 b

l T x = 1 

其中定义域为 R1+，其对偶问题为

n 

maximize _bTλ -v-俨-1 í: e-aP' 
i=1 

subject to λ 泣。

(参见第 213 页以及第 220 页。〉假设 Slater 条件的弱化形式成立，即存在 x>-o 使得

Ax 主 b 以及 lTx = 1.因此强对偶性成立，存在一个对偶最优解 (λ飞 ν寸。

设对偶问题已经解出。 (λ飞 v*) 处的 Lagrange 函数为

L(尘， λ* ， v*) =艺Xi logxi +λ*T(Ax - 的+川(ex -1) 

它在 Ð 上严格凸且有下界，因此有一个唯一解 X* , 

X; = 1/ exp(α了λ*+ν* + 1), i = 1，…， η， 

其中向是矩阵 A 的列向量。如果 f 是原问题可行解，则其必是原问题 (5.13) 的最优解。

如果 f 不是原问题可行解，那么我们可以说原问题的最优解不能达到。

例 5.4 在等式约束下极小化可分函数。考虑问题

minimizc fo(x) = í: fi(Xi) 

subject to αTX = b, 

其中 αεR7l ， b εR，函数 h:R → R 是可微函数，严格凸。目标函数是可分的，因为它

可以表示为一系列单变量问，… ， xn 的函数的和的形式。假设函数 fo 的定义域与约束集

有交集，即存在一点 Xo ε domfo ， 使得 aTxo = b。根据这样的假设，可知此问题有一个唯

一的最优解 f。

其 Lagrange 函数为

岭， v) = 艺 !i(Xi) + ν(aTx-b)=-bν+ 艺(元(Xi) + ν队)，
也=1 i=1 
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其同样是可分函数，因此对偶函数为

对偶问题为

其中， (实〉 变量 νεR。

g(ν)→吁(主(/i阶叫))
=-bν +汇守(h(Xi) + lIa山)

=-bν-~二万(一ν向)

maximiz.c - bll - 2二万 (-11叫，
i = l 

. 241 . 

现在假设找到了一个对偶最优解川。 〈事实上，有很多简单的方法来求解一个实变量的凸

问题，比如说二分法。〉因为每个函数 h 都是严格凸的，函数 L(x， 川)关于 z 是严格凸的，

因此具有唯一的最小点 ι 然而，因为 f 是 L(尘， v*) 的最小点，因此我们有 x = x*。可以

通过求解 VxL(尘，川)=0 得到 x* ， 即求解方程组 fi(xi) = 一川αi o

5.6 扰动及灵敏度分析

当强对偶性成立时，对原问题的约束进行扰动，对偶问题最优变量为原问题最优值

的灵敏度分析提供了很多有用的信息。

5.6.1 扰动的问题

考虑对原优化问题 (5.1) 进行扰动之后的问题

minimize fo(x) 

subjcct to fí(x) ζ Ui ， i = 1,…, m 

~(x) = 屿， 4=1，… ， p, 

(5.56) 

其中，变量 x E Rn。当 U = o 以及 v = o 时，上述问题即为原问题 (5.1)。若 Ui 大于

零，则我们放松了第 t 个不等式约束:当问小于零时，则意味着我们加强此约束。因此

扰动的问题 (5.56) 是在原问题 (5.1) 的基础上通过将不等式约束加强或放松屿，并将

等式约束的右端变为 Vi 得到。

定义扩(包， V) 为扰动的问题 (5.56) 的最优值:

p*(U, V) = inf {fo(x) I 3x ε Ð， j与(x) ~间， 4=l2·· ，m，

hi(x) = 饨， i = 1, . . . ,p} 
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有可能扩仙， υ) =∞，这时对约束的扰动使得扰动后的问题不可行。注意到 p*{O， O) = 

扩，而扩是没有被扰动的问题 (5.1) 的最优解。(我们希望符号的重复使用不至引起误

解。〉粗略地讲，函数扩: R m x RP → R 给出了约束右端有扰动情况下的最优值。

当原问题是凸问题时，函数扩是 u 和 υ 的凸函数:事实上，其上境图恰恰就是

式(5.37) 定义的集合A的闭包。

5.6.2 一个全局不等式

假设强对偶性成立且对偶问题最优值可以达到。(当原问题是凸问题且 SJa.ter 条件

满足时这种情形将会发生。〉设 (À* ， v*) 是未被扰动的问题的对偶问题 (5.16) 的最优解，

则对所有的 u 和 υ，我们有

p*(u, v) 注 p*(O ， O) 一 入*Tu - ν*T V. (5.57) 

为了建立此不等式，假设 z 是扰动问题的任意可行解，即对 4=1，… ， m， 有

fi(X) ~问且对 i = 1,… , p， 有 hi(X) = 句。则根据强对偶性有

m p 

p*(O,O) = g(λ飞川)~fl巾)+汇入川(X) + 汇 ν'ihi(X)

ζ fo(x) + λ*TU + νdu. 

(第一个不等式由 g(川 ， v*) 的定义得到:第二个不等式由 À* >- 0 得到。〕我们得出结

论，对扰动问题的任意可行解 X ， 有

fo(x) ~扩(0， 0) 一入du-νdu，

而由上式可以直接得到式 (5.57) 。

灵敏度解释

当强对偶性成立时，可以根据不等式 (5.57) 直接得到很多有关最优 Lagrange 变量

的灵敏度解释。 一些结论列举如下:

.如果 λ; 比较大，我们加强第 4 个约束 (即选择 Ui < 0)，则最优值扩(U， v) 必会

大幅增加。

·如果可较大且大于零，我们选择 Vi < 0，或者如果可较大且小于零，我们选择
。也> 0，在这两种情况下最优值扩(U， υ) 必会大幅增加。

·如果对较小，我们放松第 z 个约束 (Ui > 0) ，那么最优值 p*(U， V) 不会减小

太多。

·如果咛较小且大于零，叫 >0 或者如果咛较小且小于霉， Vi < 0，那么最优值
p*(包， V) 不会减小太多。
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不等式 (5.57) 以及上面所列举的结论，给出了扰动之后最优值的一个下界，但是没

有给出上界。因此，关于放松或者加强一个约束，上述结论不对称。例如，假设 λ? 较大，

我们稍稍放松第 t 个约束〈即选择问较小且为正数〉。在这种情况下，不等式 (5.57) 发

挥不了作用:我们无法根据不等式 (5.57) 判断最优值是否会大幅度减小。

不等式 (5.57) 的几何意义如图5.10所示，这是一个具有一个不等式约束的凸问题。

根据不等式 (5.57)，仿射函数扩(0) - À*u 给出了凸函数扩的一个下界。

u=o 

p'(O) -λ'u 

也

P'(U) 

图5.10 具有一个约束 ft(x) ζu 的凸问题的最优值 p*(u) 的图像，它是 u 的函数。当 u=o

时，对应原始未被扰动的问题:当 U<O 时，约束加强了，当 U>O 时，约束放松了。仿射函数

p*(O) 一 λ句是 f 的一个 F界。

5.6.3 局部灵敏度分析

假设 p*(包， ν) 在 u=O 和 v=O 处可徽。假设强对偶性成立，最优对偶变量 À*，川

可以和扩在也= 0， υ=0 处的梯度联系起来:

。旷(0， 0) _*δ'p* (0,0) 
λ;=-一一一一， 问=一一一一一 (5.58)

θ的

可以从图5.10的例子中看出此性质，因为 -À* 是扩在 u=O 处的斜率。

因此，若 f仰， ν) 在包= 0, v = 0 处可微，且强对偶性成立，那么最优 Lagrange

乘子就是最优值关于约束扰动的局部灵敏度。和不可微的情况不同，这种解释是对称

的:稍稍加强第 t 个不等式约束(即选择一数值较小且小于零的问〉会使得扩增加大

约-习问:稍稍放松第 4 个约束(即选择一数值较小且大于零的问)会使得扩减小大

约入;间。

为了说明式 (5.58) 是成立的，假设 p*(u， υ) 可微且强对偶性成立。对于扰动

u= 屿 ， v = 0，其中 ei 是单位向量，它的第 4 个分量为 L 我们有

lim f(t龟， 0) - p*=OY(0, 0) 
一

• ô t ðUi 
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根据不等式 (5.57) ，当 t>O 时， 下式成立

扩(tei ， O) - p* 
t 》一λ; ，

当 t<O 时我们有相反的不等式。取极限 t → 0，当 t>O 时有

θ'p*(O ， O) _ 、
θtLt p 川们

而当 t<O 时具有相反的不等式，因此我们得出结论

δ'p*(O ， O) 、
θUi … 

利用同样的方法，我们可以得到

。扩(0， 0) 贪
δVi ~t. 

5 对偶

局部灵敏度结论 (5.58) 给出了最优解 f 附近的约束起作用的一种定量描述。如果

fi(x*) < 0，那么此约束不起作用，因此可以稍稍加强约束或者放松约束而不影响最优
值。根据互补松弛性，相应的最优 Lagrange 乘子必然为零。考虑 h(x*) = 0 的情况，即

第 4 个约束在最优解处起作用。那么，通过最优 Lagrange 乘子的第 4 个分量可以知道

此约束起作用的程度:如果入;较小，那么我们可以稍稍放松或者加强此约束而对最优

值没有大的影响;如果对较大，那么即使稍微放松或者加强此约束，最优值都会受到

很大的影响。

影于价格解释

我们也可以从经济学的角度对式 (5.58) 中的结论给出一个简单的几何解释。为了

简单起见，考虑一个没有等式约束的凸问题，其满足 Slater 条件。变量 xERm 描述了

公司运营的策略，目标函数 10 是成本，即一10 是盈利。每个约束 !i(X) ζ0 描述了一

些资源的限制，如劳动力，钢铁，或者仓库存储空间。经过扰动的最优〈负〉成本函数

-p*(u) 可以给出当公司获得的每种资源增加或减少时，利润将会增加或减少的程度。

如果函数 -p*(u) 在饥 = 0 附近可徽，那么我们有

λ古一 δ'p*(O) 
二一

θUi 

换言之，将反映了若资源 4 的使用量稍稍增加时，公司大致可以多获得的利润。

从上面的分析可以得知，在公司可以买卖资源 4 的情况下，入;是资源 1 的自然或

者平衡价格。假设，公司可以以少于冷的价格买卖资源 4。在这种情况下，公司肯定会
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购买一些资源，这样增加的利润将会大于购买资源所付出的戚本。反之，如果资源的价

格大于入;，公司将会卖出配给资源 4 的一部分，这样就会净获利，因为卖出资源获得的

收益将大于因减少资源而减少的利润。

5.7 例子

本节通过一些例子说明，对一个问题进行简单的等价变形有可能得到非常不一样

的对偶问题。考虑如下几种类型的变形:

· 引入新的变量以及相应的等式约束。

· 用原目标函数的增函数取代原目标函数。

· 将显式约束隐式表达，例如可以将其并入目标函数的定义域。

5 .7 .1 引入新的变量以及相应的等式约束

考虑如下无约束问题

minimize fo(Ax + b). (5.59) 

其 Lagrange 对偶函数是常数扩。所以虽然强对偶性成立，即扩= d;*，但其 Lagrange

对偶问题没有什么意义和用途。

现在变化问题 (5.59) 的形式

minimize fo (y) 

subject to Ax + b = y. 
(5.60) 

这里，我们引入了新的变量 y， 以及新的等式约束 Ax+b = ν。显然，问题 (5.59) 和

(5 . 60) 是等价的。

变换之后的问题的 Lagrange 函数为

L(x, y， ν) = fo(y) + vT(Ax + b 一 ν) . 

为了得到对偶函数，关于尘和 u 极小化 L。通过对 z 极小化可以得到，除非 ATV = 0 , 

否则 g(ν)= 一∞。若 ATν=0 有

g(v) = bT v + inf(Jo(y) - V
T y) = bT v - fò(ν) , 

U 

其中 fô 是 fo 的共辄函数。那么问题 (5.60) 的对偶问题可以描述为

maximize bTν -fô(ν) 

subject to ATν=0. 
(5.61) 

因此，变换之后的问题 (5.60) 的对偶问题显然比原问题 (5.59) 的对偶问题有意义

得多。
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例 5.5 元约束几何规划。考虑无约束几何规划问题

minimize 叫去xp(aTx + bi)) 
我们通过引入新的变量和等式约束来对其进行变换:

…e 叶叫兰叫
subject to Ax + b = ν， 

其中 α7 是矩阵 A 的行向量。

指数和的对数函数的共辄函数为

fô(ν) = 
汇的 log的 U E:0, 1Tu = 1 
也=1

∞ 其他情况

(参见第 87 页中的例 3.2日，因此变换之后的问题的对偶问题可以写成

这是一个娟的最大化问题。

m 

ma.ximize bTν -2二 v..log vi 

subject to l T v = 1 

ATν=0 

ν)- 0, 

例 5.6 范数逼近问题。考虑如下无约束范数逼近问题

minimize IIAx - bll , 

5 对偶

(5.62) 

(5.63) 

其中 11 . 11 是任意范数。对于此问题， Lagrange 对偶函数也是常数，即问题 (5.63) 的最优

值，因此没有什么意义。

我们也对此问题进行变换，得到

minimize Ilyll 
subject to Ax. - b = y. 

根据式 (5.61)，变换后的问题的 Lagrange 对偶问题为

maximize bT v 

subject to IIv ll..ζ1 

ATν = 0, 

这里用到了范数的共辄函数是对偶范数单位球的示性函数的结论。

(5.64) 
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引入新的等式约束的思想同样可以用在约束函数上面。例如，考虑问题

minimize fo(Aox + bo) 

subject to 元(Aix + bi) 运 0， i = 1,…, m , 

. 247 . 

(5.65) 

其中 Ai ξRktm，函数 h: Rki → R 是凸函数。 (为了简单起见这里不包含等式约束。)

对 i = 0，… ，m， 引入新的变量 Yi ξ Rki ， 将原问题重新描述为

minimize fO{ν。)

subject to !i{执) ~ 0, i = 1,…,m 

A♂+句=仇， 4=0，… ， m.

此问题的 Lagrange 函数为

L(劣，驹 ，队， λ，吨，·，ω = fo{的)+汇入i!i{饥) + Lv;{AiX + 弘 - Yi) 
i=l i=O 

为了得到对偶函数，关于 2 和执求极小。除非

三二AT的 = 0, 
i=O 

否则关于 z 求极小值为一∞。在上述情况下，对 λ>-0 有

g(入， νoγ . . ,vm ) 

也=1 i=O 
=EJbt+Am fo(如) + L >'di{Yi) 一三二 νfut

=EJb4+访 (fO(切)-uJUONZλtif(ω仰仰ω(ωωU执ωi)卜一川内

= 豆艺; ν07βbi 一 fô( ν'0) - ~二>'dt{ ν'd 沁) 
i=O i=l 

(5.66) 

最后一个表达式包含了共辄函数的透视函数，因此关于对偶变量是凹函数。最后，考虑

当 λ 兰。但是一些沁为零时的情况。如果机 =0 且问于是 0，那么对偶函数为一∞。

如果沁 =0 且的= 0，则包含饥，均以及沁的项都为零。因此，如果当沁 =0 以及

的 =0 时我们取 λdt(ν'dλ) = 0，而当 >'i = 0 及的手 0 时取 λdt(的/沁)=∞，那么 9

的表达式对所有 λ 泣。都是有意义的。

因此，我们可以将问题 (5.66) 的对偶问题描述为

. . 2二 v;bi - fò(ν'0) 一汇入dtcνdλi)盯laxlmlze

也=0 i=l 
subject toλ 泣。 (5.67) 

三二 A[的 =0
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例 5.7 不等式约束的几何规划问题。考虑不等式约束的儿何规划问题

…e 叫苦川)
I K , \ 

subj∞t to log ( 2二 edz+M l ζ0， i = 1, . . . ，刑，

(Ki \ 
在式(5.65) 中令 f与 : RK· → R 为 !i(ν) = log (艺巴队)即得到此问题。函数 fi 的共辄函

数为
K. 

Jt(ν)= 
艺 Vk log Vk ν 泣。， 1Tu=1
k = l 

∞ 其他情况.

利用式 (5.67) 我们可以立即得到对偶问题为

口laxlilllZC

subject to 

它可以进一步简化为

口laxlmlze

subject to 

~ m (K. \ 

bÔ 1/0 - 三二 ν'Ok log I/Ok +汇 I b;的 … 2二 ν'ik log(的k/λi) 1 
ν'0 >- 0, 1 Tν'0 = 1 

I/i ~二 0， 1Tvi = λ霉， 4 = 1，…，m

λi ~ 0 , i = 1,…, m 

L ATvi = 0, 

Ko m (K. \ 

bÕ Vo 一 L VOk log VOk +艺 I b弘一艺的klog(uzk/1~) l

U42二 0 ， i = 0,…, m 
1Tν'0 = 1 

三二A了的 =0

5.7.2 变换目标函数

如果我们将目标函数 10 替换为 10 的增函数，得到的问题与原问题显然是等价

的 (见 S4. 1.3)。但是，等价问题的对偶问题可能和原问题的对偶问题大不相同。

iJ~ 5.8 再次考虑最小范数问题

minimizc I! Ax - bll , 
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其中 11 . 11 是某种范数。我们将问题重新描述为

minimize (1/2) lIyl12 

subject to Ax - b = ν 

这里我们寻|入了新的变量，并将目标函数替换为其平方的二分之一。显然新问题和原问题

等价。

新问题的对偶问题为

maximize -(1/2)11ν11~ + bTν 

subjcct to AT 1/ = 0 , 

这里利用了 (1/2) 11 ' 11 2 的共辄函数是 (1/2) 11 . 11: 的结论〈见第 88 页，例 3.27)。

注意到这里的对偶问题和之前得到的对偶问题 (5.64) 并不一样。

5.7.3 隐式约束

接下来考虑一个简单的重新描述问题的方式，通过修改目标函数将约束包含到目

标函数中，当约束被违背时，目标函数为无穷大。

例 5.9 具有框约束的线性规划问题。考虑如下线性规划问题

自linimize cT x 

subject to Ax = b 

l-<x-<u 

其中 AεRPxn 且 l-<u。约束 J 二-<x 兰也有时称为框约束或者变量的界。

(5.68) 

我们很容易得到此线性规划问题的对偶问题。对偶问题中， Lagrange 乘子 ν 对应等式约

束， λ1 对应不等式约束 z 二三钮，而 λ2 对j立不等):\约束 l 二-<x。对偶问题为

maximize - bT 1/ 一 λfu+λZl

subject to AT 1/ +λ1 一 λ2+ C = 0

λ1 ~二 0 ， λ2 主 O .

换一种做法，首先将原问题(5.68) 重新描述为

其中 fo(x) 定义为

minimize fo(x) 

subjcct to Ax = b, 

r r T T. l -< T. -< 11. 

fo(x) = ~ - - ~.'~J.::'~
l ∞ 其他情况

问题 (5.70) 显然等价于原问题 (5.68) ;我们只是将显式描述的框约束隐式描述。

(5.69) 

(5.70) 
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问题 (5.70) 的对偶函数为

g(ν) =JL(Jz + J(Az - b)) 

= _bTν - uT(AT v + c)- + ZT(ATν + c)+ 

其中 Y; = maX{Yi, O} , Yi = max{一仇， O}。所以此时我们可以得到函数 g 的解析表达式，

它是一个凹的分片线性函数。

新问题的对偶问题是一个无约束问题

maximize …bTν - uT(ATv + c)- + ZT(ATν + c)+ ， (5 .71) 

这和原问题的对偶问题的形式大不相同。

(问题 (5.69) 和问题 (5.71) 关系非常密切，事实上，它们是等价的;参见习题 5.80 ) 

5.8 捧一定理

5.8 .1 通过对偶函数建立弱择一性

本节应用 Lagrange 对偶理论来分析如下包含不等式和等式约束的系统的可行性

fi(x) :::; 0, i 口 1， . . . , m , hi(X) =0, i = 1,… , p. (5.72) 

"、 p
假设不等式系统 (5.72) 的定义域'D = n dom fi 门 n dom~ 非空。我们可以将式

(5.72) 表述为标准问题 (5.1)，其中目标函数 fo = 0，即

minimize 0 

subject to fi(x) ζ0， 4 = 1,··,m 

hi(x) = 0, i = 1,… , p. 

此问题的最优值为

p* = 
0 式 (5.72) 可行

∞式 (5.72) 不可行，

因此求解优化问题 (5.73) 和求解不等式系统 (5.72) 是等价的。

对偶函数

令不等式系统 (5.72) 的对偶函数为

仙

(5.73) 

(5.74) 
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这和优化问题 (5.73) 的对偶函数是一样的。因为 fo = 0，对偶函数关于 (λ， ν) 是正齐

次的:若 α> 0 , g(α入， αν) =αg(λ， ν)。问题 (5.73) 的对偶问题是在满足 λ 泣。的条件

下极大化 g(入，吟。因为 g 是齐次的，对偶问题的最优值为

λ 主 O， g(λ， ν) > 0 可行
d* = ~ 

。 入主 O ， g(λ， ν) > 0 不可行.
(5.75) 

根据弱对偶性有♂运扩。结合式 (5.74) 和式 (5.75) 我们有如下结论:如果不等式

系统

λ 兰 0， g(λ， ν) > 0 (5.76) 

是可行的(此时 d* = ∞) ，那么不等式系统 (5.72) 是不可行的(因为此时扩 = ∞〉。事

实上，可以将不等式 (5.76) 的任意解(入， ν) 看成是系统 (5.72) 不可行的证明或认证。

我们可以从原系统的可行性的角度重新阐述上述结论的含义:如果原不等式系

统(5.72) 是可行的，那么不等式系统(5.76) 必然不可行。可以将满足不等式 (5.72) 的一

个 z 看做不等式系统 (5.76) 不可行的一个认证。

称两个不等式(等式〉系统为弱择一的，如果两个之中至多有一个可行。因此，系

统(5.72)和系统(5.76) 是弱择一的。无论不等式 (5.72) 是否是凸的〈即兵是凸函数，~是

仿射函数)上述结论都成立;此外，择一不等式系统(5.76) 总是凸的〈即函数 9 是凹函

数，约束 λ1 法 O 是凸的〉。

严格不等式

我们同样可以分析如下具有严格不等式系统的可行性

fi(X) <0, i=l,… ,m , hi(x) =0, i= l ,… ,p. (5.77) 

和非严格不等式系统的情形一样定义函数 g， 我们得到择一不等式系统

入主 0， λ 并 0， g(λ， ν) ;;::: O. (5.78) 

可以直接说明系统 (5.77) 和系统 (5.78) 是弱择一的。假设存在一个￡，使得 fi(x) < 

0, hi(X) = 0。那么对任意 λ 兰 0，入乒 0 以及 ν，有

入lh(x) 十…+入mfm(x) + νlh1(x) +... +ν'php(x) < O. 

因此

仙) = J总总 ~~ 川川(归阳Z

::;;~ε二 λλ$汕L以附(仪问￡到)忡+ 汇 ν呐'ihi州i(仰￡到) 

<0. 
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所以，若系统 (5.77) 可行，那么不存在 (λ， ν) 满足不等式 (5.78) 。

这样，我们可以通过求得系统 (5.78) 的一个解得出系统 (5.77) 的不可行性;亦可

以通过求得系统 (5.77) 的一个解得出系统 (5.78) 的不可行性。

5.8.2 强择一

当原不等式系统是凸的，即函数 fi 是凸函数 ， hi 是仿射函数，且某些类型的约束
准则成立时，那么上述描述的弱择一的两个系统是强捧一的，即恰有一个系统可行。换

言之，两个不等式系统中的任意一个可行，当且仅当另一个不可行。

在本节巾，我们假设函数且是凸函数， hi 是仿射函数，因此不等式系统 (5.72) 可

以描述为

其中 Aε RPxn。

严格不等式

fi(x) ζ0， i = 1, … ,m , Ax = b, 

首先考虑具有严格不等式的系统

fi(x) <0, i = l ,…, m , Ax = b, 

以及其择一系统

λ 兰 0， λ 并 0， g(λ， ν) ~ o. 

(5.79) 

(5.80) 

我们需要一个技术条件:存在一点 x E relint 1)使得 Ax = b。换言之，我们不但假设

线性等式约束是相容的，且假设存在一个解在 relint 1)内。(很多情况下1) = Rn ， 所

以当等式约束相容时此假设即满足。)根据此条件，不等式系统 (5.79) 和 (5.80) 恰有一

个是可行的。换言之，不等式系统 (5.79) 和 (5.80) 是强择一的。

我们可以通过考虑相关的优化问题得到上述结论，即

口lllllIDlZe s 

subject to fi(X) - S ζ0， 4 = 13· ， m 

Ax = b 

(5.81) 

优化变量为 x， S ， 定义域为1) xR。当且仅当严格不等式系统 (5.79) 有解时，上述优

化问题的最优值 f 小于零。

优化问题 (5.81) 的 Lagrange 对偶函数为

zεÐ， s 也=1

g(λ， ν) lTλ =1 

一∞ 其他情况.
inf I s + 汇入i(fi(X) - s) + vT(Ax - b) I = 
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因此优化问题 (5.81) 的对偶问题可以描述为

maximize g(λν) 

subject toλ 主 0， lTλ = 1. 

下面说明，优化问题 (5.81) 满足 Slater 条件。根据假设，存在一点无 εrelint Ð 使

得 Ai = b. 任选主> maxi !i(剖，则点(幸， s) 是优化问题 (5.81) 的严格可行点。因此有

d* = 扩，且对偶最优值 t 可以达到。换言之，存在 (λ食， ♂)，使得

g(λ飞 ν*) = 扩， 入*主二 0， lTλ* = 1. (5.82) 

现在假设严格不等式系统 (5.79) 不可行，即扩 ~o。则使得式 (5.82) 成立的(入飞 ν*) 满

足择一不等式系统 (5.80)。类似地，如果择一不等式系统 (5.80) 可行，那么♂=扩注 0 ，

即严格不等式系统 (5.79) 不可行。因此，不等式系统 (5.79) 和 (5.80) 是强择一的;其

中的一个可行当且仅当另一个不可行。

非严格不等式

下面考虑非严格不等式系统

Ji(x) ζ0， i = 1,…, m , Ax = b, (5.83) 

以及其择一系统

入主 0， g(入， ν) > O. (5.84) 

我们将说明，如果下面的条件成立:即存在某点 x E relint Ð 使得 Ax = b 且优化问

题(5.81) 可以达到最优值扩，这两个系统也是强择一的。例如，若 Ð=Rn 且当 z →∞
时 ， maxi Ji(x) →∞，则上述条件成立。根据假设，和严格不等式系统的情形一样，我们

有扩=♂，且原问题和对偶问题都能达到最优值。现在假设非严格不等式系统 (5.83)

是不可行的，这意味着扩> O. (这里利用了原问题能达到最优值的假设。〉那么使得

式(5.82) 成立的 (λ飞川)满足择一不等式系统 (5.84)。因此，不等式系统 (5.83) 和 (5.84)

是强择一的，其中一个是可行的，当且仅当另一个不可行。

5.8.3 例子

线性不等式

考虑具有线性不等式 Ax 主 b 的系统。它的对偶函数为

g(入)=i2fλT(Ax - b) =
_bTλ ATλ = 。

一∞ 其他情况.

因此，其择一不等式系统为

λ 主二 0， ATλ = 0, bT入 < O. 
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这两个系统是强择一的。事实上，由于相关问题 (5.81)在有下界的情况下总能达到最优

值，上述结论是显然的。

现在考虑具有严格线性不等式 Ax -< b 的系统，其强择一系统为

λ 己二 0， λ 笋 0 ， AT入 = 0, bT入运 O.

实际1::.，在 S2.5.1 就碰到了 (证明过〉这个结论，见式 (2.17) 和式 (2.18) (在第 45

页)。

椭球的支集

考虑 m 个椭球，每个椭球可以由下式描述

马 = {x lli(x) ζO} ， 

其中 fi(x) = XT A卢+ 2bTx + 句， i = 1,…, m，而 Ai εS~+。我们的问题是这些椭球的

交集在何种情况下具有非空内部。这个问题等价于具有严格二次不等式集合的可行性，

即

其中

h(x) = xT A♂ + 2bT x + ci < 0, i = 1,… ,m. (5.85) 

对偶函数 9 为

g(λ) =乎 (xTA(λ)x + 2b(入fx+c(入))

-b(λfA(λ)t b(λ) + c(λ) A(λ) 兰 0，

一∞ 其他情况，

b(λ)ε 冗(A(λ))

A(入)=汇入iAi， b(入) = 艺梢， c(λ)= 汇入内

注意到若 λ 主 0 ， λ 并 0，有 A(入) >- 0，因此，可以简化对偶函数的表达式

g(λ) = -b(λfA(λ)-lb(λ) + c(λ). 

因此系统 (5.85) 的强择一系统为

λ 主 0， 入并 0， 一b(λfA(入) - lb(λ) + c(λ) 法 O. (5.86) 

可以对这对强捧一系统给出一个简单的几何理解。对任意非零 λ 兰 0，椭球 (可能

是空集)

ελ = {x I xT A(λ)x + 2b(入fx + c(入)ζO}
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包含 εln … nε响，这是因为 fì(x) 运 0 可以导出艺乙1 Àifi(x) 运 0。而 A 内部为空，

当且仅当下式成立

i2f(JA(λ)x + 2b(λfx+c(λ)) = -b(λfA(λ)-lb(λ) + c(λ) 注。

因此，择一系统 (5.86) 意味着 A 的内部为空。

弱对偶性显然成立:如果式 (5.86) 成立，那么 ελ 包含交集 E1 n … 门 Em 且内部

为空，那么自然地交集内部为空。根据两个系统是强择一系统，我们可以得到这样的结

论(不是显然的):如果交集 εln … nιn 内部为空，那么可以构造出椭球 A 包含这个

交集且内部亦为空。

Farkas 引理

本节描述一对强择一系统，它们是由严格和非严格线性不等式组成的混合系统，这

对系统可以用 Farkas 引理进行描述:不等式系统

Ax 二s 0, C
T 

X < 0, (5.87) 

其中 AεRmxn ， cE R白，以及不等式系统

ATν+c zz O， ν 己二 0 ， (5.88) 

是强择一的。

可以采用线性规划的对偶理论来直接证明 Farkas 引理。考虑线性规划

AU <-

2CA 
e
ω
 

qhu 'A

a?b 

m-m mb. 
m

肌
(5.89) 

它的对偶问题为

ma.ximize 0 

subject to ATν +c=o 
y ~二 O .

(5.90) 

原线性规划问题 (5.89) 是齐次的，如果系统 (5.87) 是不可行的，那么其具有最优值 0 ，

如果系统 (5.87) 是可行的，那么线性规划问题的最优值为一∞。对于对偶线性规划问

题 (5.90)，如果系统 (5.88) 可行，则最优值为 0，若系统 (5.88) 不可行，那么最优值为

-00 。

对于问题 (5.89)，因为 x=O 总是可行的，即对线性规划问题强对偶性成立，因此

必有扩 = d*。根据上述分析，可以得出结论，系统 (5.87) 和系统 (5.88) 是强择一的。
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悟~ 5.10 无套辛IJ定价的界。考虑具有 n 种资产的集合，在某个投资阶段开始时分别具有价

格 P1 , . . . ，仇。在投资结束时，资产的价值分别为问，…，比。用町，… ， Xn 表示对每种资
产的初始投资额(若 Xj < 0 则表示对资产 j 卖空)，初始投资的成本为 pTX ， 资产的最终

价值为 vTX。

投资阶段结束后的资产价值 υ 是不确定的。可以假设只有 m 种资产价值，即只有 m 种投

资结果.如果为第 4 种结果，那么资产的最终价值为"吟，因此，投资的总价值为 V{i)TX. 

如果对于某个投资向量 x， 其满足 pTX < 0，对于所有的投资结果，最终资产价值都不小于
零，即对任意 z=1，… ， m 有 υ(也)TX ;:: 0，那么我们说存在套利现象。条件 pTX < 0 意味着

付钱给投资者，让其接受投资组合，而条件 V(i)TX 注 O ， i=l，"'，用，说明无论何种结果，

最终资产价值都是非负的，所以套利意味着一个稳赚不赔的投资策略。一般而言，总是假

设价格和价值满足一定的条件，使得套利现象不存在。这就意味着不等式系统

Vx ~二 0 ， pT X < 0 

不可行，其中只3=44) 。

根据 Fa.rkas 引理，套利现象不存在，当且仅当存在 ν，使得

-VTy+p=O, y>-O. 

我们可以利用无套利价格和价值的描述来求解一些有意义的问题。

假设，价值 V 己知，除了 Pn 外其他价格也己知。为了保证无套利，价格队的取值必须在

一个区间内，这可以通过求解一对线性规划问题得到这个区间。考虑关于变量队和 ν 的

线性规划问题
mml自)Ize Pn 

subject to V T y = p, y ~二 0 ，

其最优值给出了资产 η 的最小可能无套利价格。求解相同的线性规划问题，只是将极小化

换成极大化，可以得到资产 n 的最大可能无套利价格。如果这两种价格相等，即根据无套

利的假设我们得到资产 η 的唯一价格，那么称市场是完备的。习题 5.38 给出了一个例子。

若衍生资产或期权是基于其他标的资产的最终价值，即资产 n 的价值或收益是其他资产价

值的函数，可以用上述方法来确定衍生资产或期权的定价的界。

5.9 广义不等式

本节将 Lagrange 对偶理论扩展到具有广义不等式约束的问题，即

, 

minimize fo(x) 

subject to fi(x) 兰民 0 ， i = 1,…,m 

hi(x) =0, i=l,"',p , 

(5.91 ) 
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其中 Ki C Rki 是正常锥。此时，并不假设问题 (5.91) 是凸的。假设问题 (5.91) 的定义

域 Ð= 门 domfi 门 A domh 非空。

5.9.1 Lagrange 对偶

对于问题 (5.91) 中的每个广义不等式 fi(X) -<Ki 0 ， 引入 Lagrange 乘子向量

沁 ε Rki 并定义相关的 Lagrange 函数如下

L怡，入， ν) = fo(x) + 入了fI (x)+" . + 入~fm(x) + lI}h}(x) + ... +ν'php(x) ， 

其中 λ=(λ}，…， .À.m ) , 11 = (1I}， … 3ν'p)。对偶函数的定义和原问题只有数值不等式的

情形一样，

g(λ， ν) = i !_li L(x ， λ ， ν) = i!_li 
x豆u 第εv

fo(x) + 艺λ以(x) +艺叭(x)

因为 Lagrange 函数关于对偶变量 (λ3ν) 是仿射的，且对偶函数是 Lagrange 函数的逐

点下确界，所以对偶函数是凹的。

类似原问题只含数值不等式的情形，对偶函数给出了原问题 (5.91) 最优值扩的下

界。对于原问题只含数值不等式的情形，要求儿二~ 0。此时，对偶变量的非负约束被替

换成如下条件

λzE二I<; 0 , i = 1γ·· ， m， 

其中 KJ 是凡的对偶锥。换言之，对应于广义不等式的 Lagrange 乘子必须是对偶非

负的。

从对偶锥的定义即可以得出弱对偶性。如果 λi ~二K~ 。且 Ii (x) 主K.0，那么

λT Ii(圭)运 0。因此，对任意原问题的可行点企以及任意沁>-K;' 0 ， 有

fo(企)+艺 λTIi (x) + 艺ν山(x) ~ fo(去)

关于去求下确界可以得到 g(λ， ν) ~扩。

Lagrange 对偶优化问题为

(5.92) 
421 ,…, m. 

g(入， ν)

λ$2二If:0，

口laxlffilze

subject to 

无论原问题 (5.91) 是否为凸问题，弱对偶性总是成立，即 tζ扩，其中♂表示对偶问

题 (5.92) 的最优值。
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Slater 条件和强对偶性

可以想象，在广义不等式的情况下，同样成立强对偶性<r]'< = p门，前提是原问题

是凸的且满足合适的约束准则。例如，对于如下问题

. 
fo(x) IDl卫lIDlze

subject to fi(x) 主Ki 0, 
Ax = b, 

i = 1,…, m 

其中 ， fo 是凸函数，函数 fi 是 Ki 凸的，其广义 Slater 条件可以描述为:存在一点

x E relintÐ 使得 Ax = b 且 fi(x) -<Ki 0 , i = 1,'" ， m。如果广义 Slater 条件成立，那

么强对偶性成立(且可以达到对偶最优)。

例 5.11 半定规划问题的 Lagrange 对f禹。考虑一个不等式形式的半定规划

minimize cT X 

subject to Xl Fl 十 … +xnFn+G 二三 0 

其中日，··，凡 ， G ξs" 0 (此时， JI 是仿射的，锥 ](1 为半正定锥 S~o)

对约束引入一个对偶变量或者乘子 Zεsk，因此 Lagrange 函数为

L(笃， Z) =cT X + tr ((xIFl +… + XnFn + G) Z) 

= Xl (Cl + tr(F1Z)) + . . . + xn(en + tr(儿Z)) + tr(GZ), 

其对 z 是仿射的。对偶函数可以描述为

I tr(GZ) 
g(Z) = inf L(x, Z) = < 

x I -00 

所以对偶问题可以写成

maximize tr(GZ) 

tr(FiZ) + Ci = 0, 
其他情况.

i = 1,… ,n 

subject to tr( }iZ) + C;, = 0, 

Z >- O. 
z=1,… ,n 

(在这里我们用到了 si 是自对偶的性质，即 (S~)* = s~ ;参见 82 .60 ) 

若半定规划 (5.93) 是严格可行的，即存在一点 z 满足下式

xIH + … + xnFn + G -< O. 

则强对偶性成立。

(5.93) 
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例 5.12 标准形式锥规划的 Lagrange 对{禹。考虑锥规划问题

mínimíze cT x 

subject to Ax = b 

x>二K 0 , 

259 . 

其中 AeRm刊， b e Rm; K ç Rn 是一个正常锥。对等式约束引入乘子 ν ER响，对非负

约束引入乘子 λεRn。则 Lagrange 函数为

因此对偶函数为

L(x， λ， ν) = cTx - λTX + νT(Ax - b), 

I ..T.. 
g(λ，1/)=infL(尘，入， ν) = { -
:ιI - 00 

ATI/ _ λ +c = 。

其他情况.

对偶问题可以描述为
maximizc _ bT 

1/ 

subject to AT 1/ + c =λ 

λ2二K.O

消去 λ 并定义 ν = -1/， 对偶问题可以简化为

maximíze bT y 

subject to AT y -:;SK' C, 

这是一个不等式形式的锥规划，包含对偶广义不等式。

如果 Slatcr 条件成立，即存在一点 z 满足 X >-K 0 以及 Ax = b ， 则强对偶性成立。

5.9.2 最优性条件

95.5 中的最优性条件可以很容易地扩展到包含广义不等式的问题。首先推导互补

松弛条件。

互补松弛

假设原问题和对偶问题的最优值相等，并且在最优点 x* ， >.*, v* 处达到。和 ~5.5.2

类似，由等式 fo(x*) = g(>.* ， 川)以及 g 的定义可以直接得到互补松弛条件。由等式

可知

fo(x*) = g(λ飞 ν*)

运 fo(x*) + 汇入:Tfí(♂)+艺阶i(扩)
i=l i=l 

运 fo(x汀，
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因此， Lagrange 函数 L(尘，).*，川)在 f 处取得最小值，且第二行中两个求和项均为零。

因为第二个求和项为零(这是因为♂满足等式约束)，所以我们有艺立1λiTIi (x*) = 0。

因为上述求和项中每一项都是非正的，我们得出结论

λ;Th(♂) = 0, i = 1, . . . , m , (5.94) 

可以看出，上述条件将互补松弛条件 (5 .48) 推广到了广义不等式的情形。由式 (5.94)

可得

λ? 〉KJO=斗 h(x*) = 0, h(扩) -<J(i 0, =争 λ;=0

然而，和数值不等式问题不同，有可能存在对手。且 fi(x*) 手 0 满足式 (5.94) 。

KKT 条件

现在假设函数元 ， hi 可微，将 35.5 .3 中提到的 KKT 条件扩展到包含广义不等式

的问题。由于 f 是 L怡，Y， f) 的极小点，因此 Lagrange 函数在 f 处关于 z 的梯度

为零，即
m p 

\l fo(x*) + 汇Dfi(矿产λ;+汇咛\lhi(X*) = 0, 
i=1 也=1

其中 Dfi(x*) εRk，川是函数 fi 在扩处的导数(参见!ìA.4.1)。因此，如果强对偶性

成立，任意原问题的最优解 f 和对偶问题最优解(川，1.1*) 必须满足最优性条件(或称

KKT 条件)

fi(x*) 主J(i 0, 
仇(x*) = 0, 

λ?KKJO， 

入;T fi(x*) = 0, 

\l fo(x*) +艺Dfi(x*)Tλ;+ 艺咛\lhi(扩) =。
i=1 i=1 

i = 1,…, m 

4=1,… ,p 

i = 1,…, m 

i = 1,…, m 
(5.95) 

如果原问题是凸的，那么反过来亦成立，即条件 (5.95) 是 x* ， (λ飞 ν*) 最优的充分条

件。

5.9.3 扰动及灵敏度分析

35.6 中的结论可以扩展到包含广义不等式的问题。考虑相应的扰动之后的问题

. . 
fo(x) mmlIDlze 

subject to fi(X) 主几间， 4=1,…, m 

队(x) = 叫 ， i=l,...,p , 
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其中间 ε Rki ， V E RP。扰动后的问题的最优值定义为扩(u， v)。和数值不等式的情形

类似，如果原优化问题是凸的，那么扩是凸函数。

对于未扰动的原问题，假设不存在对偶间隙，设其对偶问题的最优解为 (λ舍， ν*) 。

那么对于任意 u 和 v. 有

m 

p*(u, v) 注 f 一三二 λ;Tut 一 ν川，

这和全局灵敏度不等式 (5.57) 类似。局部灵敏度分析的结论同样成立:如果扩仙， v) 在

也= O. v = 0 处可微，那么最优对偶变量 λ; 满足

λ: = -\1uip*(O, 0) , 

和式 (5.58) 类似。

例 5.13 不等式形式的半定规划。考虑在例 5.11 中提到的不等式形式的半定规划问题。原

问题为
minimize cT X 

subject to F(x) = x1F1 + … +XnFn + G 主 0，

其中变量 zε Rn (且凡，…，凡， G εS勺，其对偶问题为

变量 ZεSk。

ma.ximize tr(GZ) 

subject to tr(FiZ) + ci = 0, 
Z t 0, 

i = 1,… ,n 

假设 f 和 F 分别是原问题和对偶问题的最优解，对偶间隙为零。互补松弛条件为

tr(F(x*)Z*) = 0。因为 F(x*) 主 0 且 Z* 主 O. 可以得出结论 F(x*)Z* = 0。因此，互补松
弛条件可以表述为

冗(F(x*)) 土冗(Z*)，

即原矩阵和对偶矩阵的值空间正交。

对上述半定规划问题进行扰动

minimize cT x 

subject to F(x) = XJ Fl + . . . + XnFn + G 主 U.

设其最优解为扩(U)。则对任意 U. 有扩(U) 注扩 - tr(Z*U)。如果 p*(U) 在 U=o 处可

微，则有

\7p*(O) = -Z*. 

这意味着如果 U 比较小，扰动的半定规划j问题的最优值非常接近 (下界) p" - tr(Z贪的。
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5.9.4 择一定理

对包含广义不等式以及等式的系统

fi(x) 主kz 0， 4=1，··，闭， hi (X) = 0, i = 1, . . . ,p , (5.96) 

其中 ktgRK‘是正常锥，我们同样可以推导出择一定理。和数值不等式的情形类似，

我们亦会考虑严格广义不等式系统

fi(x) -<Ki 0, i = 1，…，刑， hi(X) =0, i=l,"',p. (5.97) 
节、 p

为此，首先假设 Ð = n domfi n n domhi 非空。
i=O i=l 

弱择一

对系统 (5.96) 和系统 (5.97) 引入对偶函数

仙)=JEL lZ 入flic们圣的hi(X)

其中入 =(λ1，…，λm)'λzξ Rki 且 νERP。和系统 (5.76) 类似，我们指出系统

入t 注Ki 0, i = 1,… ,m , g(λ， ν) > 0 (5.98) 

是系统 (5.96) 的一个弱择一系统。为了说明这一点，假设存在某个 z 满足式 (5.96) 且

(入， ν) 满足式 (5.98)。那么可以得到如下矛盾

。 < g(λ， ν)~λfh(x)+" ， + λ~fm(X) + νlhl(X)+"'+ν'php(x) ω 

因此，系统 (5.96) 和系统 (5.98) 中至少有一个不可行，即这两个系统是弱择一的。

类似地，我们可以证明系统 (5.97) 和系统

λ42二K; 0, 

是一对弱择一系统。

强择一

i = 1,…, m , λ 并 0， g(λ， ν) ~ O. 

现在假设函数且是 ι.凸的，且函数问是仿射的。首先考虑具有严格不等式的

系统

fi(x) -<Ki 0, i = 1,…, m , Ax = b, (5.99) 

以及其择一系统

入4 主K~ 0, i = 1，…，m? λ 并 0， g(入， ν) ~ O. (5.100) 

前面己经说明系统 (5.99) 和系统 (5.100) 是弱择一的。事实上，如果下面的约束准则成

立:即存在一点￡ ε relint Ð 使得 Ax = b ， 它们也是强择一的。为了证明这一点，选择

一组向量均〉ι0，并考虑如下问题
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日llmm1ze s 

subject to fi(x) 主K‘ sei ，

Ax = b 

. 263 . 

4=1,…,m (5.101) 

其中变量为 2 以及 s E R。当 5 足够大时，但， s) 满足严格不等式 h(i) -<K; S句，因此

Slater 条件成立。

问题 (5.101)的对偶问题为

maximize g(λ， ν) 

subject to 

其中变量为入= (入1 ， … ， Àm) 和 ν 。

λ$2二Ki 0, i = 1,…, m 
m 

三二 eTÀi = 1 

(5.102) 

若系统 (5.99) 不可行，那么优化问题 (5.101) 的最优值非负。因为 Slater 条件满

足，所以强对偶性成立，对偶最优值可以达到。因此，存在 (λ， ií) 使得优化问题 (5.102)

的约束条件满足且 g(夫， ií) 注 0，即系统 (5.100) 有解。

注意到和数值不等式的情形类似，存在一点 zεrelintÐ 使得 Ax=b 井不能说明

不等式系统

fi(x) 芝风 0， i = 1,… ,m , Ax = b 

以及其择一系统

λ42=kf 0, t=1 ,… ,m , g(入， ν) > 0 

是强择一的。需要另外附加一个条件，即优化问题 (5.101) 的最优值能够达到。

例 5.14 线性矩阵不等式的可行性。系统

F(x) = XIFl + .. . + XnFn + G -< 0, 

其中且， Gεsk，和系统

Z >- 0 , Z 笋 0， tr(GZ) ~ 0, tr(FiZ) = 0 , i = 1γ ， η， 

其中 Zεsk，是强择一的。上述结论可以由本节描述的择一的一般结论得到，令 K 为半

正定锥 st，对偶函数 g(Z) 为

I tr(GZ) tr(FiZ) = 0, i = 1，…，η 
g(Z) = inf (tr(F(x)Z)) = ~ 

I -∞ 其他情况

对于非严格不等式的情形，强择一性的成立需要更多的条件，此时，需要对矩阵 R 附加假

设使得强择一性成立。 一类这样的条件为
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三二 ViFi 主 0=斗三二 ViFí = 0 
i = l 也=1

如果上述条件成立，则系统

F(x) = x 1F1 +... + xnFn + G 主 O

和系统

Z >- 0, tr(GZ) > 0, tr(FiZ) = 0, i = 1,… ,n 

是强择一的(见习题 5.44) 。
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习题

基本定义

5.1 一个简单的例子。考虑优化问题

minimizc X 2 + 1 

subject to (x - 2)(x - 4)ζ0， 

其中变量 z ε R。

(a) 分析原问题。求解可行集，最优值以及最优解。

(b) Lagrange 函数以及对偶函数。绘制自标函数根据 z 变化的图像。在同一幅图中，标出

可行集，最优点及最优值，选择一些正的 Lagrange 乘子 λ，绘出 Lagrange 函数 L(笃， λ)

关于 2 的变化曲线。利用图像，证明下界性质(对任意 λ~ 0, p'" ~ infx L(x， λ))。推

导 Lagrange 对偶函数 9 并大致描绘其图像。

(c) Lagrange 对偶问题。描述对偶问题，证明它是一个凹极大化问题。求解对偶最优值以
及对偶最优解 λ飞此时强对偶性是否成立?

(d) 灵敏度分析。令 p*(u) 为如下问题的最优值

minimize x2 + 1 

subject to (x - 2)(x 一 4) 运包，

它是参数 u 的函数。描绘扩(u) 的曲线。证明 dp*(O)jdu = -).*。

5.2 无界问题及不可行问题的弱对偶性。当 d* = 一∞或者p* =∞时，弱对偶性不等式♂运扩

显然成立。证明在另两种情况下弱对偶性同样成立，即:若 p'" = -∞，则♂=一∞，且若

♂=∞，有扩=∞。

5.3 具有-个不等式约束的问题。考虑问题

口Jinimize cT x 

subject to f(x) 运 0，

其中 c 并 0。利用共辄户表述对偶问题。我们不假设函数 f 是凸的，证明对偶问题是凸

的。

例子和应用

5.4 通过松弛问题解释线性规划对偶。考虑不等式形式的线性规划

minimize cT x 

subject to Ax 二三 b, 

其中 AεRmxn ， b εR响。在这个习题中，我们将给出线性规划j对偶问题 (5.22) 的一个简

单的几何解释。

令 ωεRT。如果 z 是线性规划的可行点，即 Ax 二三 b ， 那么 z 也满足如下不等式
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ωTAx 运 wTb.

儿何上来讲，对于任意 ω 主 0，半平面 Hw = {x I wTAx 运 ωTb} 包含线性规划j问题的可行

域。因此，如果在半平面 Hw 内极小化目标函数 cTx 会得到扩的一个下界。

(a) 推导在半平面 Hw 内极小化 cTx 所得到的最小值的表达式 〈和 ω~O 的选择有关〉。

(b) 用数学语言描述如下问题:在所有 ω 兰。中寻找给出最好下界的那个 ω，即对所有的

ω 泣 。极大化所给出的下界。

(c) 将 (a) 和 (b) 的结果与线性规划的 Lagrange 对偶问题 (5.22) 联系起来。

5.5 一能线性规划的对f禹。求解线性规划

minimize cT x 

subject to Gx 二<h

Ax = b 

的对偶函数。给出对偶问题，并将隐式等式约束显式表达。

5.6 Chebyshev 逼近的最小二乘下界。考虑 Chebyshev 或者 t∞·范数的逼近问题

minimize IIAx - bll ∞， (5.103) 

其中 Aε Rmxn 且 rankA = n。令 Xch 表示某个最优解(可能有多个最优解; Xch 只是

其中的一个〉 。

Chebyshev 问题没有闭式解，但是相应的最小二乘问题有。定义

Xls = argmin IIAx - bl12 = (AT A)- l ATb. 

考虑如下问题。假定对于某组 A 和 b ， 我们己经有最小二乘问题的解 Xls (不是 Xch)。那么

解 Xls 对于 Chebyshev 问题的次优程度如何?换言之， IIAxls - bll∞比 IIAxch - bll∞大多
少?

(a) 证明下界不等式

II AxlS - bll∞ ~..fi瓦 IIAxch - bll∞， 

这里可以利用如下事实，即对于任意 zεRm，有

U末却却坛如汩11川iμIzl补|

(b叫)在f伊例阴列tl 5.6 (第 246 页〉 中，我们曾经推导了一般的范数逼近问题的对偶问题。将结论应
用到 t∞-范数的情况 (其对偶形式为 (1-范数)，可以描述 Chebyshev 逼近问题的对偶
问题:

maximize bTν 

subject to 11νIh ~ 1 

ATν = O. 

(5.104) 
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任意可行的 ν 构成了 IIAxch - bll∞的一个下界 bTv.

定义最小二乘的残差为 Tls = b - AXls。假设 Tls 笋 0，证明

ρ= -Tls/ !lTlsllt , ;; = Tls/llrrslh 

都是问题 (5.104) 的可行解。根据对偶性， bTρ 和 bT;; 都是 IIAXch - bll∞的下界。哪
个解给出的下界更好?和 (a) 中给出的r界相比呢?

5.7 分片线性极小化。考虑凸的分片线性极小化问题

其中变量 zεR飞

(a) 考虑如下等价问题

minimize maX时，....m(a'[X + b.) 

illlnlmlze maXi=l，…n 执

subject toα72+bzzuu 1=12 … ,m , 

(5.105) 

其中变量 X E R饵 ， y εR响。基于等价问题的对偶问题推导问题 (5.105) 的 Lagrange

对偶问题。

(b) 将分片线性极小化问题 (5.105) 表述为一个线性规划，推导此线性规划的对偶问题。给

出这个线性规划j对偶问题和 (a) 中得到的对偶问题之间的联系。

(c) 假设采用光滑函数

h帅(何X)恒=叫2←仪叫p(a'[αιρ川?ημZ川川+刊bi)
逼近式(归5.1ω05盯)中的目标函数，求解无约束儿何规划

mmmze 叫Zexpb仇)) (5.106) 

式 (5.62) 给出了上述问题的一个对偶问题。令 PLl;和 p;p 分别表示式 (5.105)和

式(5.106) 的最优解。证明如下不等式

。 ζp;p-PLl 运 logm.

(d) 类似地，推导 PLl 和优化问题

minimize 川住问仙+ bi ))) 

最优值之间的差的界，其中 γ>0 是参数。如果增大 γ，将会怎样?

5.8 给出例 5.9 中得到的两个对偶问题之间的联系，见第 249 页。
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5.9 -个简单的覆盖椭球的次优性。回忆确定最小体积椭球的问题，椭球的中心在原点，要求

包含点问，… ， am ε Rn (第 214 页，问题 (5.14)):

minimizc fo(X) = logdet(X - l) 

subj创t toαfxαi ~ 1, i = 1，…，刑，

其中 domfo = S~+。假设向量α1 ， . . . ， αm 张成了空间 Rn (这意味着问题有下界〉。

(a) 证明矩阵

hm=(ZMI)-
可行。提示:先证明

ω


d 
α
 

m

艺
2二 0 ，k=l 

α71 

然后利用 Schur 补 (~A.5.5)证明对任意 t=1，…，m 有 αTX向运 1。

(b) 通过求解对偶问题

[ m 、

maximize log det ! I.:).叫 )-lT).+n

subjcct to λ 泣。

给出可行解 Xsim 的次优程度的一个界。对偶问题隐含了约束艺沁αiar >- o. (此对
偶问题的推导见第 214 页。〉

为了推导界，选择形如 λ = 口的对偶变量，其中 t > o. (解析)求解 t 的最优值并给
出入取相应值时的对偶目标函数值。在此基础上，证明椭球 {u I uT Xsimuζ1} 的体
积不大子最小体积椭球的体积的 (m/η)n/2 倍。

5.10 最优实验设计。下列问题出现于实验设计中(参见!j7.的。

(a) D-最优设计。

mllllm1ze logdet (兰州iV[) -

subject to 

(b) A-最优设计。

…ze tr (轩υ了) - 1 

subject to x ~二 0 ， 17、x = l.

上述两个问题的定义域都是 {X I 主叫>- o}。变量是MW:协1 , . . . )均已 Rn

给定。
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p 

通过引入一个新的变量 Xε sn 和等式约束 x= 艺句句uf 并利用 Lagrange 对偶，给出

这两个问题的对偶问题。尽可能地简化对偶问题。

5.11 推导问题
N 

minimize 艺 IIAix + M2 + (收)lIx - xoll~ 
忘=1

的对偶问题。原问题中 ， A， εRm;xn ， bi εRTn; ，且 Xo ε R飞先引入新的变量 νi E Rmi 

以及等式约束 ω =Aix+ 仇。

5.12 解斩中心。考虑优化问题

minirnize - ~二 log(bi - ar x) 
i=l 

其定义域为 {x I α72<bh t=12 … ,m} ， 推导其对偶问题。先引入新的变量 Yi 以及等式

约束 Yi = bi - α72· 

(上述问题的解称为线性不等式组 a'[x :::;; b毡， i = 1，…，m的解析中心。解析中心有着儿

何应用〈见 98.5 .3 ) ，并且在罚函数方法中至关重要(见第 11 章).)

5.13 Boolean 线性规划的 Lagrange 松弛。 Boolean 线性规划是如下形式的优化问题

盯linimize cT x 
subject to AX :::5 b 

向 ε{0， 1} ， i = 1, … , n , 

一般而言，这个优化问题的求解非常困难。在习题 4.15 中，曾经考虑过这个问题的线性

规划松弛

噜
E
A

r『

AU <
-z

啕Z
Z
/
句

句
，
矿A
o

e
ω
 

。ι
Mm

l阳
晴

b


mU VAPa 

(5.107) 

i = 1 ，…，饨，

而松弛问题容易求解得多。松弛问题的解给出了原 Boolean 线性规划的最优值的一个下

界。在本习题中，我们推导 Boolcan 线性规划的另一个下界，并给出与习题 4.15 中的下

界的联系。

(a) Lagrange 松弛。 Boolean 线性规划可以重新描述为如下问题

口linimize cT x 
subject to Ax 主 b

均(1 … Xi) = 0, t z 1，… ，饨，

此问题具有二次等式约束。求解此问题的 Lagrange 对偶问题。对偶问题(其为凸问

题)的最优值给出了原 Boolean 线性规划最优值的一个下界。通过这样的方式求解

原问题的最优值的下界称为 Lagrange 松弛。

(b) 证明通过 Lagrange 松弛得到的下界和线性规划松弛 (5.107) 得到的下界是一样的。

提示:求解线性规划松弛 (5.107) 的对偶问题。
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5.14 等式约束的罚函数方法。考虑问题

mìnimize fo(x) 

subject to Ax = b, 

其中 fo: Rn → R 是凸函数并可徽， 且 A E R mxn , ra时<A=m。

在二次罚函数方法中，引入一个辅助函数

<þ(x) = fo(x) + αIIAx - bl后，

5 对偶

(5.108) 

其中 α>0 是参数。辅助函数包含目标函数以及附加的惩罚项 αIIAx - bll~o 此方法的思

想是辅助函数的极小点￡是原问题的一个近似解。直观上讲，罚的权值 α 越大，近似解

￡与原问题的解越接近。

设￡是￠的一个最小点。那么，基于￡，如何找到问题 (5.108) 的一个对偶可行点?求出

此对偶可行点给出的原问题 (5.108) 最优值的下界。

5.15 考虑问题

mìnimize fo(x) 

subject to fí(X) ζ0， i = 1,… ,m , 
(5.109) 

其中函数且: Rn → R 是凸函数并可徽。令 h1 ， …， hm : R → R 为可微增函数，且是凸

的。证明如下函数

仰) = foC♂)+艺 hi(h(x))
i=1 

是凸函数。设 φ 在￡处取极小值。基于￡，如何找到问题 (5.109) 的对偶问题的一个可行

点?求出对偶可行点给出的原问题 (5.109) 最优值的下界。

5.16 不等式约束问题的精确罚函数方法。考虑问题

mìnimize fo(x) 

subject to fi(x) 运 0， i = 1,…, m , 
(5.110) 

其中 h: Rn → R 是可微凸函数。在精确罚函数方法中，求解下列辅助问题

minimize <þ(x) = fo(x) + αmax:庐1 ， ',m max:{O，且(x)} ， (5.111) 

其中 α>0 是参数。函数￠中的第二项是对 z 不可行的惩罚项。如果对于充分大的 α，

辅助问题的解也是原问题 (5.110) 的解，此方法称为精确罚函数方法。

(a) 证明函数￠是凸函数。

(b) 辅助问题可以描述为

minìmìze fo(x) + αu 

subject to fi(x)::;; ν ， 4=1，…，m 

O::;;y 

其中优化变量为 z 和 yER。求解此问题的 Lagrange 对偶问题，并利用问题 (5.110)

的 Lagrange 对偶函数 g 进行表述。
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(c) 利用 (b) 中的结论证明如下性质。设 λ* 是问题 (5.110) 的 Lagrange 对偶问题的一个

最优解，并且强对偶性成立。如果 α >1T>.* ， 那么辅助问题 (5.111) 的任意最优解也

是原问题 (5.110) 的一个最忧解。

5.17 具有多面体不确定性的鲁悻线性规划。考虑鲁棒线性规划

minimize CT尘

subject to SUPaE只 αTX ~二仇， 4=1,… ,m , 

其中变量 zεR" 且只 ={αI Ciα 主 di}. 此问题的参数为 cεRn ， Ci E Rmt xn , ~ε 

Rm; 以及 bERm。假设凸多面体 Pi 非空。

证明此问题和如下线性规划等价

mml江lÍze cT x 

subject to ct[ Zi ~衍，

cfz4=$3 
z = 1,…, m 

i = 1,…, m 

Zi ~二 0， i = 1,…, m 

其中变量 zεRn ， Zi ε Rmi ， i = 1，…，刑。提示:求解在 αi E 引上极大化 αfz(变量为

α.) 的问题的对偶问题。

5.18 两个多面体的分离超平面。考虑寻找一个分离超平面严格分离两个多面体的问题。设这两

个多面体为

到 = {X I Ax 主 b} ， 到 = {x I Cx 主 d} ，

寻找向量 αERn 以及实数 γ 使得下式成立

α，TX > γ\;/ x E P1 ， αTZ<γ \;/x ε P2. 

可以假设矶和同不相交。将上述优化问题表述成一个线性规划或者线性规划的可行性

问题。提示:向量 α 和实数 γ 必须满足

infαTX > γ> SUpαT X. 
ZZE?lzeE?2 

利用线性规划对偶简化上述条件中的下确界和上确界。

5.19 向量中最大的若干元素求和。定义函数 J: Rn

→ R 为

的)=艺 X[斗，
意=1

其中 T 是 1 到 n 之间的正数，且 X{lJ ;;;;:叫2l;主…注 X(r'J 是尘中的元素按降序排列。换言
之， f(x) 是向量尘中最大的 T 个元素的和。在此问题中，我们考虑约束

f(x) ζα. 

根据第 3 章，第 74 页中的讨论，这是一个凸约束，等价子一组个数为时f(r!(n - r)!) 的

线性不等式

Xil + … + Xir ζα， 1 ~二 i 1 < i2 <…<几 ζ n.

这道习题的自的是找到一个更为紧凑的表示。
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(a) 给定向量 zε Rn ， 证明函数 f(x) 等价于如下线性规划的最优值

maximize xT y 

subject to 0 二三 U 二~ 1 

l T y = r 

其中 νεRn 是优化变量。

(b) 推导 (a) 中线性规划的对偶问题。证明其可以表述为

minimize rt + 1 T U 

subject to t1 + u ~二 Z

uk0, 

其中优化变量为 tεR，也 εR响。根据对偶理论，这个线性规划和 (a) 中的线性规划

具有相同的最优值，即 f(叫。因此我们得出如下结论:x 满足 f(x) ζα，当且仅当

存在 tεR， u εR叫使得下式成立

rt+lTu 运 α， t1 +u~二 x， u t O. 

这些条件构成了如+1 个线性不等式，变量为尘，也， t ， 变量个数为 2n+ 1. 

(c) 作为一个应用，我们考虑对第 4 章， 148 页提到的经典的 Markowitz 投资组合优化问

题
minimize xT Ex 

subject to pT x ~ rmin 

lTX =1, x~二 O

进行扩展。变量为投资组合 zeRn;F 和 2 分别是价格变化向量 p 的期望矩阵和

协方差矩阵。

假设增加一个多样化约束，要求投资在任意10%的资产上的投资额至多占总投资额的

80%。此约束可以描述为

三二 X[i) 运 0.8
i=l 

将上述添加了多样化约束的投资组合优化问题表述为一个二次规tJJ.

5.20 信道容量问题的对偶问题。考虑问题

minimize _cT X + 艺仰的事
i =l 

subject to Px = ν 

x>二 0， 1Tz=1 ，

其中 PεRm川具有非负元素，且每列向量元素之和为 1 (即 pTl = 1)。优化变量为
m 

zε Rn ， y E R隅。 〈若 Cj = I: PiJ logpij' 则此问题的最优值不超过信道转移概率矩阵为

P 的离散无记忆通道的容量的负数的 log2 倍;参见习题 4.57. )推导这个问题的对偶问

题。

尽可能简化对偶问题。
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强对偶性以及 Slater 条件

5.21 强对偶性不成立的凸问题.考虑优化问题

. . minimize e-x 

subj∞t to x2jv ζ0 

优化变量为尘和 y. 定义域为 D 一 {(x ， y)J ν> O} 。

(a) 证明这是一个凸优化问题.求解最优值.

(b) 给出 Lagrange 对偶问题，求解对偶问题的最优解川和报优值 d飞给出最优对偶间

酣.

(c) Slater 条件对此问题是否成立?

(d) 将如下扰动问题的最优值

. minimize e- :r 

subjcct to X
2 jνζu 

表示为 u 的函数扩(u). 证明全局灵敏度不等式

p*(u) ~ p* (O) 一 λ*u

不成立。

5.22 对偶的几何解释。对下面的每·个优化问题，图示集合

Q={(u， t)J3x ε V， !o(x) =t, ft(x) 雪 u} ，

A={(u.t) :3x ε V， !o(x) ζt， ft(x) ζ u}. 

给出对偶问题，并求解原问题和对偶问题.判断优化问题是否为凸问题? Slater 条件是否

成立?强对偶性是否成也?

对于下列优化问题，如果不特别说明，其定义域为 R.

(a) 极小化笃，约束为泸 ζ1.

(b) 极小化 x. 约束为 x2 ζ O.

(c) 极小化 x. 约束为 JxJζO.

(d) 极小化 x. 约束为 ft(x) ~ O. 其中

一x+2 x 注 1

fJ(x)= ~ x -l~x~l 
x - 2 x ~二 -1.

(e) 极小化 23，约束为 -x+l ζO.

(f) 极小化护，约束为 -x + 1 ~ O. 定义域为 V = R -+ 0 
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5.23 线性规划的强对偶性。如果线性规划

uùnimize cT x 

subject to Ax 二~ b 

及其对偶问题
ma.ximize _ bT z 

subjcct to AT z + c = 0, z ~二 O

至少有一个可行，证明强对偶性成立。换言之，只有当扩=∞以及 t=-∞时，强对

偶性才不成立。

(a) 设扩有界， x* 是一个绿优解。(对于线性规划问题，如果最优值有界，那么能达到。)

令 I E{1,1 ·， m} 表示 f 附近的起作用约束指标集，即

α72*=bh$GI， α72*<b毡， irJ 1 

证明存在 zERm 使得下式成立

zt;主 0 ， iε 1 ， Zi = 0, i rf. 1, 2二 Ziαi + C= 0 
iEI 

证明 z 为对偶最优，对偶最优值为 cTx* 。

提示:设不存在这样的 Z ， 即叫 (ZM4 |川}利用例 2.20 中提到的严格分
离超平面定理，见第 44 页，推出矛盾。或者也可以应用 Farka.s引理〈参见 35.8.3 )。

(b) 设扩=∞且对偶问题可行。证明 d* = ∞。提示:证明存在非零 uεRm 使得

ATV = 0 ， υ 兰 0 且 bTv < 0。如果对偶问题可行，它在方向 υ 上是无界的。

(c) 考虑下面的例子

mmlmlZe x 
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J
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d

b l l co 

写出其对偶线性规划，并求解原问题和对偶问题。证明扩=∞， r= 一∞。

5.24 弱极大极小不等式。证明弱极大极小不等式

sup inf f(切， z) 运 inf sup f(切， z) 
zEZ wEW wE协r zEZ 

总是成立。函数 f: R n x R m • R , WCR饵 ， ZCRffl 任意。

5.25 [BLOO，第 95 页l 凸·四函数以及鞍点性质。推导鞍点性质成立的条件。鞍点性质可以表述
如下

sup inf f(ω， Z) = inf sup f(ω， z) 
zEZ 四巨W wEW zEZ 

(5.112) 

其中 f: R 1!. 
X R m • R , W x Z ç dom f , W 和 Z 非空。设函数

I f(ω， z) 
9z(ω) = < l ∞ 其他
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对任意 z E Z 都是闭且凸的，且函数

对任意 ωεW 闭且凸。

I - f(ω， z) 
hw(z} = < 

I 00 

(a) 式 (5.112) 的右端可以看成 p(O} ， 其中

zεZ 

其他

p(u) = inf sup (f(叽 z)+uTz).
wEW zEZ 

证明 p 是凸函数。

(b) 证明函数 p 的共辄可以表述为

I - infwEw f(ω， v) 
p"(v) = < 

I 00 

(c) 证明雨数 f 的共辄可以表述为

uεZ 

其他.

扩气也) = sup inf (f(ω， z) + UT z). 
z EZ wE问f

结合 (a)，可知极大极令等式 (5.112) 实质上可以表述为 pn(o) = p(O) 。

. 275 . 

(d) 根据习题 3.28 和习题 3.39 (d) 中的结论，可知若 0εintdomp 则 f气。) = p(O}。证

明若 W 和 Z 有界则 0εintdomp。

(e) 考虑习题 3.28 和习题 3.39 中的另一个结论，如果。 ξdomp 且 p 是闭的，那么有

f气。) =p(O)。证明如果函数知的下水平集有界那么 p 是闭的.

最优性条件

5.26 考虑下列二次约束二次规划

变量 zεR2 。

minimizc X~ + X~ Xi -j- x2 
subject to (Xl 一 1)2 + (X2 - 1)2 运 1

(x} -1)2 十 (X2 + 1)2ζ1 ， 

(a) 大致描绘可行集以及目标函数的水平集。标出最优点 f 以及最优值 f。

(b) 给出 KKT 条件.是否存在 Lagrange 乘子 λ: 和 λ; 能够证明扩最优?

(c) 给出并求解 Lagrange 对偶问题。此时强对偶性是否成立?

5.27 等式约束的最小二乘问题。考虑等式约束的最小二乘问题

minimize IIAx - bll ~ 
subject to Gx = h 

其中 A E Rmxn , rankA =η ， GεRPxn ， rank G = p. 

给出 KKT 条件，推导原问题最优解 f 以及对偶问题最优解川的表达式。
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5.28 证明〈不借助任何线性规划j软件〉 下述线性规划问题

ffillliIDlze 47xl + 93x2 + 17x3 - 93x4 

- 1 - 6 1 3 1 r , 
一1 -2 7 1 I I Xl I 5 

subject to 。 3 一10 一 1 I I X2 I -: -8 
一6 - 11 - 2 12 I I X3 I 一7

1 6 - 1 - 3 
l X4 J 

4 

的最优解唯一，为 x* = (1 , 1, 1, 1) 。

5.29 问题

IDinimize -3x~ + x~ + 2x5 + 2(Xl + X2 + X3) 

subject to xî + x~ + x~ = 1, 

是式 (5.32) 提到的问题的一个特例，因此即使此问题不是凸的，强对偶性亦成立。给出

KKT 条件。找出满足 KKT 条件的所有尘， ν，并给出最优解。

5.30 考虑优化问题

minimize tr X - log det X 

subject to X s = ν， 

其中变量 X ε sn. 定义域为 s~+ o y εRn 和 s E R1l已经给定，它们满足 STy = 1. 推

导 KKT 条件。证明最优解可以写成下述形式

X* z I +WT - J「SST
S' S 

5.31 KKT 条件的支撑超平面解释。考虑没有等式约束的凸优化问题

miniIDize fo(x) 

subject to 元(x) ζ0， i = 1,…, m. 

设 fεRn 和 Yε Rtn 满足 KKT 条件

Ii (x*) ζ0， 

λi ~O， 

λ;五 (x*) =0, 

'7fi巾*) +艺λ;vh(z乍0

证明对任意可行点尘，有

i = 1,…, m 
i = 1, . • • ，竹Z

i = 1,… ,m 

'7 fo(旷)T(X - x*) ~ O. 

换言之， KKT 条件可以导出 ~4.2.3 中给出的筒单的最优性准则。
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扰动及灵敏度分析

5.32 扰动问题的最优值。令函数 10， 11 ， … ， 1m: Rn → R 为凸函数。证明函数

p*(u, v) = inf{fo(x) I 3x ξ Ð， J与(x) ::;;间， 4=1，… ，m， Ax 一 b= ν}

是凸函数.上述函数是扰动问题的最优值，是扰动值 u 和 u 的函数〈见 ~5.6.1).

5.33 参数化的 f1-范数逼近.考虑 fl-范数的极小化问题

mlDlIDlze IIAx + b + fdlh , 

其中变量 zεR3，且

- 2 7 1 -4 

-5 一1 3 3 

A = I -7 3 -5 9 
、 b= , d= 

-1 4 - 4 。

1 5 5 -11 

2 -5 - 1 5 

将最优值表示成 ε 的函数 p"(f).

(a) 设 (.=0。证明 x* = 1 是最优解。还有其他的最优解么?

(b) 证明扩(ε) 在包含 e = O 的区间上是仿射函数.

5.34 考虑原问题
minimize (c + fd)T X 

subject to Ax 主 b 十 (.1

和相应的对偶问题
町laxlπIlze 一(b + (.f)T z 

subjcct to ATz+c+ fd = 0 

z 1:::: 0, 

其中

-4 12 -2 1 8 

- 17 12 7 11 13 

A=I 1 。 -6 1 , b= -4 、

3 3 22 -1 27 

-11 2 一1 -8 一18

c = (49，一34 ， - 50， 一句 ， d = (3 ， 8 ， 21 ， 25) ， ε 是参数.

f= 

一10

-13 

- 27 

- 10 

- 7 

14 

6 

15 

一13 I 、

48 

8 

. 2n . 

(a) 证明当 ε=0 时点 x* = (1 ， 1 ， 1 ， 1) 是最优解。证明时构造对偶问题，找到对偶最优点
z* ， 使其函数值和 f 处的函数值相等。是否还有别的原对偶最忧解?
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(b) 以 ι 为自变量，在包含正 = 0 的区间上，给出最优值 p*(ε) 的显式表达式。绘出表达

式成立的区间范围。在此区间上，以 ε 为自变量，给出原问题最优解 x*(ε) 以及对偶

问题最优解 Z*(f) 的显式表达式。

提示:首先假设当 ε 在 0 附近时， E = 0 时在最优解处起作用的原问题和对偶问题约
束在此时的最优解处仍然起作用，计算 X*(c) 和 Z*(t')。再证明上述假设是正确的。

5.35 几何规划的灵敏度分析。考虑一个几何规划

minimize fo(x) 

subject to fi(x) ζ1 ， 

hi(x) = 1, 
i = 1，…，竹Z

i = 1,… ,p, 

其中 fo， …， frrt 是正项式， h1 ,… , hp 是单项式，问题的定义域为 R~+。定义扰动的几何

规划为
minimizc fo(x) 

subject to fi(x) ~ e"飞 i = 1,…, m 

hi(x) = e叫， 4=1，… ， p ，

设扰动的几何规划的最优值为扩(包，υ). Ui 和的可以认为是对约束的相对扰动。例

如，问= -0.01 意味着加强第一个不等式约束，加强幅度 (约为) 1%。

对于下列凸形式的几何规划

minimize log fo(ν) 

subject to log li(y) ζ0， 

log hi (ν) = 0, 
t=1,…, m 

i = 1,… ,p , 

其中变量 Yi = IOgXi. 令 Y 和 f 表示此问题的对偶问题的最优解。设 p*(包， v) 在

U = 0, v = 0 处可微，建立 Y 以及川和扩(U， υ) 在 U = 0, v = 0 处的导数之间的联系。
验证下面的论断"当 α 较小时，第 4 个约束放松百分之 α 将会使最优目标函数值降低约

百分之 α泻。"

择一定理

5.36 线性等式的择-.考虑线性方程组 Ax = b ， 其中 Aε Rrnxn。根据线性代数理论可知，

上述方程组有解，当且仅当 bε 冗(A) ， 此条件亦等价于 b ..l N(AT)。换言之• Ax = b 有

解，当且仅当不存在 yERm 使得 ATy =0 且 bTy 并 0。

根据 95.8.2 中的择一定理推出上述结论。

5.37 [BT97] 有眼状态 Markov 链中平衡分布的存在性。设矩阵 P E Rnxn 满足

P乱.j ;?: 0, i , j = 1, . . . ,n , pT 1 = 1 , 

即矩阵元素非负且每列元素之和为 1。利用 Farkas 引理证明存在 uεRn 使得

Py = y , y ~二 0 ， 1 T Y = 1. 

〈可以将 u 理解为具有 η 个状态，转移概率矩阵为 P 的 Markov 链的一个平衡分布。)
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5.38 [BT97] 期权定价。将第 256 页，例 5.10 中的结论应用到一个具有三种资产的简单问题:

第一种资产无风险，在投资期间内有固定的回报率 r> 1 (比如说债券).第二种是一支股

票，第三种是这支股票的期权。期权可以使我们在投资期结束时以预先设定的价格买进股
理王

考虑两种情形。在第一种情形中，股票价格从投资初期的 S 涨到投资末期的 811"其

中 11， >r。在这种情形中，只有当 811， > K 时，我们才投资期权，此时获利 811， -K。

否则，我们不购买期权，获利为零。在第一种情形中，投资期结束时，期权的价值为

max{O, 811, - K} 。

在第二种情形中，股票的价格从投资初期的 S 降到投资末期的 8d， 其中 d<1。投资结

束时，期权的价值为 max{0， 8d-K}.

采用例 5.10 中的符号表示

v = I r 11,8 max{O, 811, - K} I 的=
I r d8 max{O, 8d - K} l' , • 

P2=S, P3=C, 

其中 C 是期权价格。

给定 r.8.K. 11，.d， 证明期权价格 C 由无套利条件唯一决定。换言之，期权市场是完备

的。

广义不等式

5.39 双向划分问题的半定规划松弛。考虑第 211 页提到的双向划分问题 (5.7) ，

minimize xT讥'x

subject to x; = 1, i = 1，…，矶
(5.113) 

其中，变量 zεR飞此(非凸)问题的 Lagrange 对偶问题可以描述为下述半定规划

maximizc - 1 T 11 

subject to W + diag(ν) 兰 0，
(5.114) 

其中，变量 νε Rn。此半定规划的最优值给出了原双向划分问题 (5.113) 的最优值的一

个下界。在本习题中，我们考虑另一个半定规划，同样给出了原双向划分问题最优值的一

个下界，并研究这两个半定规划之间的联系。

(a) 矩阵形式的政向划分问题。证明双向划分问题可以表述为如下形式

minimize tr(W X) 

subject to X ~二 0 ， rankX = 1 

xi4=1， t=1，··，叫

其中，变量 XεS悦。提示:证明如果 X 可行，则其具有形式 X = xxT ， 其中 xE Rn

满足向 ε {-l ， l}C反过来也成立〉。
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(b) 现向划分问题的半定规划松弛。利用 (a) 中的表达式，可以构造如下松弛问题

miniIDize t叫WX)

subject to X ~二 O

Xii = 1, í = 1，…，η， 

(5.115) 

其中，变量 X E Sn。这个问题是一个半定规划，因此可以有效地求解。为什么此半

定规划能够给出原双向划分问题 (5.113) 最优值的一个下界?如果此半定规划的最优

点X*的秩为 1 说明了什么?

(c) 上面提到的两个学定规划: (b) 中提到的半定规划松弛问题 (5.115) 以及双向划分问

题的 Lagrange 对偶问题 (5.114)，均给出了原双向划分问题 (5.113) 的下界。这两个

半定规划有什么联系?它们给出的下界有何联系?提示:通过对偶将两个半定规划联

系起来。

5.40 E-最优实验设计。 E-最优设计问题是习题 5.10 中提到的两个接优实验设计问题的另一

种变化形式

川ze 叫去utJ)-1
subject to x ~二 0 ， l T 

X = 1. 

(也可以参见 ~7.5o )推导此问题的对偶问题，可以先将此问题描述为

minimize l/t 
' P 

subject to L x卢d 兰 tI

Z E:0, 1Tz=1, 

其中变量 tεR， x ε RP，定义域为 R++ X RP，应用 La.grange 对偶得出对偶问题。尽可

能地简化对偶问题。

5.41 最速混合 Markov 链问题的对偶。在第 167 页，我们遇到如下半定规划

miDiIDize t 
subject to -tI 主 P - (l/n) l1T 主 tI

Pl = 1 

其中变量 tεR， PE S咽。

证明此问题的对偶问题可以描述为

凡32注 0， i ，j= 1 ， …， η 

Pij = 0 \;/ (í ,j) fI. ε， 

maximize 1 T Z 一 (1/η) lTYl

subject to 11Y1I 2* ~ 1 

(Zi 十 Zj) ζ 瓦:J \;/ (i， j) εε， 
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其中变量 zE R饨， Y E Sn。范数 11.112* 是 sn 上谱范数的对偶范数: 11Y112* =艺|沁(Y)I ，

即 Y 的特征值的绝对值的和。(参见第 608页 gA. 1.6. ) 

5.42 不等式形式的锥形式问题的 Lagrange 对偶。考虑不等式形式的锥形式问题

cTX 

Ax 二三 K b, 

eM ·
也
t

m
m
比

iur 
晦

b
-

mm 

其中 AεRmxn ， b εR刑 ， K 是 Rm 中的一个正常锥。推导其 Lagrange 对偶问题。将所

有的隐式等式约束显式描述。

5.43 二阶锥规划的对偶。对于二阶锥规划

i = 1,…, m , 

Fx 
IIAix + M2 ~ c'[x + 仇，

mlmmlze 

subject to 

其中变量 z e Rn，证明其对偶问题可以描述为

i = 1，…，竹t ，

艺(bfUi 一机)

汇(AfUi - CiVi) + J = 0 

11叫12ζ 饨，

口laxl口llze

subject to 

其中变量问巳 Rn" Vi ε R， i = 1，…，隅。在这两个问题中 ， J εR饵 ， Ai 巳 Rnixn ， bi E 

Rn飞 Ci E R 以及<4巳 R， i = 1，…，刑。

通过下面两种方式推导对偶问题。

(a) 引入新的变量 Yi εRni ， ti E R 以及等式饥 = AiX + bi' ti = C'[ X +仇，推导 Lagrange
对偶问题。

(b) 从二阶锥规划的锥表示形式出发，利用锥对偶来推导 Lagrange 对偶问题。利用二阶

锥是自对偶的结论。

5.44 非严格线性矩阵不等式的强捧一。在第 263 页的例 5.14 中，我们曾经提到，如果矩阵 R

满足

(5.116) 三二 ViFi 兰 O~ ~二viFi = 0, 

那么系统

(5.117) i = 1，…，π tr(FiZ) = 0, tr(GZ) > 0, Z~二 0 ，

是非严格线性矩阵不等式系统

(5.118) F(x) = XIFl + … +XnFn +G 三 0

的一个强择一系统，在本习题中，我们证明上述结论，并给出一个例子说明上述两个系统
并不总是强择一的。
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( a.)假设式 (5.116) 成立，且辅助半定规划

ffillllilllze 8 

subject to F(x) 主 81

的最优值大于零。证明最优值可以达到。这样根据 ~5.9.4 中的讨论，系统(5.118) 和系

统(5.117) 是强择一的。

提示:可以这样来简化证明。不失一般性，假设矩阵町，…，凡是独立的，那么
，也

式(5.116) 可以简化为L: ViFi 泣。马 υ= o. 
i = l 

(b) 令 η= 1.

G = [~ ~]叫 ::l
证明系统 (5.118) 和系统 (5.117) 都不可行。
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6 逼近与拟合

6.1 范数逼近

6.1.1 基本的范数逼近问题

最简单的范数逼近问题是具有下列形式的无约束问题

minimize IIAx - bll, (6.1) 

其中 AεRmxn 和 bε Rm 是问题的数据.x εRn 是变量，而 1 1 . 11 是 Rffi 上的一种范

数。范数逼近问题的解有时又被称为 Ax~ b 在范数 11 .. 1 1 下的近似解。向量

r=Ax-b 

称为这个问题的残差;其分量有时也称为关于尘的个体残差。

范数逼近问题 (6.1) 是一个可解的凸问题，也就是说，总是存在至少一个最优解。

当且仅当 bε 冗(A) 时，其最优值为零;但是，更有趣也更有用的是 b~ 冗(A) 的情况。

我们可以不失一般性地假设 A 的列向量独立;特别地，设 m 注 n。当 m = η 时，最优

解 A-1b 可以简单地得到，因此我们可以假设 m> 饥。

遥远的解释

通过将 Ax 表示为

AX = Xlα1 + ... + Xnαm 

其中句， …，句 ε Rm 为 A 的歹ι 我们可以看出，范数逼近问题的目标是用 A 的列的

线性组合，尽可能准确地逼近或拟合向量 b. 其偏差由范数 11 . 11 度量。

这一逼近问题也称为回归问题。在此背景下，向量 α1，…，向称为回归量，设 z 是

问题的一个最优解，称向量 Xlα1+ …+句句为b ( 向回归量〉 的回归。

估计的解释

一个与范数逼近问题密切相关的解释出现在基于不完全线性向量测量值进行的参

数估计问题中。考虑线性测量模型

y = Ax +v, 
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其中 νεRm.为测量值向量 ， x εRn 为待估计的参数向量， v E Rm 为未知的测量误

差(假设在范数 11 . 11 度量下很小〉。相应的估计问题是在给定 ν 的情况下对 z 是什么

进行合理的猜测。

如果我们猜测 z 的值为念，也就是隐含地猜测 υ 的值为 ν -A念。假设 v (在 11 . 11 

度量下) 越小越可信，那么对于尘的最有可信的猜测是

企= argminzllAz - vll 

(这些想法可以在统计学的框架中进行更加正规的表述，参见第 7 章。〉

几何的解释

考虑子空间 A= 冗(A) C Rm 和一个点 bεR响。点 b 向子空间 A 的投影是 A 中

在 11 . 11 下最靠近 b 的点，也就是说，它是下列问题的任意最优解

minimize Ilu - bll 
subject to u ε A. 

将冗(A) 中的元素参数化为 u = Ax ， 我们可以看出求解范数逼近问题 (6.1) 等价于计

算 b 向 A 的投影。

设计的解释

我们可以将范数逼近问题 (6.1) 解释为一个最优设计问题。町，… ， xn 为 n 个设计

变量，其数值待定。向量 y=Ax 给出了表示 m 个结果的向量，我们假设它是设计变量

2 的线性函数。向量 b 为目标向量或期望结果。目标是选择一个设计向量尽可能地接近

期望的结果，也就是说 Ax 何 b。我们可以将残差向量 r 解释为实际结果 〈即 Ax) 与期

望或目标 (即的之间的偏差。如果我们用真实结果与期望目标之间偏差的范数来度量

设计的质量，那么参数逼近问题 (6.1) 也就是寻找最佳设计的问题。

加权范数逼近问题

范数逼近问题的一个扩展是加权范数逼近问题

minimize IIW(Ax - b) ll, 

其问题数据 W E Rmxm 称为权矩阵。权矩阵通常是对角的，在这种情况下，它给出了

对残差向量俨 =Ax 一队，分量之间不同的相对强调程度。

加权范数问题可以看做关于范数 11 . 11 和数据 A = WA, b = Wb 的范数逼近问题，

因此，仍然可以被视为标准范数逼近问题(6.1) 。另一方面，加权范数逼近问题也可以被

看做关于数据 A 和 b 的范数估计问题，其范数为 W-加权范数，定义如下

Ilzllw = Ilw zll 

(这里假设 W 非奇异)。
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最小二乘遥远

最常见的范数逼近问题采用 Euclid 或 f2-范数。通过将目标函数平方，我们得到等

价问题，称为最小二乘逼近问题，

川nimize IIAx - bll~ = rf + 哼+… +TL

其目标函数为残差平方和。通过将目标函数表示为凸二次函数，

f(x) = X
T AT Ax - 2bT Ax + bTb. 

这个问题可以解析地求解。点 z 极小化 f ， 当且仅当

"V f(x) = 2AT Ax 一 2ATb = 0, 

即 z 满足

AT Ax = ATb, 

这个方程称为正规方程，并且总是有解的。因为我们假设 A 的列向量是独立的，所以最

小二乘逼近问题总有唯一解 x = (AT A)-l ATb。

Chebyshev 或极小极大逼近

当使用 t∞-范数时，范数逼近问题

minimize IIAx - bll∞= max{h l,…, Irml} 

称为Chebyshev逼近问题。因为我们试图极小化最大(绝对值)残差， 因此又称为极

小极大逼近问题。 Chebyshev 逼近问题可以描述为线性规划

口lÍnimize t 

subject to - t1 二三 Ax-b 二三 t1, 

其变量为 xE RTt和 tε R。

残差绝对值之和逼近

如果采用 [1-范数，范数逼近问题

minimize IIAx - bll 1 = Irll +…+ Irml 

称为残差〈绝对值〉和逼近问题，或者，在估计领域，称为一种鲁棒估计器〈其原因马上

会明了〉。如同 Chebyshev 逼近问题一样， .f1-范数逼近问题可以描述为线性规划

minimize 1 T t 

subject to -t 二三 Ax-b 二三 t , 

其变量为 xE RTt和 tε Rm 。
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6.1.2 罚函数逼近

对于 1ζρ< ∞， .ep-范数逼近问题的目标函数为

(1ηIP + . . . + Irm IP)l/P . 

如同最小二乘问题一样，我们可以考虑目标函数为

hlP + ... + IrmlP, 
的等价问题，这一目标函数是残差的可分、对称函数。特别地，目标函数值仅取决于残

差的幅值分布，即排序的残差。

我们将考虑 fp-范数逼近问题的一个有用推广，其目标函数仅仅取决于残差的幅值

分布。这个罚函数逼近问题具有形式

minimize φ(rl) +… +φ(rm) 

subject to r = Ax - b, 
(6.2) 

其中4> : R → R 称为 (残差〉罚函数。设￠为凸函数，则罚函数逼近问题是一个凸优化

问题。在很多情况下，罚函数￠是对称、非负的，井且满足4>(0) = 0。但是，在我们的

分析中，并不需要这些性质。

解释

我们可以将罚函数逼近问题 (6.2) 解释如下。对于尘的选择，我们得到了 b 的一个

逼近 Ax ， 也得到了相应的残差向量 T。罚函数通过4>(η) 评价残差每一个分量的费用

或惩罚;总体惩罚就是每个残差的罚函数之和，即φ(rl) +…十 φ(rm)o x 的不同选择导

致不同的残差，因此有不同的总体惩罚。在罚函数逼近问题中，我们极小化由残差带来

的总体惩罚。

例 6.1 一些常见的罚函数及其逼近问题。

·采用 φ(u) = lulP ， 其中 p 注1，罚函数逼近问题等价于 ip-范数逼近问题。特别地，二

次罚函数 <þ(u) = U2 导致最小二乘或 Euclid 范数逼近，绝对值罚函数 <þ(u) = I叫导

致 f1-范数逼近。

·带有死区的线性罚函数 (死区宽度为 α> 0) 由下式给出

I 0 lul 运 α
<þ(u) = < 

1 I叫一 αlul>α.

带有死区的线性函数对于小于 α 的残差不进行惩罚。

·对数障碍罚函数 (极限为 α> 0) 具有下面的形式，

j 一α21og(1 - (ujα)2) 
<þ(u) = < 

I 00 

对数障碍罚画数对于大于 α 的残差给予无穷的惩罚。

lul <α 
lul ~α. 
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图6.1绘出了带有死区的线性罚函数、对数障碍罚函数及二次罚函数的图像。需要注意的是，

当忡/α| ζ0.25 时，对数罚函数与二次罚函数非常地接近(参见习题 6.1)。

2 

对数障碍

1.5 

(
兽
)
$

0.5 

。
-1.5 -1 -0.5 0 05 1 1.5 

毛"

图6.1 常用的罚函数: 二次罚函数 <þ(u) = U2 ， 带有死区(宽度为α = 1/4) 的线性罚函数，

以及极限为 α=1 的对数障碍罚函数。

将罚函数缩放某个正数倍不会影响罚函数逼近问题的解，因为这仅仅对目标函

数进行了伸缩变换。但是罚函数的形状对罚函数逼近问题的解有很大的影响。粗略

地， <þ(也)度量了我们不喜欢残差值也的程度。如果对于比较小的包， φ 值很小，表示我

们不太 (或完全不〉关心具有这些值的残差。如果当 u 变大时 ， <þ(U) 增长迅速，表示我

们对于大的误差非常厌恶;如果在某些区间外， φ 变成无穷，表示在这些区间外的残差

是无法接受的。这些简单的解释给出了对罚函数逼近问题的解的深入理解，同时对如何

选择罚函数也有所启示。

作为一个例子，我们比较 [1-范数和乌-范数逼近，也就是分别对应向(u) = lul 
和白(u) = U2 的罚函数逼近问题。对于 lul = 1，这两个函数给予同样的罚。对

于小的包，我们有白(u) :>>白(叫，因此，相对于岛，范数逼近， [1-范数逼近对较

小的残差给予较大的重视。对于大的包，我们有白(u) >>仇(叫，因此，相比句

范数逼近. [1-范数逼近给予大的残差的权重较小。对于大小残差的相对权重的

不同，反应在相关逼近问题的解上。相对于乌-范数. [1-范数逼近问题最优残差

的幅值分布趋向于有更多零或非常小的残差。相反， [2幅范数的解会趋向于有较

少大的残差(因为相比于白-范数. [2-范数逼近问题中，大的残差将带来更大的

惩罚〉。

钳子

下面的例子将说明上述讨论。我们选取矩阵 AεR1∞x30 和向量 bεR100 (数
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值随机产生，但其结果是典型的)，然后比较 Ax 旦旦 b 的(1-范数、 (2-范数逼近结果，

我们还将比较带有死区的线性罚函数 (α = 0.5 ) 以及对数障碍罚函数 (α = 1 ) 的结

果。图6.2显示了这四种罚函数及相应最优残差的分布。从罚函数的图像中，我们注

意到:

• (1-范数罚函数对小的残差给予最重的权，而对大的残差给予最小的权。

• f2-范数罚函数对小的残差给予非常小的权，而对大的残差给予很重的权。

· 带有死区的线性罚函数对于小于 0.5 的残差不予惩罚，而对于较大的残差，其惩

罚也相对较小。

· 对数障碍罚函数对于小的残差，给予非常近似于白-范数罚函数的惩罚，而

对于大于大约 0.8 的残差给予非常重的惩罚， 并对大于 1 的残差给予无限

的权。
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图6.2 四种罚函数的残差幅值的直方图，也绘出(不同尺度下的〉 罚函数作为参考。在对数障

碍的图像中，同时以虚线显示了二次罚函数的曲线。

从幅值分布可以看出一些性质:

· 对于 (1-最优解，很多残差为零或非常小。 f1-最优解也含有很多相对较大的
残差。

• f2-范数逼近结果有很多适度的残差，而较大的残差相对较少。

· 对于带有死区的线性罚函数，我们可以看出有很多等于土0.5 的残差，正好处

于"自由"区域的边缘，因为对这些残差并未施加以任何惩罚。

· 对于对数障碍罚函数，我们可以看出，没有任何幅值大于 1 的残差，除此以外，其

残差分布与 '-2-范数逼近的结果很相似。
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对于野佳或大误差的灵敏性

在估计或回归领域，野值是指具有相对很大的噪声饨的测量值 Uz = 42+ 句。在

与故障数据或错误测量相关的领域中，这种情况很普遍。当野值存在时， x 的任意估计

结果都会产生含有较大分量的残差向量。理想地，我们希望能够猜出哪些测量值是野

值，然后或者把它们从估计过程中移除，或者在估计时大大降低它们的权。(但是，我

们不能对大的残差给予零惩罚，这是因为如果这样做了，那么最优点一定会趋向于使

得所有残差变大以取得总惩罚为零的结果。〉 这一想法可以通过罚函数逼近来实现，比

如设计这样的罚函数，

2 I也|运 M
φ(u)=~ ~_" 

M :l. lul > M , 

如图6.3 所示。对于任意小于 M 的残差，这样的罚函数与最小二乘相吻合，但是对于大

于 M 的残差，无论大于多少，它都给予一个固定的权。换言之，大于 M 的残差被忽略

了;它们被假设与野值或不好的数据相关联。不幸的是，罚函数 (6.3) 不是凸的，相应

的罚函数逼近问题将变成一个很难求解的组合优化问题。

(6.3) 
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图6.3 对大于阙值 (此例中为 1) 的残差给予固定惩罚的(非凸〉罚函数:当 lul :,; 1 

时， φ(也) = u2 ， 而当|也1> 1 时 • ifJ(u) = 1。采取这样的函数，将使得相应的罚函数逼近对野值
相对不敏感。

基于估计方法的罚函数，其对野值的灵敏度取决于罚函数对于大的残差的 (相对)

惩罚值。如果限定为凸的罚函数(将得到凸优化问题)，最为不灵敏的罚函数是那些

rþ(u) 线性增长的函数，即对于较大的 u， rþ(u) 近似于|叫。有这样性质的罚函数有时也

称为鲁棒的，因为相应的罚函数逼近方法对于野值或大的误差，相比于例如最小二乘这

样的方法，要不灵敏得多。

鲁棒罚函数的一个显然的例子是 rþ(u) = I叫，对应于 f1 -范数逼近。另一个例子是

鲁棒最小二乘或 Huber 罚函数，



艺(Yi - α - ßti )2 

得到的，这个问题的变量为 α 和 β。显然，最小二乘逼近的结果偏离了这些点，向着两个

野值进行了偏转。

因为 (1-范数逼近是(凸〉罚函数逼近方法中对野值最为鲁棒的方法， (1-范数逼

近也称为鲁棒估计或鲁捧回归。 e1 -范数估计的鲁棒性也可以在统计框架下理解，参见

第 339 页。

例 6.2 鲁棒回归。图6.5显示了平面上的 42 个点 (ti ， 饥)，其中有两个明显的野值〈一个在

左上，一个在右下〉。虚线表明了用直线 f(t) = α+βt 对这些点的最小二乘逼近结果。系

数 α 和 3 是通过求解最小二乘问题

其图像见图6.4。当残差小于 M 时，这个罚函数与最小二乘的罚函数相同，而对于大

的残差，它又恢复为类似白的线性增长。 Huber 罚函数也可以被视为是对野值罚函

数 (6.3) 的凸近似:无论|叫运 M 还是 lul > M， 它们都很相似，即 Huber 罚函数是最

接近野值罚函数 (6.3) 的凸函数。

逼近与拟合

(6.4) 

实线为鲁棒最小二乘或 Huber 罚函数4>hub' 其中 M=l。对于 lul ~ M ， 它是二次的，

而当 lul>M 时，它线性增长。

6 

实线显示了鲁棒最小二乘逼近的结果，通过极小化 Huber 罚函数得到，即

L4>hub(执 -α-β刷tiωi)

其中 M = 10。这样的逼近受野值的影响小了很多。
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图6.5 除了左上和右下的两个野值，这 42 个圆显示的点可以被仿射函数很好地逼近。虚线是

直线 f(t) = α+βt 对这些点的最小二乘拟合结果，它偏离了这些点的主要位置，朝野值方向旋

转。实线显示了鲁棒最小二乘拟合的结果，通过极小化 M=l 的 Huber 罚函数得到。对于非野

值点，这一结果给出了远为更好的拟合结果。

小戎差与 [1-范数逼近

我们也关注小的残差。最小二乘逼近对小的残差给予很小的权，因为当 u 很小

时， <þ(u) = U2 非常小。类似带有死区的线性罚函数，一些罚函数对最小残差给予零权。

对于那些对小的残差给予非常小的惩罚的罚函数，我们期望它们能够使最优残差比较

小，但不要求非常小。粗略地，没有或很少有动力去驱动小残差变得更小。

相反，对较小残差给予相对较大权的罚函数，例如 <þ(u) = I叫，即相应的 [1-范数逼

近，往往得到含有很多非常小、甚至恰好为零的分量的最优残差。这意味着，在白-范数

逼近中，通常有很多等式被精确地满足，也就是说，对于很多 4 有 α72= 句。这一现象

可从图6.2中看出。

6.1.3 带有约束的逼近

可以在基本的范数逼近问题 (6.1) 中添加约束。当这些约束为凸约束时，得到的问

题是凸的。有多种原因产生这些约束。

·在逼近问题中，约束可以用来排除对向量 b 的特定的、不可接受的逼近，或者确

保 Ax 的逼近结果满足特定的性质。

· 在逼近问题中，约束可以作为待估计向量 z 的先验知识，或者来源于估计误差 u

的先验知识。

·确定点 b 向比子空间更复杂的集合(例如，锥或多面体〉的投影肘，约束具有相应

的几何意义。

一些例子将说明上述讨论。
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变量的非负约束

我们可以在基本的范数逼近问题中添加约束 z 兰队

minimize IIAx - bll 

subject to x ~二 O.

当我们估计己知非负的参数向量 z 时，例如，能量、强度或比率，需要在估计中添加非

负约束。其几何意义是计算向量 b 向由 A 的列向量组成的锥的投影。我们也可以将这

一问题解释为用 A 的列向量的非负组合 (即锥组合)去逼近 b。

变量范围

这里我们添加约束 l 二<x 二三包， 其中 t ， u E Rn 为问题的参数:

minimize IIAx - bll 

subject to l 二-<x 二-< 1ι. 

在估计问题中，变量范围作为先验知识提出，表明了每个变量所处的区间。其几何解释

是我们在确定 b 向集合 {Ax II 主 z 兰也}的投影。

概率分布

我们可以添加约束使得 z 满足 z 泣 。 ， 1Tx=1:

minimize IIAx - bll 

subject to 尘主 0， l T X = 1. 

这常见于对比例或相对频率 (它们非负且和为1)的估计中。这也可以解释为用 A 的列

向量的凸组合来逼近 b. (对于概率估计，我们将在!ì7.2 中进行更多的讨论。〉

范数球约束

在基本的范数逼近问题中，我们可以添加约束使得 z 位于一个范数球中:

minimize IIAx - bll 

subject to IIx - xo llζ d， 

其中 Xo 和 d 为问题的参数。这一约束可以由于下述原因而添加:

·在估计问题中 ， Xo 是对参数 z 的一个先验的猜测，而 d 是估计值距离先验猜

测的最大可能误差。我们对于参数尘的估计是在所有可能的候选值 (即满足

Ilz-xo ll~d 的 z ) 中选择与测量数据匹配最好的 x (即极小化 IIAz - bll) 。

·约束 Ilx - xoll ~ d 可以表示信赖域。线性关系 ν = Ax 仅仅是某些非线性关系

y = f(x) 的近似，这种近似在劣。的附近，具体地， 如 - xo llζd 成立。于是问题

变成在这些 z 上，即在模型 ν = Ax 可以被信赖的区域中，极小化 IIAx - bll . 

这些想法在正则化的内容中也会被提及，参见 96.3 .2 。
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6.2 最小范数问题

基本的最小范数问题具有下列形式

minimize Ilxll 

subject to Ax = b, 
(6.5) 

其中数据为 AεRmxn 和 bε Rm，变量为 2εRn ， 11 . 1 1 为 Rn 上的一种范数。这个

问题的解称为 Ax =b 的最小范数解，如果 Ax =b 有解，这样的解总是存在的。当然，

最小范数问题是一个凸优化问题。

我们可以不失一般性地假设 A 的行独立，因此 m 运倪。当 m=n 时，唯一的可行

解是 x = A-1b; 只有当 m< 悦，即方程 Ax=b 不定时，最小范数问题才有意义。

重构为范数遥远问题

通过消去等式约束，可以将最小范数问题 (6.5) 表示为一个范数逼近问题。令 Xo

为 Ax = b 的一个任意解，令 Z E Rnxk 的列为 A 的零空间的基。于是， Ax = b 的通
解可以表示为 Xo + Zu ， 其中 uεRk。最小范数问题 (6.5) 可以写为

minimize Ilxo + Z也11 , 

其变量为 uεRk，这是一个范数逼近问题。特别地， (如果演绎正确， ) 关于范数逼近问

题的讨论和分析都可以应用于最小范数问题。

控制或设计的解释

我们可以将最小范数问题 (6.5) 解释为最优设计或最优控制问题。 Xl，…，均为 η

个设计变量，其值待定。在控制领域，变量 Xl，…，均表示输入，其值待我们选定。向量

ν = Ax 给出了设计 z 对应的 m 个属性或结果，我们假设它们是设计变量劣的线性函

数。 m<n 个方程 Ax = b 表示了设计的 m 个规范或要求。因为 m<η，这种设计是

不定的，具有 n-m 个自由度(假设 A 的秩为 m) 。

在所有满足规格的设计中，最小范数问题选择了范数 1 1 . 1 1 度量下的最小方案。这

可以认为是最为有效的设计，因为它用最小的可能值 z 达到了要求 Ax = b。

估计解释

假设 z 为待估计的参数向量。我们有 m<η 个很好的(没有噪声的)线性测量值，

由 A尘 =b 给出。因为测量值少于待估计的参数，我们的测量值不足以完全确定 h 任

意满足 Ax=b 的参数向量 z 都符合我们的测量值。

为了不进行更多的测量而得到 z 的一个好的估计，我们必须用到先验信息。假设

我们有先验信息，或者单纯假设， x 很可能较小(在 1 1 . 11 度量下〉。在所有满足测量值

Ax = b 的参数向量中，最小范数问题选择了最小的(因此，也是最有可能的)向量作为

参数向量 z 的估计。(最小范数问题的统计解释可见第 345 页。)
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几何解释

我们也可以对最小二乘问题 (6.5) 给出简单的几何解释。可行集 {x 1 Ax = b} 是仿

射的，目标函数是尘和 o (在范数 11 . 1 1 度量下) 的距离。最小范数问题在仿射集合中寻

找距离。最近的点，即寻找 0 向仿射集合 {x I Ax = b} 的投影。

线性方程组的最小二乘解

最常见的最小范数问题采用 Euclid 或 e2-范数。通过将目标函数平方，我们得到等

价问题

minimize 11叫I~
subject to Ax = b, 

其唯一解称为方程组 Ax =b 的最小二乘解。类似最小二乘逼近问题，这一问题也可以

被解析地求解。引入对偶变量 ν 巳 Rm，最优性条件为

2x食 +ATν*=0， Az* = b，

这是一组线性方程并容易求解。通过第一个方程，我们可以得到 x* = - (lj2}AT 1/飞将

其带入第二个方程，我们有一(lj2)AAT1/* = b 并且得到结论

1/* = _2(AAT)-lb， ♂ = AT(AAT)-lb. 

(因为 rankA=m< 饥，矩阵 AAT 可逆。〉

最小罚问题

最小范数问题 (6.5) 一个有用的变形是最小罚问题

minimize 4>(xI) + … + iþ(xn ) 

subject to Ax = b, 
(6.6) 

其中 iþ: R → R 是凸和非负的并且满足4>(0) = 0。罚函数的值 iþ(u) 量化了我们对 z

的某一分量具有值 u 的厌恶程度 i 于是，在约束 Ax = b 下，最小罚问题找到了具有最

小总惩罚的 ι

通过将 (罚函数逼近问题中的〉残差 T 的幅值分布替换为 (最小罚问题中的) x 的

幅值分布，罚函数逼近问题中所有关于罚函数的讨论和解释都可以转接到最小罚问题

上。

通过最小白，范数得到稀疏解

重新考虑第 293 页的讨论，白-范数逼近对小的残差给予相对较大的权，因此，将

导致很多最优残差很小，或者甚至是零。类似的效果也发生在最小范数领域。最小 e1-范

数问题
minimize 11 x 11 1 

subject to Ax = b 
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得到的解 z 趋向于有很多等于零的分量。换言之，最小白-范数问题趋向于得到 Ax =b 

的稀疏解，常常有 m 个非零分量。

容易找到 Ax= b 的只有 m 个非零分量的解。(从 1，…，η 中)任意选择 m 个指标

作为 z 的非零分量的下标。方程 Ax= b 退化为 A￡ =b，其中 A 为选定的 A 的列组成

的 mxm 子矩阵，而￡ εRm 为 2 的子向量，包含了 m 个选定的分量。如果 A 非奇

异，那么我们可以得到￡ =A-1b，从而给出一个有 m 或更少非零分量的可行解。如果

A 奇异并且 b~ 冗(岛，那么方程 A￡ =b 不可解，这意味着对于选定的非零分量，不存

在可行解。如果 A 奇异且 bE 冗(Ã) ， 那么存在可行解，其非零分量个数少于刑。

这一方法可以用来寻找有 m 个(或更少〉非零元素的最小的 x， 但是，这通常需要

考虑并比较所有优!/(m!(n - m)!) 种组合:从 z 的 η 个系数中选择 m 个非零系数。另

一方面，求解最小 f1-范数问题，给出了好的启发式算法用以寻找 Ax=b 的稀疏的、较

小的解。

6.3 正则化逼近

6.3.1 双准则式

在正则化逼近的基本形式中，我们的目标是寻找向量 z 使其较小(如果可能的话) , 

同时使得残差 Ax - b 小。自然地，这可以描述为双目标的(凸)向量优化问题，这两个

目标是 I IAx - b ll 和 Ilxll:

minirnize (关于 R~) (IIAx - bll, IlxlD . (6.7) 

这两个范数可能是不同的:第一个在 Rm 中，用以度量残差的规模;第二个在 Rn 中，

用以度量工的规模。

可以通过多种方法找到这两个目标之间的最优权衡，然后绘出 IIAx - bll 关于 11叫|
的最优权衡曲线，显示了为使一个目标减小而另一个目标必须增加的量。容易表述

IIAx - bll 和 11刘|之间最优权衡曲线的一个端点: 11 x 11 的最小值为霉，只有当 x = O 时

达到。对于劣的这个值，残差范数的值为 11 bll 。

权衡曲线另一个端点的描述要复杂一些。 用 C 表示 IIAx - bl l 的最小解集合〈没有

关于 IIx ll 的约束)。那么 C 中的任意最小范数点都是 Pareto 最优的，对应权衡曲线上

的另一个端点。换言之，在这个端点处的 Pareto 最优点由范数极小化 IIAx - bll 的最小

解给出。如果是 Euclid 范数，这个 Pareto 最优解是唯一的，由 x = Atb 给出，其中 A↑

为 A 的伪逆。〈参见 S4.7.6，第 176 页以及 SA.5.4o)

6.3.2 正则化

正则化是求解双准则问题 (6.7) 的一个常用的标量化方法。正则化的一种形式是极

小化目标函数的加权和:
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minimize IIAx - bll +γ11吨 ， (6.8) 

其中 γ>0 为问题参数。当 γ 在 (0， ∞)上变化时， (6.8) 的解遍历了最优权衡曲线。

正则化的另一个常用方法是极小化加权范数平方和，特别是在使用 Euclid 范数的

情形下。这一方法是对变化的 8>0 求解

minimize 11 Ax - b 11 2 + 811叫1 2 . (6.9) 

这些正则化的逼近问题都可以用来求解双目标问题，通过增加与 z 的范数相关的附加

项或惩罚来使得 IIAx - bll 和 11叫|均很小。

解释

正则化在很多领域都得到了应用。在估计领域，附加的对大的 IIxll 的惩罚可以解

释为我们的先验知识: IIxll 不是很大。在最优设计领域，附加项将使用较大设计变量的

成本添加到了偏离目标的成本中。

IIxll 应当较小这个约束也反映在建模问题中。例如， ν =Ax 可能仅仅是尘和 ν 之

间真实关系 ν = f(功的一个很好的逼近。为使得 f(x) 何 b， 我们希望 Ax ~ b 同时需

要 z 较小以保证 f(x) ~ Ax。

在 36 .4.1 和 36.4.2 中，我们将看到，正则化可以用来考虑矩阵 A 的变化。粗略地，

大的 z 会使得 A 上的变动引起 Ax 的大的变动，因此，需要避免。

正则化也可以用于在矩阵 A 稀疏的条件下求解线性方程 Ax = b。在 A 的条件数

较坏，或者甚至是奇异时，正则化在求解方程组 (即，使得 IIAx … bll 为零〉和保持 z 在

合理的规模间取得折中。

正则化也可归结到统计的框架中，参见 37. 1.2。

Tikhonov 正则化

最常用的正则化方法基于式 (6.9) 井利用 Euclid 范数，这将得到一个(凸)二次优

化问题:

minimize IIAx - b ll ~ + óllxll~ = 俨(刀'A+ ðI)x - 2俨Ax 十俨b. (6.10) 

这个Tikhonov正则化问题有解析解

x = (AT A + 81)- 1 ATb 

因为对于任意 Ó> 0， 都有 ATA + 81 >- 0，所以 Tikhonov 正则化的最小二乘解不需要

对矩阵 A 的秩 (或维数)做出假设。

光滑正则化

正则化的想法，即向目标函数添加惩罚大的 z 的项，可以有很多扩展。其中一个有

用的扩展是用 IIDx ll 代替 IIxll 作为正则化的项，以替代 IIxll。在很多应用中，矩阵 D

代表近似的微分或二阶微分算子，因此 IIDx ll 代表尘的变化的度量或者其光滑度。
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例如，设向量 zε Rn 表示一些连续物理参数的值，例如，温度。设这些值分布

在区间 [0， 1] 上:均为点 i/η 处的温度。在 i/n 附近梯度或一阶导数的简单近似由

η(Xi+l - Xi) 给出，而二阶导数的简单近似由二阶差分

η (n(Xi+l - x i) - n(Xi 一句-1)) = n 2 (Xi+ l - 2Xi + Xi-I) 

给出。如果 A是(三对角、 Toeplitz) 矩阵

1 一2 1 。 。 。 。 。

。 1 一2 1 。 。 o 0 

。 。 1 - 2 。 。 。 。

.1=饲2 I . . ε R(n-2) ×n ， . . . 

。 。 。 。 -2 1 o 0 

。 。 。 。 1 一2 1 。

。 。 。 。 。 1 -2 1 

那么 ， ð.x 表示了对参数二阶导数的近似，因此， I I ð.x l l~ 代表对参数在 [0， 1] 区间上平

均平方曲率的度量。

Tikhonov 正则化问题

minimize IIAx - bll~ + 811 ð.xll~ 
可以用来在目标 I IAx - b ll 2 和 IIð.x112 间进行权衡。前者可以看成是拟合的度量，或与

实验数据的一致程度;后者则 (近似地)代表相关物理量的平均平方曲率。参数 6 用以

控制所需要的正则化的量，或者，给出拟合-光滑度的最优权衡曲线。

我们也可以添加多个正则化项，比如，与光滑程度和规模相关的项，例如

rninirnize II Ax - bll~ + 811 ð.xll~ +ηIlxll~ . 
这里，参数 6 注 0 控制了逼近解的光滑度，而参数句二~ 0 则用来控制其规模。

例6.3 最优输入设计。考虑一个动态系统，其输入标量序列为 u(O) ， u(l) ,… ,u(N) ， 输出

标量序列为 y(时， y(l),… ,y(N) ， 它们通过卷积相关联，

y(t) = 汇忡忡(t-T) ， t=O , l ,"', N 
.,-=0 

序列 h(O) ， h(l) ， … ， h(N) 称为卷积核或系统的脉冲晌应。

我们的目标是选择输入序列 u 以达到一些目标:

·跟踪输出: 首要的目标是输出 ν 需要跟踪给定目标或参考信号 Ydes。我们用二次函数

度量输出的跟踪误差
. N 

J叫=tTE(州-队(t))2
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图6.6(续)

l1-范数正则化

ll-范数的正则化可以用作求取稀疏解的启发式算法。例如，考虑问题

minimize IIAx - bl12 + γ IIxlll' (6.11) 

其中残差用 Euclid 范数度量而正则化则由 ll-范数进行。通过调整参数 γ，我们可以在

IIAx - bll2 和 IIxlll 之间的最优权衡曲线上移动，由此得到 IIAx - bll2 和向量 z 的稀疏

性或基数 card(x) (即非零元素个数)之间最优权衡曲线的近似。问题 (6.11) 可以被改

写为二阶锥规划并得到求解。

例 6.4 回归量选择问题。 给定一个矩阵 A E Rnx刑，其列为潜在的回归向量，向量

bE Rn 将由 A 的 k <m 列的线性组合进行拟合。问题是如何选择 k 个回归向量并确定相

应的系数。我们可以将这个问题表述为

minimize 11 Ax … blb 
subject to c盯d(x) ζ k.

大体上，这是一个困难的组合问题。

一个直接的解法是检查所有含有 k 个非零分量的 z 的可能稀疏形式。对于给定的稀疏

形式，我们可以通过求解最小二乘问题得到最优的 x ， 即极小化 IIAX - blb，其中 A 是
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A 的子矩阵，对应于相应的稀疏形式，而￡是由 z 非零分量组成的子向量。对于所有

时f(k!(n - k)!) 种有 k 个非零量的稀疏形式，我们都需要进行求解。

一个较好的启发式方法是对于不同的 γ 求解问题 (6.11). 寻找能够得到 C盯d(x) = k 的最

小的 γ。然后，我们固定这个稀疏模式，得到使 IIAx - bl12 最小的笃。

图6.7显示了 AεRlOx20 ， X E R 20 , b εR10 的一个数值算例。
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图6.7 A E RIOx20 矩阵的稀疏回归向量选择问题。虚线上的圆圈是残差 IIAx - bll 2 和非

零元素 card(x) 间权衡曲线上的 Pareto 最优值。实线上的圆圈显示了通过 (1-范数正则化

启发式算法得到的解。

虚线上的圆圈是 card(x) (纵坐标)和残差 IIAx - bll2 (横坐标)的权衡曲线上的(金

周) Pareto 最优值。对于每个 k ， Pareto 最优解通过枚举所有可能的有 k 个非零分量的稀

疏形式得到，如前所述。实线上的圆圈是通过启发式方法得到的，利用了不同 γ 值对应的

问题 (6.11) 的解的稀疏形式。注意到，对于 card(x) = 1，启发式算法事实上找到了全局最

优解。

这个想法还将出现在基筛选问题中 (~6.5.4) 。

6.3.3 重构、光滑与去除蝶声

本节己描述了双准则逼近问题的一个重要的特殊实例。我们还将给出一些例子，显

示不同正则化方法的性能。在重构问题中，我们从由向量 zε Rn 表示的信号出发。町

的系数对应于某些时间函数在平均分布的点上的值(在信号处理领域称为采样〉。通常

假设信号不会过快地变化，也就意味着通常有句句句刊。〈本节考虑一维信号，例如声

音信号，但是同样的想法可以应用到两维或更高维的信号中，例如，图像或影像。)

信号 z 被加性噪声 υ 所污染，即

Xcor = X + v. 
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有很多种方法可以用来对噪声进行建模，但这里，我们简单地假设它是未知、小值的，

并且快速变化(不像信号)。目标是在给定受污染信号 2仰的情况下，构建对原始信号

尘的估计值￡。这一过程称为信号重构(因为我们试图从被污染的信号中构建出原信

号 )，或者去除噪声 (因为我们试图将噪声从被污染的信号中去除〉。多数重构方法最终

可以视作将某些光滑运算作用在 Xcor 上以得到念，因此这一过程也称为光滑化。

重构问题的一个简单方式是双准则问题

minimize (关于 Rt) (11x - xcor l12 ， φ(x)) ， (6.12) 

其中念是变量而 Xcor 为问题参数。函数 φ :Rπ → R 是凸的，称为正则化函数或光滑

目标。这一目标被用来度量估计值企的粗糙度，或光滑度的缺失。重构问题 (6.12) 寻求

信号，以接近(f2-范数意义下)被污染信号并且光滑，即 <Þ(企)较小。重构问题 (6.12) 是

一个凸的双准则问题。我们可以通过标量化和求解 (标量)凸优化问题找到 Pareto 最

优解。

二次尤滑

最简单的重构方法是使用二次光滑函数

￠叫(X) = 汇(Xi+l - Xi)2 = IIDxll~ ， 

其中 ， D εR(n-1)xn 为双对角矩阵

。。。。1 一1

。。。1 一1。

. . . 

。1 -1 

l 一1。

AUhu 
n
υ
n
u
 

0 

0 

D = 

IIx - X∞rll~ + ollDxll~ 
得到 11企- xcorll2 和 IIDxl12 之间的最优权衡，其中 0>0 参数化了最优权衡曲线。这个

二次问题的解

我们可以通过极小化

企= (1 + oDT D)-lx∞r 

可以非常高效地求得，因为 1+oDTD 是三对角的;参见附录 Co

二次光滑的例子

图6.8显示了信号 X E R 4000 (第一行〉和被污染的信号 Xcor (第二行)。目标
Ilx - X cor 112 和 IID企 112 之间的最优权衡曲线由图6.9给出。在权衡曲线的左端点表示企=

Xcor 和目标函数值 IIDxcor 112 = 4.4。右端点表示企 =0 及 Ilx - Xcor 112 = Ilx∞r 112 = 16.20 

注意，权衡曲线在 1 1元 - x cor 1 b :::::: 3 附近有一个明显的拐点。
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图6.8 第一行:原始信号 zεR4000。第二行:受污染信号 Xcor。
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11圣如112

IID到12 和 lIi - XCOf 112 之间的最优权衡曲线。在 Ili - Xcorll ~ 3 附近，
曲线有一个明显的拐点。

。
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图6.10显示了最优权衡曲线上的三个光滑化信号，对应于 11企 - xcorl l2 = 8 (顶
部)， 3 (中间〉和 1 (底部〕。将重构信号和原始信号 z 进行对比，我们可以看出最优的

重构结果在 Ilx - xcorl12 = 3 时得到，正是曲线的拐点。 IIx - xcorl12 的值更大时，结果过

于光滑;而值更小时，所得结果的光滑性不足。

总变差重构

当原始信号非常光滑而噪声变化很快时，简单的二次光滑可以作为良好的重构方

法。但是显然，原始信号的任意快速变化都会被二次光滑方法所减弱或者移除。本节将

描述一种重构方法，可以去除大部分的噪声，同时仍然保留原始信号偶尔的快速变化。

这一方法基于光滑函数
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如何) =汇 IXi+1 -企il = IID企 111 ，
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三个光滑或重构的信号 ι 顶部对应 11企 - Xcorl12 = 8，中间对应 11企- xcorll2 = 3，底部

对应 11企 - xcor l12 = 1 。

图6.10

称为 zεR性的总变差。如同二次光滑性的度量4>quad' 总变差函数对于快速变化的企

给予大的值。但是，总变差度量对于大的忡忡1 - xil 给予相对较小的惩罚。

总变差重构的例于

图6.11显示了信号 zεR20∞(顶部〉及受噪声污染的信号 Xcor。信号大部分光滑，
但有一些快速的变化或值上的跳跃:噪声则是快速变化的。
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信号 zεR20∞及被污染的信号 Xcor E R2000。噪声快速变化，而信号大部分光滑，但

有一些快速的变化。

图6.11
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我们首先使用二次光滑。图6.12显示了处于 IIDxl12 和 Ilx - X cor 11 2 之间最优权衡曲

线上的三个光滑信号。在前两个信号中，原始信号的快速变化也被光滑掉了。第三个信

号更好地保留了信号的阶跃边缘，但也显著地遗留了一些噪声。
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图6.12 三种二次光滑信号 ι 顶部对应 1 1企 - X cor 11 2 = 10 ， 中间对应 11企 - xcorl12 = 7，底部对
应 IIx - xcorl12 = 4。顶部的结果大幅度消除了噪声，但也过渡地光滑掉了信号的快速变化部

分。底部的信号没有对噪声进行足够的消除。中间的光滑信号给出了最好的折中，但是仍然光

滑掉了一些快速的变化。

现在，我们显示总变差重构的效果。图6.13显示了 IIDx lll 和 Ilx - xcorl12 之间的最

优权衡曲线。图6.14 显示了处于最优权衡曲线上的重构信号，分别是 IIDxl11 = 5 (顶

部)， IID企 Ih = 8 (中间 〉 和 I ID刽11 = 10 (底部〉。我们观察到，不像二次光滑，总变差重

构保留了信号的尖锐过渡。
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图6.13 IID尘111和 11念- xcorl12 之间的最优权衡曲线。

。
。 10 40 50 



6.4 鲁棒逼近 . 307 . 

2( 

(!,j O~ l 「

-在 500 102 00 1500 2000 
2 

u「 」 L 
一一----唁 500 1000 1500 2000 

2 

响。 广 一「一一
- 2O L 

500 1000 1500 2000 

图6.14 使用总变差重构得到的三个重构信号 ι 顶部对应 IIDill l = 5. 中间对应 IIDilb = 8. 

底部对应 IID全111 = 10. 底部的信号没有给出足够的噪声衰减，而顶部的则去除了信号的某些缓

慢变化的部分。需要注意，不像二次光滑，在总变差重构中，信号的尖锐变化被保留了下来。

6.4 鲁棒逼近

6.4.1 随机鲁捧逼近

我们研究的逼近问题的基本目标为 IIAx-bll，但是也希望考虑数据矩阵 A 的一些

不确定性和可能的变化。(同样的想法可以扩展到 A 和 b 都有不确定性的情况。)本节

将考虑一些统计模型以处理 A 的变化。

我们假设 A 是在 Rmxn 中取值的随机变量，其均值为 A， 因此，我们可以将 A 描

述为

A = A+U, 

其中 U 为零均值随机矩阵。这里，常值矩阵 A 给出了 A 的平均值而 U 描述了其统计

变化。

很自然地，可以用 IIAx - bll 的期望值作为目标函数

minimize E IIAx - bll. (6.13) 

我们称这一问题为随机鲁棒逼近问题。这总是凸优化问题，但是通常并不容易处理，因

为在大多数情况下，这个目标函数及其导数都非常难以计算。

可解的随机鲁棒逼近问题的一个简单例子是假设 A 仅有有限个可能值，即

prob(A = A i ) = 白， t=1，… ， k , 

其中 Ai ε Rmxn ， 1 T P = L P ~二 0。在这种情况下，问题 (6.13) 具有形式

minimÌze PI11A1x - bll +… + PkllAkX - bll , 
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这常称为范数和问题。它可以被表述为

minimize pT t 

subject to IIAix - bllζ ti ， 4 = 1,… , k , 

其中变量为 x ER由和 tε Rk。如果范数为 Euclid 范数，范数和问题是一个二阶锥规

划 (SOCP )。如果范数为 ι- 或 t∞-范数，范数和问题可以被表述为线性规划;参见习

题 6.8。

易于处理随机鲁棒逼近问题 (6.13) 的一些变形。作为一个例子，考虑随机鲁棒最小

二乘问题

minimize E IIAx - bl店 ，

其中的范数为 Euclid 范数。我们可以将目标函数表示为

E IIAx - bll~=E(Ax - b + Uxf(Ãx - b + Ux) 

=(豆尘 - b)T(ÃX - b) + EXTUTUX 

= 11豆x - bl l ~ + XTpX, 

其中 P = EUTU。因此，随机鲁棒逼近问题具有正则化最小二乘的形式

minimize IIÃx - bll~ + I IPl/2X眩 ，

其解为
x = (ÃT Ã + p)-l ÃTb 

这一结果非常有意义:当矩阵 A 发生变化时 ， x 越大 ， Ax 的变化越大， Jensen 不

等式告诉我们 Ax 的变化会增加 IIAx - bl 1 2 的平均值。因此，我们需要在使得 Ax-b

较小和期望 z 较小 (以使得 Ax 的变化较小〉之间进行权衡，这实际上也是正则化的基

本想法。

这一结果给出了 Tikhonov 正则化最小二乘问题 (6.10) 的另一种解释，即将其看

成一种考虑了矩阵 A 的可能变化的鲁棒最小二乘问题。 Tikhonov 正则化最小二乘问

题 (6.10) 的最优解极小化了 E II (A + U)x - b1 1 2，其中以3 为零均值、不相关的随机变

量，其方差为 ðlm (并且，此处的 A 是确定的〉。

6 .4.2 最坏情况鲁棒逼近

有可能采用基于集合的、最坏情况方法对矩阵 A 的变化进行建模。我们用 A 的可

能值集合

Aε A ç Rmxn 

描述其不确定性，这里我们假设这个集合是非空和有界的。我们定义候选的逼近解

x ERn 的最坏误差为
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ewc(x) = sup{IIAx - blll A ε A}， 

它总是 z 的凸函数。(最坏情况)鲁棒逼近问题是极小化最坏情况的误差:

minimize ewc(x) = sup{IIAx - blll A ε A}， (6.14) 

其中的变量为 x， 问题数据为 b 和集合 A。当 A 是单点集(即 A = {A}) 时，鲁棒逼近

问题 (6.14) 退化为基本的范数逼近问题 (6.1)。鲁棒逼近问题总是凸优化问题，但是它

的求解难度与所用的范数及对不确定性集合 A 的描述相关。

例6.5 随机与最坏情况鲁棒逼近的比较。

为说明随机和最坏情况鲁捧逼近问题的差异，我们考虑最小二乘问题

minimize IIA(u)x - bll~ ， 

其中也 εR 为不确定的参数，而 A(u) = Ao + UAl. 我们考虑这一问题的一个特定实
例: A(u) εR20XIO ， IIAo lI = 10 , IIAll1 = 1 而 u 的变化区间为 [-1，可。(因此，粗略地，矩

阵 A 的变化幅度在士10% 附近。)

我们找到了三个近似解:

·各义最忧。假设 A(u) 的名义值为 Ao ， 我们可以找到最优解 Xoomo

·随机鲁捧逼近。假设参数也正态分布于 [-l ， lJ ，我们可以找到 句。ch' 它极小化了

E IIA(u)x - bll~. 
·最坏情况鲁棒逼近。我们可以找到 Xwc ' 它极小化了

sup IIA(u)x - bll 2 = m阻{II(Ao - AI)笃 - bll2 , II(Ao + Al)X - blb}. 
-1';;; ... 0 

对于 z 的每一个结果，我们将残差视为不确定参数 u 的函数并在图6.15 中绘出 r(u) = 

IIA(u)x - bll2.这些图像显示了近似解对于参数 u 变化有多么敏感。名义解在 u = O 时达

到最小的残差，但是对参数的变化相当敏感:u 偏离 0 趋向 -1 或 1 时，它给出了非常大

的残差。最坏情况的解则在 u=O 时有较大的残差，但当也在区间 [-l， lJ 上变化时，残差

并没有太大的增长。随机鲁棒逼近解介于两者之间。

鲁棒逼近问题 (6.14) 出现在很多领域和应用中。在估计范畴，集合 A 给出了待估

计向量和测量向量之间线性关系的不确定性。有时，模型 ν = Ax+v 中的噪声项 u 称

为加性噪声或加性误差，因为它叠加在"理想"测量值 Ax 上。相对应地.A 的变化称

为乘性误差，因为它与变量 z 相乘。

在最优设计领域，变化可以表示设计变量 z 和结果向量 Ax 之间的线性方程

的不确定性〈比如，在制造过程中产生)。于是，鲁棒逼近问题 (6.14) 可以解释为鲁

棒设计问题:寻找设计变量 z 以极小化所有 A 的可能值中 Ax 和 b 最坏的不匹配

情况。
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图6.15 三种近似解 z 得到的、以不确定参数也为变量的残差函数 r(u) = IIA(u)x - b112: (1) 

名义最小二乘解 Xnom : (2) 随机鲁棒逼近问题的解 Xstoch (假设 u 在 [-l ， lJ 上均匀分布): (3) 

最坏情况鲁捧逼近问题的解 Xwc ' 假设参数 u 处于区间 [-1， 1 J。名义最优解在 u=O 处达到最

小残差，但是当 u 趋近一1 或 1 时，它给出了相当大的残差。最坏情况的解在 u=O 时的残差

较大，但是当参数也在区间 [-1 ， 1 J 上变化时，残差增长得并不多。

2 
。::'2 

有限集合

此处，我们有 A = {A1' … ,Ak} ， 其鲁棒逼近问题是

ffiaxi=l, ..,k IIAix - bll. 

这一问题等价于关于多面体集合 A = conv{A1,… , Ak} 的鲁棒逼近问题:

应lmlffilze

sup {IIAx - blll A ε conv{Al， … ， Ak}} . ffiUllffilze 

我们可以将这个问题描述为下述上境图形式

t mmlmlze 

i = 1,… , k, II~x - bllζt， subject to 

根据使用的范数，这一问题有不同的解法。如果范数为 Euclid 范数，这是一个 SOCP。

如果范数为 f1- 或 t∞-范数，我们可以将其表述为线性规划。

有界范数误差

这里的不确定性集合 A 是一个范数球 ， A = {A + U 1 1 1U 11 运叶，其中 11 . 11 为

Rmxn 上的一个范数。在这种情况下，我们有

Cwc(x) = sup{IIÃx - b + UxlllllU ll ~α} ， 

这个式子需要仔细理解，因为这里出现的第一个范数定义在 Rm 上(用以度量误差的

规模)，而第二个范数定义在 Rmxn 上(用以定义范数球 A) 。
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在某些情况下，可以化简关于 εwc(x) 的表示。例如，考虑 Rn 上的 Euclid 范数和

相应的在 Rmxn 上的导出范数，即最大奇异值。如果 Ax-b 并 0 且 z 并 0，关于 ewc(x)

的表达式的上确界在 u= αuvT 处达到，

Ax-b x 
tL=--r一---一一- 'l J = 

IIAx - bl12 ' ~ IIxl12 ' 

并且所得到的最坏情况误差为

ewc(x) = IIAx - bll2 + αIIx l 12 

(容易验证，在 z 或 Ax-b 为零时，这个表达式也成立。)于是，鲁棒逼近问题 (6.14)

变为

minimize IIAx - bl12 + allxl12 , 

这是一个正则化范数问题，可以作为 SOCP 得到求解:

minimize tl + αt2 

subject to IIAx - bll2 ~ tl , IIxl12 ~ t2. 

因为这个问题的解与对于某个正则化参数 6 的正则化最小二乘问题

minimize IIÃx - bll~ + óllxll~ 

的解相同，所以，我们对正则化最小二乘问题有了另一个解释，可以将其看成一个最坏

情况鲁棒逼近问题。

不确定性椭正在

我们也可以通过给定每一行的可能值的椭圆来描述 A 的变化:

A = {[α1 … αmfl 向 εεh t=1,·,m} , 

其中
εi = {马 + PiU 11 1叫12 ~ 1}. 

矩阵 RεRπxn 描述了向的变化。我们允许只有一个非平凡的零空间，用以对向的

变化被约束在一个子空间的情况进行建模。作为一个极端的例子，如果 αt 没有不确定

性，我们取 Pi =0。

应用椭圆不确定性的描述，我们可以给出每一个残差在最坏情况下的幅值的显式

表达式:

sup laf x - bil =sup{lãt尘 - bi + (只包)Txl 川|叫12 ~ 1} 
α6ε[i 

=|afz 一句 1 + 11FT x112' 
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利用这个结果，我们可以求解一些鲁棒逼近问题。例如，鲁捧 .(2-范数逼近问题

minimize ewc(x) = sup{IIAx - bll2 1αtε 马， t=1，… ， m}

可以简化为如下所示的 SOCP。最坏情况误差的显式表达式由

叫) = I 兰 (:24ibbd)2\1/2
给出。为极小化 ewc (功，我们可以求解

=(2二(lãTx - bil + 11Ft x 1l 2)2 

1/2 

minimize Iltlb 

subject to lãT x - bil + 11Ft xl12 运纭， i = 1,. . . , m , 

这里我们引入了新的变量 tl ， …，如。这一问题可以表述为

. . . 
。4

| -
4
'
ν
 

应UOimlze

subject to ãT x - bi + I lPt叫12 ~ t毡， 4=12 …，m

-afz+句+ 11Ft xl12 ~纭， 4 = 1，… ， m，

当转变为上境图形式时，可以转换得到 SOCP。

线性结构的范数有界误差

作为范数有界描述 A= {Ã+U 111011 ~α} 的一个扩展，我们可以将 A 定义为范

数球在仿射变换下的像:

A={A+UIAl+ 也2A2 + … + upAp I llull ~ l} , 

其中 11 . 11 为 RP 上的范数，而 p+l 个矩阵 λAb …， Ap ε Rmxn 给定。最坏情况误

差可以表示为

ewc(x) = sup II(A + U1 Al + … + upAp)x - bll 
11 1.1.11:::;;1 

= sup IIP(x)u + q(x)ll , 
11 1.1.11ζ1 

其中 ， P 和 q 定义为

P(x) = [A1x A2X ... Apx] εRm×P， q(x) = Ax - b εRm. 

作为第一个例子，我们考虑鲁棒 Chebyshev 逼近问题

minimize ewc(x) = sUPllull∞ :::;;1 II(A + UI Al + ... +句句)x - bll ∞· 

在这种情况下，我们可以导出最坏情况误差的显式表达式。用 Pí(X)T 表示 P(x) 的第 i

行，我们有
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ewc{x) = sup IIP(x)u + q(x)11∞ 
11叫l∞~l

= r芋ax SUp IPi(X)T u + qi(x)1 
=l,",m 11 1<11∞ ~1 

= -2年m(|lpzh) || 1+|qdz)|).

因此，鲁棒 Chebyshev 逼近问题可以被表述为线性规划

minimize t 

subject to 一ν。当 Ax - b 主 νo

一νk 二三 AkX 三 Yk, 
p 

YO + 艺协主t1，
k=l 

其变量为 2 巳 R饵 ， Yk εRm ， tεR。

作为另一个例子，我们考虑鲁棒最小二乘问题

k = 1,…,p 

m imn旧巾ib口m山e eWC(归Z叫) = sUPI加11臼叫叶4斗112~1 II(A + u1A 1 十 ... + upApρ)x - b州|川12.

. 313 . 

这里，我们用 Lagrange 对偶来计算 ewc。最坏误差 ewc(x) 是下面(非凸〉二次优化问

题最优解的平方根

maximize IIP(x)u+ q(x) lI~ 

subject to U
T u ~三 1 ，

其中也为变量。这一问题的 Lagrange 对偶问题可以被表述为半定规划 CSDP)

口lJlllmlZe t+ λ 

I P(.均 q(x) 

subject to p(xf λI 。 己二 0, 
q(xf 。 t 

(6.15) 

其变量为 t， λεR. 并且，如 ~5.2 和 ~B.1 所述〈并在 gB.4中证明)，对于这组原.对

偶问题，强对偶成立。换言之，对于固定的 x， 我们可以通过求解关于变量 t 和入的

SDP (6.15) 来计算 ewc (x)2。联合优化 t， 入及 z 等同于极小化 ewc (x)2。我们可以断言
鲁棒最小二乘问题等价于以 X， λ ， t 为变量的 SDP (6.15) 。

例 6.6 最坏情况鲁棒、 Tikhonov正Ij!IJ化和名义最小二乘解的比较。我们考虑一个鲁棒

逼近问题的实例

minimize sUPllull2",1 11 (.4 + u1A1 + 也2A2)X - b112, (6.16) 

其维数为 m = 50 , n = 20。矩阵 A 范数为 10，矩阵 Al 和 A2 范数为 L 所以，粗略地讲，

矩阵 A 的变化幅度在 10% 左右。参数 Ul 和间的不确定性分布在 R2 的单位圆盘上。
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我们计算鲁棒最小二乘问题 (6.16) 的最优解 Xrls ' 也计算名义最小二乘问题的解 Xls (即假

设 u = 0) ，以及 0 = 1 时的 Tikhonov 正则化的解 Xtik o

为显示各个近似解对于参数也的敏感性，我们产生均句分布于单位圆盘上的 105 个参数向

量，并对每一个参数值计算残差

11 (Ao + u1A1 + U2A2)X 一 bll2.

残差的分别显示于图6.16。

0.25 

0.2 X rls 

在吕 0.15

5毫

l <
H
V

X tãk 

0.05 

咕 1 2 3 4 
I I(Ao+llJAJ+问A2)x-biI 2

5 

图6.16 最小二乘问题 (6.16) 三种解的残差分布:假设 u=o 情况下的最小二乘解

Xls; Õ = 1 时的 Tikhonov 正则化最优解 Xt.ik; 鲁棒最小二乘解 Xrls。通过产生 105 个均匀

分布于 R2 上的不确定参数 u 而得到的统计直方图，其宽度为 0.1.

我们可以观察到一些结果。首先，名义最小二乘解的残差散布广泛，从 0.52 附近的敢小值

直到 4.9 附近的最大值。特别地，最小二乘解对于参数的变化非常敏感。相对应地， 鲁棒最

小二乘和 Tikhonov 正则化的解展现了对于在整个单位圆上参数的不确定性的相当小的变

化。例如，当参数处于单位圆盘时，鲁棒最小二乘解的残差都在 2.0 和 2.6 之间。

6.5 函数拟合与插值

在函数拟合问题中 ， 我们在函数的有限维子空间中，选择与给定数据或需求最符

合的一个。为简单起见，我们考虑实值函数;也很容易将其思想扩展到向量函数的处

理中。

6.5.1 函数族

我们考虑一族具有共同定义域 domfi = D 的函数力，…， fn : Rk → R。对于每

一个立 E Rn ， 我们通过给定

f(u) = xlh(u) + ... + xnfn(u) (6.17) 
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将 z 与 f: Rk → R 联系起来，其中 domf = D。函数族 {h ， …， fn} 有时也称为基

函数 (对于拟合问题)，不论这些函数是否独立。向量 zε Rn 参数化了函数子空间，是

我们的优化变量，有时也称为系数向量。基函数生成了 D 上的一个函数子空间 Fo

在很多应用中，基函数是根据先验知识或经验而特别选择的，用以合理地用有限维

函数子空间对感兴趣的函数进行建模。在其他情况下，更多的是使用通用函数族。我们

将在下面描述其中一些。

多项式

R 上一个常见的函数子空间由阶次小于饥的多项式组成。最简单的基由军组成，

即 jXt)=f-1 ， 1=1，··列。在很多应用中，同样的子空间可以由不同的基进行描

述，例如，与某些正函数(或测量) ø: Rn → R+ 正交的，阶次小于 n 的多项式集合

h ,…) fn' 即

J fi(t)fj(t)川t=|1t=j
I 0 i 并 j.

多项式的另一组常用的基是 Lagrange 基元，…，儿，它们与离散的点儿… ， tn 相关

联，并且满足

j飞(乌)='1 4=j 

-' I 0 i 手 j.

我们也可以考虑 Rk 上的多项式，它们具有最大的总阶次限制或每个变量都有最大阶

次限制。

作为一个相关的例子，我们有阶次小于 η 的三角多项式，其基函数为

sinkt, k = 1,… ,n -1 , coskt, k = 0,… ,n -l. 

分片线性函数

我们从定义域 D 的三角化开始讨论，其意义如下。我们有网格点集合 91，… ， gn E 

Rk 将 D 划分为单纯形集合:

D= 51 u … u 5m, int(5i 门 5j) = 。对于 1 乒 J.

每个单纯形是 k + 1 个网格点的凸包，我们还要求网格点是它所在的单纯形的顶点。

给定一组三角化，我们可以构造一个分片线性(或更准确地，分片仿射〉函数 f， 其

方法是将网格点赋值为 f(gi) = Xi 然后将函数仿射地扩展到每个单纯形上。函数 f 可

以如 (6.17) 一样表示，其基函数且在每个单纯形上是仿射的并且由条件

fi(gj) = ~ ~ 
所定义。通过这种构造所得的函数是连续的。

图6.17显示了 k=2 的一个例子。

2 =J 

i 手 j
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单位正方形上的双变量分片线性函数。三角化包含 98 个单纯形以及单位正方形上 64

个均匀网格点。

1 l 

图6.17

分片多项式和样条

三角化定义域上分片仿射函数的想法可以很容易地扩展到分片的多项式和其他函

数上。

分片多项式是定义在三角化的单纯形上的(具有某些最大阶次的)多项式，它们是

连续的，即多项式在单纯形的边界上相等。通过进一步的限制，可以要求分片多项式具

有一定程度的连续导数，我们可以定义多种样条函数类。图6.18 中的例子显示了立方样

条，即 R 上的 3 阶分片多项式，它具有连续的一阶和二阶导数。

1'3(U) 

2 

·············b 

t 

P2(旬)

( a 
) 

、、

U3 

图6.18 立方样条。立方样条是一个分片多项式，具有连续的一阶和二阶导数。在这个例子中，

立方样条 f 由三个立方多项式构成， Pl (在 [UO ， U l])' P2 (在队，也21上) ，向(在[吨，叫]上〉。相

邻的多项式在边界点也1 和问具有相同的函数值以及相等的一阶、二阶导数。在这个例子中，

函数族的维数为句= 6，因为我们具有 12 个多项式系数(每个立方多项式有 4 个〉而有 6 个等

式约束〈在 Ul 和 U2 处各有 3 个)。

110 



6.5 函数拟合与插值 . 317 . 

6.5.2 约束

本节增加对函数 f 的某些约束，因此也增加了对变量 zεRn 的约束。

函数插值与不等式

令 u 为 D 中的一个点。 f 在 u 处的值

f(v) = 艺 xili(v)
也=1

是 z 的线性函数。因此，插值条件

f(Vj) = 勺， 3=1，…，m

要求函数在特定点 Vj E D 上具有值 Zj ξR，这些条件构成了 z 的一组线性方程。更

一般地，关于给定点的函数值的不等式，如 l ~ f(v) ~ 11，是变量尘的线性不等式。还
有其他很多关于 f 的有意义的凸约束(因此，也是对尘的凸约束)，它们考虑了在有限

点集叫，… ， VN 上的函数值。例如， Lipschitz 约束

If(Vj) - f(创k)1 ~ LII句 - Vk 11 , j , k = 1γ. . ,m 

构成了 z 的线性不等式组。

我们也可以对无穷个点的函数值加以不等式约束。作为一个例子，考虑非负约束

f(u) 法 0， V u E D. 

这是 z 上的一个凸约束(因为它是无穷个半空间的交集)，但是有可能会导致一个难解

的问题，除非利用函数的特殊结构。一个简单的例子是函数为分片线性的时候。在这种

情况下，如果函数值在网格点上非负，那么函数在各处都是非负的，因此我们可以得到

一个简单的(有限的)线性不等式组。

作为一个更有意义的例子，考虑函数为 R 上最大阶次为偶数 2k (即 n = 2k + 1) 

的多项式，并且 D=R 的情况。如第 59 页的习题 2.37 所示，非负约束

p(u) =X} +X2U+ … + X2k+l也2k 注 0， V u εR 

等价于
Xi = 艺 Ymn，

m+n=i+l 

i = 1,'" ,2k+ 1, 

其中 YεSk+l 为辅助变量。

导数约束

设基函数且在 uεD 处可微。梯度

Vf(v) = LXiV!ï(υ) 

Y~二 0 ，
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是尘的线性函数，因此， υ 处 f 的导数的插值条件将简化为尘的线性等式约束。要求

υ 处梯度的范数不超过给定的限制，

11 \7 f(v)11 = 11艺 Xi \7 h(v) 11ζ M， 
i=l 

这是 z 上的一个凸约束。同样的想法可以扩展到更高的导数。例如，如果 f 在 υ 处是

二阶可微的，那么要求

1I :s \72 f(v) :S uI, 

这是 z 的线性矩阵不等式，因此是凸的。

我们也可以在无限个点上对导数施加约束。例如，我们可以要求 f 是单调的:

f(叫注 f(v) 对于所有 u， v ε D， 也兰 U

这是 z 的凸约束，但是除非特殊的情况，所得到的问题并不容易求解。例如，当 f 是分

片仿射时，单调性约束等同于在每个单纯形内的条件 \7f(v) 主 0。因为导数是网格点上

函数值的线性函数，这个条件会得到简单的(有限的)线性不等式组。

作为另一个例子，我们可以要求函数是凸的，即满足

f((u + v)/2) 运 (1 (u) + f(υ))/2， V u, V E D 

(当 f 连续时，这个条件足以保证凸性)。这是凸约束，在某些情况下，它有易于处理的

表示。一个显然的例子是当 f 为二次型时，在此类情况下，凸约束退化为对 f 的二次

部分的非负约束，这是线性矩阵不等式 (LMI)。另一个由凸性约束得到易解问题的例

子将在 ~6.5.5 中进行详细描述。

积分约束

函数子空间中的任意线性泛函￡都可以表示为 z 的线性函数，即，我们有

L (1) = cTx。对于 f (或其导数)在一个点的度量只是一个简单的情况。例如，线性

泛函

L (1) = Lφ队削仇，
这里的1> : Rk → R 可以表示为 ι(1) = cTx ， 其中

中L 1>(u)f仙仇

所以，形如 ζ(1) =α 的约束是对 z 的线性等式约束.此类约束的一个例子是矩约束

.í俨阳也 =α
(其中 f: R → R) 。
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6.5.3 拟合与插值问题

函数的最小范数拟合

在拟合问题中，我们寻找函数 f E :F尽量准确地匹配给定数据

(问， yt), . . . , ( um , Ym) , 

其中 Ui ε D ， Yi ξR. 例如，在最小二乘拟合中，我们考虑如下问题

minimize 艺(J(问) - Yi)2 , 
i=1 

这是关于变量 z 的简单的最小二乘问题。我们可以对其添加各种约束，例如 f 在一些

点上必须满足的线性不等式、关于 f 的导数的约束、单调性约束或矩约束。

例 6.7 多项式拟合。对于给定的数据叫，… ， Um E R 和饨，… ， Vm E R. 我们希望用具

有如下形式的多项式近似地拟合数据，

P(U)=Xl+X2U+ … +znun-1. 

对于每个 X ， 我们构造误差向量

e = (P(ui) - V! ,… ,p(Um ) - Vm ) . 

为寻找极小化误差范数的多项式，我们求解关于变量 zε Rn 的范数逼近问题

minimize Ilell = IIAx 一叶，
其中 Aij = 叫-1 ， 4 = 1，…，刑， j = 1， -1η。

图6.19显示了对m = 40个数据点且 n = 6 (即多项式最高阶次为目的例子进行马-和 2∞-范

数拟合的情况。

。

二、吧?。

0.2 

0.1 
(
3
)
民

。
。
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0.5 1 

图6.19 两个 5 阶的多项式对圆圈所示 40 个点的逼近情况。实线所示多项式极小化了误

差的 f2-范数;虚线所示多项式极小化了 E∞-范数。
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例 6.8 样条拟合。图6.20显示了对于例 6.7 中数据，三次样条的两个最佳拟合效果。区间

[- 1 ， 1] 被等分为三个区间，我们考虑最大阶次为 3 的分片多项式，同时保证一阶和二阶导

数的连续性。这个函数子空间的维数为 6，与例 6.7 中考虑的、最大阶次为 5 的多项式空间

维数相同。

。.2

。

。
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』
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、
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、
。
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图6.20 对圆圆所示 40 个数据点(与图6.19相同)的两个三次样条逼近。实线所示样条极

小化了误差的 (2-范数:虚线所示样条极小化了 E∞-范数.与图6.19所示的多项式逼近一

样，拟合函数空间的维数是 6。

在最简单的函数拟合的形式中，我们有 m>>η，即数据点个数远大于函数子空间

的维数。光滑性是自动完成的，因为子空间中的所有成员都是光滑的。

最小范数插值

在函数拟合的另一个变形中，我们有少于函数子空间维数的数据点。在最简单的情

况中，我们所选的函数必须满足插值条件

/(14) = 仇， 4=1，…，m , 

这是关于 2 的线性等式约束。在所有满足插值条件的函数中，我们或许会选择最为光

滑或最小的一个。这导致了最小范数问题。

在最广义的函数逼近问题中，我们可以在一些代表潜在函数的先验知识的凸约束

下，优化目标(比如对于误差 e 的某些度量)。

插佳，外推及区间限定

通过对原始数据集外一点 v 的最优函数拟合 f 进行评价，我们可以猜想潜在函数

在 υ 处的值是多少。当 υ 处于给定数据点之间或附近(即 uε conv{叫，… ， Vm)> 时，

这称为内擂，否则称为外推。
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我们也可以通过在一些约束下，极大和极小化(线性函数) f(吟，从而得到函数值

f(v) 的可能区间。我们可以利用函数拟合来帮助辨别错误的数据或野值。例如，我们

可以利用 f1-范数逼近来寻找具有大的误差的数据点。

6.5.4 稀疏描述与基筛选

基筛选中所考虑的基函数的数量非常大，目的是寻找较少数目的基函数，使其线性

组合很好地拟合给定数据。(在此类语境下，函数族线性相关，有时称为过完全基或字

典。)这一过程称为基筛选，因为我们将从给定的过完全基中，挑选(远少于给定的数量

的〉基函数用以对数据进行建模。

因此，我们寻求函数 fεF 使得能够由一个稀疏的系数向量 ι 即 card(x) 很小，

来很好地拟合数据

f(Ui) ~ Yi , i = 1,…, m. 

在此情况下，我们称

f = xlh + . . . + xnfn = 艺Xdi
iEß 

为数据的一个稀疏描述，其中，集合 ß = {i I Xi 笋 O} 的元素是选中的基函数的下标集

合，在数学上，基筛选等同于回归向量选择问题〈参见 ~6.4)，但是相应的优化问题的

解释〈和规模〉是不同的。

稀疏描述和基筛选有很多用处。它们可以用来去除噪声或光滑化，或者在信号的有

效存储和传输中用来进行数据压缩。在数据压缩中，发送者和接收者均知道字典或基

元素。为将信号发送给接收者，发送者首先寻找信号的稀疏表示，然后仅将(一定精度

下)的非零系数发送给接收者。使用这些系数，接收者可以重构出原始信号(的一个近

似)。

常用的基筛选的方法与在 36 .4 中描述的回归向量选择问题相同，即将基于 f1-范数

的正则化视为寻找稀疏表示的一个启发式算法。我们首先求解凸问题

Z 
γ
 

+ 巧
，
"执也

rJ m

艺e 
愣L
U

m -m m (6.18) 
i=l 

其中 γ>0 是一个用以权衡对数据的拟合质量和系数向量稀疏度的参数。这一问题的

解可以直接拿来使用，或者再进行一步改进，用 (6.18) 的解的稀疏模式来寻找最优拟

合。换言之，我们首先求解 (6.18) 来得到 ι 然后，令 ß = {i I Xi # O}，即非零系数对
应的指标集合，并求解最小二乘问题

NWV U IJ m

艺ρ
L
V
 

z m n .m 

i=l 

其变量为町， 1， ε ß ， 而对于 i ~ ß ， 有问 = 0。
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在基筛选和稀疏描述的应用中，经常会有一个非常大的字典，优会在 104 的数量级

上，甚至更多。为高效起见，求解 (6.18) 的算法必须利用问题的结构，这可从字典信号

的结构中推知。

通过基筛选的时间-频率分析

本节将用一个简单的例子来显示基筛选和稀疏表示。考虑 R 上的函数(或信

号)，感兴趣的范围为 [0， 1]。我们将独立的变量视为时间，因此用 t (代替 u) 来表

本它。

我们首先描述字典中的基函数。每个基函数为Gauss正弦脉冲或Gabor函数，其形

式为
e-(t叮)2/σ2cos(ωt+ φ) ，

其中 σ>0 给出了脉冲的宽度，宁为脉冲的时间 (的中心) ， ω~O 为频率，而 φ 为相

角。所有基函数具有同样的宽度 σ = 0.05。脉冲时间和频率为

k = 0,… ) 30. ω = 5k, k = 0,… ,500, T = 0.002k, 

对于每个时间 T， 对应零频率(且相位 φ = 0 ) 有 1 个基元素;对应其他 30 个频率，各有

2 个基元素 (正弦和余弦，即相位 </; = 0 和</; = 汀/2 )。所以，总共有 501 x 61 = 30561 

个基元素。这些基元素'自然地按照时间、频率和相位(正弦或余弦) 进行排序，我们将

其记为

ω= 0,5, . . . , 150, 

ω= 5, . . . , 150. 

T = 0, 0.002, . . . , 1, 

T = 0, 0.002,…, 1, 

f". ,w ,c) 

f 7",w ,$ ) 

图6.21显示了这些基函数中的三个 (均对应时间 T = 0.5 ) 。
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字典中的三个基元素，均为中心时间 T = 0.5 的余弦相位。顶部的信号具有频率
ω= o. 中间的具有频率 ω= 75 ， 而底部的频率为 ω = ]50. 

图6.21
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这个字典中的基筛选可以视为数据的时间-频率分析。如果基元素 f-r川c 或 f-r，ω杰出

现在信号的稀疏表示中(即具有非零系数)，那么，我们可以将其解释为数据在时间 T

包含频率 ω。

我们将利用基筛选来找到信号

y(t) = α(t) sinθ(t) 

的一个稀疏逼近，其中

α(t) = 1 + 0.5sin(llt), O(t) = 30sin(5t). 

(选择这个信号仅仅是因为它易于描述和显示频谱关于时间的显著变化。)我们可以将

α(t) 解释为信号幅值，而将 O(t) 解释为总相位。我们也可以将

dOI 
ω(t) = I 否 = 15伽s(5t)1

理解为信号在时刻 t 的瞬时频率。给定数据为均匀分布于区间 [0， 1] 上的 501 个样本，

即我们有 501 组 (tk ， Yk) ，

tk = 0.005k, Yk = y(tk) , k = 0,…, 500. 

我们首先求解 .e1-范数正则化最小二乘问题 (6.18) .这里 γ= 1。所得到的最优

向量非常稀疏， 30561 个系数中仅有 42 个非霉。然后，我们用这 42 个基向量得到原

始信号的最小二乘拟合。其结果母与原始信号 u 在图6.22中进行了比较。顶部的图显

示了逼近信号(虚线).它与原始信号 ν(t) (实线〉 几乎不可分辨。底部的图显示了误

差ν(t) - i) (t)。从图中可以清晰地看出，我们得到了具有非常好的拟合特性的逼近结果

9，其相对误差为

1.5 

至 0.5
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t 

图6.22 顶部.原始信号 〈实线)和基筛选得到的逼近 iJ (虚线〉儿乎不可分辨。底部另一纵向尺

度下的拟合误差 ν(t) … y(t) 。
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(1/501) 艺出(y(ti) 一结(ti))2 ,..." ,,...-4 
←-…~'I ",-." = 2.6.10-气

(1/501) 艺i=1ν(ti)

通过绘制与非零系数相对应的时间和频率模式，我们得到了原始数据的时间-频率

分析。这些点及瞬时频率显示在图6.23中。图像表明，非零分量紧密地跟踪了瞬时频率。
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图6.23 顶部:原始信号底部:时间·频率图像.虚线显示了原始信号的瞬时频率

ω(t) = 1501 cos(5t) 1。每一个圆圈代表基筛选选出、用于拟合的摹元素。横坐标表示时间 T， 纵

坐标显示基元素的频率 ω。

6.5.5 利用凸函数的插值

在一些特殊的情况下，我们可以利用有限维凸优化来解决无穷维函数集合的插值

问题。我们将在这一节描述一个例子。

我们从下面的问题说起:什么时候存在凸函数 f: R k • R , domf = Rk，在给定

点 Ui ε Rk 满足插值条件

f(Ui) = Yi , i = 1,…, m , 

(这里，我们不将 f 限制于任何有限维函数子空间。)这个问题的答案是:当且仅当存

在 91，… ， 9m 使得 -
的注饥 +9I(uj-ut) ， t , j=1,… ,m. (6.19) 

为说明这点，首先设 f 是凸的， domf = Rk，并且 f(问) = 切， i = 1，…，m。在每
个问，我们可以找到一个向量 gi 使得对于所有 z 都有

f(z) ~ f(问)+9[(z- Ui). (6.20) 

如果 f 可微，我们可以取仇 = V' f(Ui); 对于更一般的情况，我们可以通过寻找 epi f 在

( Ui ， 饥)处的一个支撑超平面来构造仇。(向量 gi 称为次梯度。)将 Z = Uj 代入 (6.20) , 

我们得到 (6.19) 。
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反之，设 91，… ， 9m 满足 (6.19)。对所有 z ， 定义 f 为

f(z)=$2年m(νi + 9t(z - Ui)). 

. 325 . 

显然，]是一个(分片线性的〉凸函数。不等式 (6.19) 表明，对于 i = 1，…，m 均有

f(问) = 饥。

我们可以利用这个结果求解一些涉及〈利用凸函数的〉插值、逼近和定界的问题。

对给定数据的凸函数拟合

最简单的应用可能是计算凸函数对于给定数据(屿，执)， 4=1，…， m 的最小二乘

拟合:

minimize 艺(弘一 f(问))2

subject to f: Rk → R 为凸函数， domf = R k
. 

这是一个无穷维问题，因为变量 f 属于 Rk 上的连续、实值函数空间。利用前述结论，

我们可以将问题构建为
7γz 

minimize I)νi - Yi)2 

subject to fh 注 &+gf(uj-tLt) ， 4， j=1，… ，m，

这是一个关于古 εRm 和 91，… ， 9m E Rk 的二次规划。这个问题最优值为零的充

要条件是，给定的数据可以被一个凸函数所插值，即存在满足 ](问) =切的凸函数。

图6.24显示了一个例子。

。
。。。

图6.24 凸函数对于圆圈所示数据的最小二乘拟合。在所有凸函数中，图中所示的 (分片线性〉

函数极小化了拟合误差平方和。

对插值凸函数的值的界定

作为另外一个简单的例子，假设给定数据(问，执)， i = 1，…， m 可以被一个凸函数

所插值。我们希望确定 f(uo) 可能的取值范围，其中也。为 Rk 中的另一个点 ， f 为给
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定数据的任意一个插值函数。为得到 f(uo) 的最小可能值，我们求解线性规划 (LP)

日ummlze Yo 

subject to 切注 Yi + g[(句- ui), i , j = 0, . . . ,m , 

这是关于变量 Yo E R , go ,… ,gm E Rk 的 LP。通过极大化 Yo (也是一个 L凹，我们可

以找到对于给定数据的插值凸函数的 f(uo) 的最大可能值。

利用单调凸函数的插佳

作为凸插值的一个扩展，我们可以考虑利用凸的单调非减函数进行插值。存在凸函

数 f: R k • R , domf = Rk 满足插值条件

f(问) = 衍， i = 1, . . : ,m , 

并且单调非减 (即只要 u>二 υ，就有 f(u) 法 f(v)) 的充要条件是，存在 gl ， … ， gm E R k 

使得

9也 泣 。， 't = 1γ·· ， m， 切》饥十 gT('也3 一叫， i , j=l, ... ,m. (6.21) 

换言之，我们向凸插值条件 (6.19) 中添加了要求次梯度非负的条件。(参见习题 6.120 ) 

界定消费者的偏好

作为一个应用，我们考虑对消费者偏好的预测问题。考虑由 η 种不同商品组成的

货篮，货篮可以由向量 zε [0， l]n 描述，其中 Xi 表示商品 i 的量。我们假设商品量是

归一化了的，因此 o ~ Xi ::二1，也就是说 Xi = 0 是货物 z 的最小可能量而 Xi = 1 为最

大可能。给定两个货篮 z 和垒，消费者可以偏向于劣，或偏向于元，也可以认为尘和企

具有等同的吸引力。我们考虑模型消费者，其选择可重复。

我们按以下方式对消费者的偏好进行建模。假设存在一个潜在的效用函数

u: Rn → R，其定义域为 [0， l]n; 包(X) 给出消费者从货篮尘中得到的效用的一个度量。

对于两个货篮的选择，消费者将挑选具有较大效用的一个，当具有相同效用时，消费者

心情矛盾。对也是单调非减函数的假设是合理的，这表明对于任意商品，在其他商品数

量一定的情况下，消费者总是倾向于获取更多的量。同样，假设也是凹函数也是合理

的。这对饱和进行了建模，或者说我们在增加商品的量的同时降低了边际效用。

现在假设给出了一些消费者偏好数据，但是我们不知道潜在的效用函数 u 具体

地，我们有一个货篮集合句，… ，αmε [O， l ]n 和关于它们之间偏好度的信息:

u(αi) >也(αj) 对于 (i， j)ε P， 也(向) ;兰也(αj) 对于 (i， j) ε Pweak ， (6.22) 

其中 P， Pwea.k ç {1,… ,m} x {1γ. . ， m} 是给定的。这里的 P 给出了己知偏好

的集合: (i, j) ε? 表明已知货篮向优于货篮句。集合 Pweak 给出了己知的弱偏

好: (i, j) εPwcaJ<.意味着货篮向优于货篮句'或者两者具有相同的吸引力。
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首先考虑下面的问题:我们如何确定给定的数据是否相合，即是否存在凹的非减的

效用函数使得 (6.22) 成立?这等价于求解可行性问题

find U 

subject to u: RTh → R 凹和非减

u(αi) > u(αj) ， (i ， j) ε? 
(6.23) 

也(αi) ~ U(αj) ， (i ， j) ε PweaJ<， 

其中函数 u 是(无穷维〉优化变量。因为 (6.23) 中的约束是齐次的，所以，我们可以将

问题表述为等价形式

find u 

subject to u: Rn → R 凹和非减
u(αi) 兰也(αj)+l ， (i ,j)EP 

u(α也)注 u(α'j) ， (i ， j) εPweak ， 

(6.24) 

这里只利用了不严格的不等式。〈显然满足 (6.24) 的 u 一定满足 (6.23);反之，如果 u

满足 (6.23)，那么可以通过伸缩变换使之满足 (6.24).) 此处利用第 326 页关于插值的

结果，可以将该问题建模为(有限维)线性规划可行性问题:

find Ul ,… ,Um , 91> … ,9m 

subject to 942二 0， i = 1,…, m 

Uj ~问 +9T<α3 一句) , i ,j = 1,…, m, (6.25) 

Ui ~ Uj + 1, (i ， j) ε? 

问~ Uj , (i ， j) ε Pw锦k.

通过求解这个线性规划可行性问题，我们可以确定是否存在凹的、非减的效用函数与给

定的严格和不严格偏好集合相容。如果 (6.25) 可行，存在至少一个这样的效用函数(井

且，实际上，我们可以从可行的问，…， Um' 91 ， … ， 9m 构造出这样的分片线性函数〉。

如果 (6.25) 不可行，我们可以断定，没有凹的单增效用函数与给定的严格、不严格偏

好集合相容。

作为一个例子，假设已知 P 和 Pw础是至少与一个凹的单增效用函数相合的偏好。

考虑不在?或 PweaJ<中的伏， l) ， 即消费者对于 k 和 l 的偏好未知。在某些情况下，我

们甚至可以在不知道潜在的偏好函数的情况下可以断定货篮 k 和 l 的偏好。为此，我们

用不等式也(句)运也(αt) 来扩展已知偏好 (6.22) ，这意味着 l 优于 k ， 或者具有相同的

吸引力。然后，我们在包含附加弱偏好 U(句)ζ U(αl) 的情况下求解线性规划可行性问

题 (6.25)。如果扩展的偏好集合不可行，则意味着任意与给定的消费者偏好数据相容的

凹的非减效用函数，都必须满足 U(句) > u(叫。换言之，我们可以在不知道潜在的效用

函数的情况下，断定货篮 k 优于货篮 l。

‘如
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例 6.9 这里我们给出一个简单的数值例子，用以说明上述讨论。考虑由两种商品组成的货

篮(从而，可以很容易地绘出货篮的位置)。为产生消费者偏好数据 p， 我们计算 [0， 1 J2上

的 40 个随机点，然后用效用函数

u(21 , z2) =(11z:/2+08z;/2)/1 9. 

对其进行比较。这些货篮及效用函数 u 的一些等位曲线显示在图6.25中。
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圆圈显示四十个货篮 α1 ，…， α40. 虚线表示实际的效用函数 u 的 0.1 ， 0.2,…, 0.9 

等位曲线。这个效用被用来寻找 40 个货篮间的消费者偏好数据?。
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图6.25

图6.26 利用 LP (6.25) 得到的、对于新货篮 αo = (0.5 ， 0.5) 的消费者偏好分析结果。原有

货篮中一定不好 (U(αk) < u(α0)) 的由空心圆圈所表示，实心圈圈为一定更好
的(u(αk) > u(α。))，而方框表示无法做出结论。通过 (0.5 ， 0 . 5) 的潜在效用函数的等值曲

线由虚钱给出。通过 (0.5 ， 0 . 5) 的水平和坚直直线将 [0， 1 j2分为四个象限。根据 u 的单调

性假设，处于右上象限的点一定优于 (0.5 ， 0.5)。类似地， (0.5 ， 0.5) 一定优于处于左下象限

部分的点。对于处在其他两个象限的点，结论就不是显然的了。
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现在，我们利用消费者偏好数据 (当然，不使用真实的效用函数 u) 来将 αo = (0.5 ， 0.5) 与

这 40 个货篮分别进行比较。对于每一个原有的货篮仇，我们求解前述的线性规划可行性

问题，用以检查我们是否可以判断货篮 αo 优于货篮仇。类似地，我们可以检查是否能得出

向优于货篮 α。的结论。对于每个货篮句，有三种可能的输出:我们能够确认 α。 一定优于

α们向一定优于句，或者 (如果两个 LP 可行性问题都可行)无法得到上述结论。 (这里的

一定优于意味着这个优越性对于任意与原始给定数据相容的凹的非减效用函数都成立。)

我们发现，货篮中的 21 个一定不如 (0.5 ， 0.5)，而有 14 个一定优于它。对于剩余的 5 个

货篮，我们无法从顾客偏好数据中得出任何结论。这些结果显示在图6.26中。注意，只

利用效用函数的单调性，能够判断出在 (0.5 ， 0.5) 左下方的货篮一定不如 (0.5 ， 0.5);类似

地， (0.5 ， 0.5) 右上方的点会更好。因此，对于这 17 个点，并没有必要去求解 LP 可行性

问题 (6.25)。但是，对处于另两个区域象限的点，需要用到四性假设并求解 LP 可行性问

题(6.25) 。

参考文献

Huber 在 [Hub64 ， Hub81] 中分析了利用不同罚函数进行逼近的鲁棒性，他同时提出了罚函

数 (6.4)。对数障碍罚函数出现在控制领域，在系统的闭环频率响应中得到了应用，并且还有其

他称呼，如中心 H∞或无凤险控制;参见 Boyd 和 Barratt 的 [BB91] 和其中的参考文献。

很多书中都包含了正则化逼近的内容，如 Tikhonov 和 Arsenin 的 [TA77] 以及 Hansen 的

[Han98] 0 Tikhonov 正则化有时又称为岭回归 (Golub 和 Van Loan 的 [GL89，第 564 页p。

f1-范数正则化的最小二乘估计也称为套索 (]asso) (Tibshirani [Tib96]) 而被大家所知。其他最

小二乘正则化和回归选择技术在 Hastic 、 Tibshirani 和Frie也nan 的 [HTF01 ， 93叫中进行了讨
论和比较。

总变差去噪声方法是在图像重构中由 Rudin 、 Osher 和 Faterni 在 [ROF92] 提出的。

范数有界的不确定性下的鲁棒最小二乘问题(第 310 页〉 由 El Ghaoui 和 Lcbrct 在 [EL9可以

及 Chandrasekaran 、 Golub 、 Gu 和 Sayed 在 [CGGS98] 提出。 El Ghaoui 和 Lebret 也给出了

结构不确定下鲁棒最小二乘 〈第 312 页)的 SDP 公式。

Chcn 、 Donoho 和 Saundcrs 在 [CDSOl] 中讨论了利用线性规划的基筛选问题。他们称 f1-范数
正则化问题 (6.18) 为基筛选去除喋声。 Mcycr 和 Pratt 的 [MP68] 是早期的一篇关于效用函数

界定问题的文章。

习题

范数逼近与最小范数问题

6.1 对数障碍罚函数的二次界。令1> : R → R 为具有极限 α>0 的对数罚函数

i 一α21og(1 一 (ufα)2) IUI <α 
φ(u) = < 

l ∞ 其他情况.
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证明如果 u E Rm 满足 lIu ll∞ <α，那么

￡主 </>( 11也 11∞)lIull~ζ 〉:￠(ut) 《「h7「||叫|2·

也就是说，如果 11叫|∞相对于 α 较小，那么 2二二1φ(Ui) 能被lIull~ 很好地逼近。例如，如
果lIull∞/α = 0.25，那么

lIu ll ~ ~ 2二 </>(Ui) 运1.033 . lIul l ~ 

6.2 常向量的 [1- 、马-和 f∞-范数逼近。一个标量 zε R 的范数逼近问题

minimize Ilxl - bll, 

对于 .e1 -、马-和t∞-范数的解是什么?

6.3 将下面的问题构建为线性规划、 二次规划、 二阶锥规划或半定规划。问题数据为 Aε Rmxn

和 bε Rm.A 的行记为 α了。

(a) 带有死区的罚函数逼近。 minimize I:乙1 </>(α72-bz)，其中

I 0 lulζα 
</>(u) = < 

1 lul … αlul >α， 

其中 α> o. 
(b) 对数障碍罚函数逼近。 minimize I::二1 </>(α72 - bs)，其中

其中 α>0。

r -α21og(1 一 (ufα)2) 1叫 <α
</>(u) = < 

1 ∞ lu l ~α， 

(c) Huber罚函数逼近。 minimize 艺乙1 </>(aTx - bi) ， 其中

r u 2 lulζM 
</>(u) = < 

I M(21叫 一 M) lul > M , 

其中 M>O。

(d) 对数-Chebyshev 逼近。 minimizc maxi=I,...,m Ilog(αμ) -log叫我们假设 b >- O. 
等价的凸形式为

minimize t 

subject to 1ft ζα72/bz 运 t， z z 13'·· , mg 

其变量为 zε Rn 和 tε R，定义域为 Rηx R++。
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(e) 极小化最大的 k 个残差之和:

minimize :2二 Irl[i)

subject to r = A笃 - b, 

其中 Irl[lj ;;;:: Ir l[2j ;;;::…;;;:: Ir i[mj 为 Irll ， hl,"', Irml 的递减排序。(对于 k = 1.这个
问题退化为 2∞-范数逼近;对于 k = m，这个问题退化为 e1-范数逼近。〉提示:参见
习题 5.19.

6.4 i1-范数逼近的可微近似。带有参数 f >O 的函数 φ(u) = (u2 + ε)1/2 有时被用来作为绝对

值函数 lul 的可微近似。为了近似地求解 ll-范数逼近问题

minimize IIAx - bll l, (6.26) 

其中 AεR刑川，我们求解替代问题

minimize 2二 φ(α7z -bJ， (6.27) 
i=l 

其中，可为 A 的第 4 行。假设 rankA =队

记 e1-范数逼近问题 (6.26) 的最优值为扩。用￡代表近似问题 (6.27) 的最优解，并用 f 表

示相应的残差俨 = Ai: - b. 

(a) 证明 p* ;;;::汇咛/(可 +ε)1/2

(b) 证明

￡工(， 1内 I \ 
11必 - bl1 1 运扩 + ) : I俨.川 1- . _一「亏 l

主t r ~I ,,- (f~ 刊川/

〈计算￡后，通过评估右端，我们得到了企对于 ll-范数逼近问题次优情况的界。)

6.5 最小长度逼近。考虑问题

minimize length(x) 

subject to IIAx - bllζε， 

其中 length(x) = min{ k I 均= 0 对于 i >吟。问题的变量为 zεR吭，参数为 AE

Rmxn 、 bε Rffi 和 ε >0。在回归问题中，我们被要求给出以精度 ε 逼近向量 b 所需要选

用的 A 的列的最少数量。

证明这是一个拟凸优化问题。

6.6 一些罚函数逼近问题的对偶。对下列的罚函数小 R → R，导出问题

minimize 2二 </>(η)
i=l 

subject to r = Ax - b 

的 Lagrange 对偶形式。这个问题的变量为 2ε Rn 和 Tξ Rm•
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(a) 死区"线性罚函踉(死区宽度 α= 1 ) , 

lulζ1 

lul > 1. 唱
，
.
品

也

nu
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r
t
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(b) Huber罚函数 (M=l) ，

|也|ζl

lul > 1. 咱
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(c) 对数障碍罚函数(极限为 α= 1) , 

dom <f> = (一 1 ， 1). φ(-u) = - log(l - u巧，

(d) 距离 1 的相对偏差

u~l 

u ~豆 1 ，

其中 dom <f> = R++ 。

正则化与鲁棒遥远

6.7 Euclidm数下的双准则最优化。

我们考虑双准则优化问题

(IIAx - bll~ ， IIxll ~) ， minimize (关于 R!)

其中 AεRffixn 的秩为 T 而 bE R响。说明从 A 的对角分解值

A = Udiag(σ)VT=艺md

(参见!ìA.5.4)，如何找到下面各个问题的解。

(a) Tikhonov正则化:极小化 11 Ax - bll~ + óll xll~ 。

(b) 在 IIx眩 目 γ 约束下极小化 IIAx - bl店。

(c) 在 Ilxll ~ =γ 约束下极大化 IIAx - bll~ 。

这里 6 和 γ 为正的参数。

你的结果提供了有效的算法用以计算最优权衡曲线和双准则问题的可达值集合。

6.8 将下列鲁棒逼近问题建模为线性规划、 二次规划、二阶锥规划j或半定规划。对于每个子问

题，分别考虑 1!1- 、 1!2- 和 E∞·范数。
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(a) 使用有限参数值集合的随机鲁棒逼近，即范数和问题

minimize LPillA♂ - bll , 
也=1

其中 p~二 O ， lTp=l.(参见 S6.4.1.)

(b) 系数有限制的最坏情况鲁棒逼近:

minimize SUPAEA IIAx - bll, 

其中

A={A εRmxn Ilij ~何运句， i z1,…, m , j = 1，…， π}. 

这里对 A 的分量给出上下界描述的不确定性集合。我们假设 lij < 'Uij. 

(c) 对于多面体不确定性的最坏情况鲁棒逼近:

minimize SUPAEA IIAx - bll , 

其中

A={[α1 … αmf 1 Giα4 卫仇， 4=1，… ， m}. 

. 333 . 

这里通过对每一行可能值给出的多面体到 = {αi I Giai 主仇}描述了不确定性。
G. E RPixn 、 ~ξR饥， 4=1，··，m 为给定参数。我们假设多面体只是非空和有界

的。

范数拟合与插佳

6.9 极小极大有理函数拟合。证明下面的问题是拟凸的:

其中

mml口llze
一← P(ti) ι
二1川Ic I q(ti) 川，

p(t) = α0+αlt + α2t2 + … +αrntm ， q(t) = 1 + b1t+ … +bnt吨，

并且目标函数的定义域为

D = {(α， b) εRrn+l x Rn I q(t) > 0 ， αζt~β}. 

在这个问题中，我们用一个有理函数 p(t)jq(t) 来拟合给定数据，同时约束分母多项式在区

间 [α， β] 上为正。优化变量为分子和分母的系数 αi'" bio 插值点 ti E [Q'， ßl 和需要的函数值

U毡， 4 1 1，… l 给定。

6.10 利用凹的非负非减二次函数拟合数据。给定数据

町，… ， XN ξR71，饥， . . . ， YN εR， 



. 334 . 6 逼近与拟合

我们希望拟合得到具有下列形式的二次函数

f(x) = (1/2)xT P尘 +qTX + 飞

其中 ， P εsn 、 qξRn 和 TξR 为模型参数〈因此，是拟合问题中的变量〉。

我们的模型将仅仅被用在区域 ß = {xERnll~x 主 u} 中。你可以假设 1 -< u ， 给定数

据 Xi 处在这个区域。就们用简单的平方和误差目标

汇(f(Xi) - 切)2
i = 1 

作为拟合的准则。我们向函数 f 添加一些约束。首先，它必须是凹的。其次，它必须在 B

中非负，即对于所有的 zEß 均有 f(z) ;;:: 0。第三， f 必须是 B 上的非减函数，即只要

z， 2ε8 满足 z 王玉，我们都有 f(z) ζ f(习。

说明如何将这个拟合问题建模为凸问题。尽可能简化你的式子。

6.11 最小二乘方向插值。设凡，…，凡 : R k • R" ，我们构造线性组合 F: R k • RP 3 

F(u) = X1Fl(U) + … +Xn凡(叫，

其中 ， X 为插值问题中的变量。

在这个问题中，我们要求 ζ(F(Vj) ， qj) = 0 , j = 1，… ， m， 其中 qj 为 R" 中的给定向量，

并且我们假设其满足 IIqj 112 = 1.换言之，我们要求 F 的方向在点巧上取特定的值。为保

证 F(Vj) 是非军的(值为零将使得角度无定义)，我们对最小长度加以约束 IIF(Vj) lb ;;::巨，
j=1，··， m，其中 ε>0 为给定数据。

说明如何使用凸优化，找到 2 以极小化 11叫12 并且满足上述方向(和最小长度〉条件。

6.12 单调函数插值。函数 f : Rk → R (关于 RP 是单调非减的，如果只要也 注 u 就有

f(u) ;;:: f(v) 

(a) 证明存在单调非减函数 f: Rk → R 对于 t = 1，…， m 满足 f(问) = 执的充要条件

是，

Yi;注 Yj 只要问主二也j ， i , j = 1,…, m. 

(b) 证明当且仅当存在 gi ε Rk ， i = 1 ，…， m 使得

ggE二 0 ， i=l，...，例， 切注 νg 十 g[(也j - Ui) , i , j = 1,…, m 

时，存在凸的单调非减函数 f: Rk → R，其中 domf = Rk ， 满足对于 i = 1,… ,m 

有 f(问) = Yi o 

6.13 拟凸函数插值。证明存在拟凸函数 f: Rk → R 对 i = 1，… ， m 满足 f(Ui) = 队 的充要
条件是，存在仇 ERk ， i=l，...， m 使得

g'[(Uj - U雹)ζ-1 只要的<仇， i , j = 1,… ,m. 
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6.14 [NesOO] 正实部函数插值。设 Zl ，… ， Zn εC 为 η 个不同的点，并且 |与1> 1。我们定义

Knp 为向量 uε cn 的集合，对于其中每个向量，存在函数 f: C → C 满足下面的条件:

• f 是正实部函数，这意味着它在单位圆外部(即 Izl > 1) 是解析的，并且在单位圆外
实部非负(对于 Izl> L 有况f(z) 注 0) 。

• f 满足插值条件

f(Zl) = Yl , !(Z2) = ν2 ， !(Zn) = Yn. 

如果我们将正实部函数记为 :F. 那么 K叩可以表示为

K np = {νεcn 13!ε :F， νk = !(Zk), k = 1,… ,n }. 

(a) 可以证明 f 是正实部的充要条件是，存在一个非减函数 ρ 使得对于所有满足 Izl > 1 

的 Z ， 都有

f川灼削(归ωz斗)问=町z仰阳9

其中 i=H (参见[怀KN7竹7，第 38ω9 页p。用这个表达式来证明 Kn叩p 是一个闭凸锥。

(b叫)我们将利用$况蚓t町(xHνω) 和 Z凯， νξCη 之间的内积，其中 xH 表示 z 的复共辄转置。证明

Knp 的对偶锥由

凡 = {x E Cn 

给出。

8'(lTx) =0 捉住4补0， \;f() E [0 

(c) 证明

K~p = ~ x E C n 3Q εHZ ， zt= 全7马;可 ， 1=1，...， n ~
l 1 kí 1 - Zk - Zl - J 

其中 H~ 表示 nxn 的半正定 Hermitian 矩阵。

利用下面的结果(即 Riesz-Fejér定理，参见 [KN77，第 60 页p。形如

艺(Yke-ikO + ÿkeikIJ ) 

的函数对于所有 θ 非负的充要条件是，存在句，…，句 EC 使得

主旷k6 + ÿkeik6) = 主αJ
2 

(d) 证明 Knp = {y ε cn 1 P(y) 兰时，其中 P(ν)ε Hn 定义为

归ι 中 YlP(ν)kl = γ一寸记丁， l ,k=l ,. 
l -Zk -Zl 

矩阵 P(ν) 被称为关于点儿，队的 Nevanlinna-Pick矩阵。

提示:如我们在 (a) 中所述. Knp 是一个闭凸锥，因此 Knp = K~;. 
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(e) 作为应用，将下面问题建模为一个凸优化问题:

minimize L 1!(Zk) 一问12

subject to f ε F. 

问题的数据为饥个点 Zk 和 n 个复数 ω1，…， tiJw 并且 IZkl > 1 。我们在所有正实部
函数中优化 f。

. 



7 统计估计

7.1 参数分布估计

7.1.1 最大似然估计

考虑 Rm 上的一族概率分布，每个概率分布对应一个向量 zeRn，概率密度为

PxO。固定 yER隅 ， Px(y) 可以看成 z 的函数，称为似然函数。事实上，考虑似然函数

的对数更为方便，我们称为对数.似然函鼓，用 l 表示，即

l(x) = logpx(Y) , 

通常对参数 z 都有一些约束，可以作为尘的先验知识，或者是似然函数的定义域。这些

约束可以显式给出，或者在似然函数中，若 z 不满足先验信息约束则令 PX(Y) = 0 (对

任意 ν) 0 (因此，如果参数 z 违背了先验信息约束，那么对数-似然函数的值为 一∞。)

现在考虑如下问题，根据观测到的服从分布的一个样本 ν，估计参数劣的值。最大
似然 (ML) 估计就是一种广为采用的方法，其中参数 z 的估计为

企ml = argmaxxpx(Y) = 缸gmaxxl(x) ，

即选择使得似然(或者对数似然)函数在 ν 的观测值处最大的那个参数值作为 z 的估

计值。如果我们有关于 z 的先验信息，比如说 zεCCR饵，我们可以显式添加约束

zε C， 或者隐式添加，当 xfiC 时，定义 Px(ν) 为 0。

求取参数向量尘的最大似然估计问题可以表述如下

maximize l (x) = log Px (ν) 

subject to x ε C， 
(7.1) 

其中尘 εC 给出了参数向量劣的先验信息或者其他约束。在这个优化问题中，向童

zε Rn (在概率密度中是参数y 是优化变量，向量 uεRm (观测到的样本〉是问题

参数。

对于 u 的每个观测值，如果对数.似然函数 t 都是凹的，且集合 C 可以表述为线性

等式约束以及凸不等式约束的组合，那么最大似然估计问题 (7.1) 是凸优化问题。事实
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上，很多这一类的估计问题都满足这个条件。对这些问题，可以通过凸优化确定 ML 估

计。

附加了 110 噪声的线性测量

考虑线性测量模型，

执 =α72+ 饨 ， i = 1, . . . , m , 

其中 zεRn 是待估计参数向量， Y i E R 是测量量或者观测量， Vi 是测量误差或者噪

声。假设均独立同分布 (nD)，在 R 上具有概率密度 p。此时似然函数为

Z 
T
eg α

 
何
时U

DA m
H
时

一一
、
、
，
，
，

NUO Z P 

因此对数·似然函数为

l(x) = !ogpx(ν) = 艺 logp(饥 -arx)

ML 估计是下面优化问题的任意一个最优点

竹Z

maximize 艺logp(执 - ar x) , (7.2) 

其中优化变量为劣。如果概率密度 p 是对数，凹的，此优化问题是凸优化问题，且和罚函

数逼近问题(第 288 页式(6.2)) 的形式一样，此时罚函数为 一 logp。

例 1.1 噪声服从一些常见慨率分布时的ML 估计。 • • 

• Gauss 噪声。 当 Vi 是 Gauss 噪声，均值为 0，方差为 σ2 时，概率密度函数为

p(z) = (如σ2)-1/2e-Z2/2σ2 ，则对数-1以然函数为

叫巾刷Z功)恒=巾/β川2勾凯川)川l

其中矩阵 A 的行向量为 αι?ι， … ， α4丑。因此 z 的 ML 估计为 Xml = ar伊in"， IIAx - vl店，
也即最小二乘逼近问题的解。

• Laplace 噪声。当句服从 Laplace 分布时，即具有概率密度 p(z) = (1/2α)e-1zl/a (其

中 α> 0) ，立的 ML 估计为企 = argminx II
Ax - vlh，也即 t1-范数逼近问题的解。

·均匀分布。当的服从[…α， αl 上的均匀分布时，若 z E [-0" αJ '有 p(z) = 1/(2α) ，尘

的 ML 估计为满足 IIAx - vll∞《 α 的任意笃。
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罚函数逼近的 Ml 解释

反过来，我们可以将罚函数逼近问题

minimize 2二州 -aTx)
i=l 

理解为最大似然估计问题，其中噪声概率密度为

p-tþ(z) 

p(z) = r二一一r e-<Þ飞 uJ du ' 

测量值为 b。上述结论给出了罚函数逼近问题的统计解释。例如，假设当 z 值较大时罚

函数￠增长很快，即对于大的残差我们附加较大的价值函数或是惩罚函数。相应的噪

声概率密度函数 p 具有很小的截尾，而最大似然估计将会避免(如果可能存在〉具有较

大残差的估计值，因为这对应着可能性很小的事件。

我们也可以从最大似然估计的角度理解 f1-范数逼近在大误差情况下的鲁棒性。
可以将 f1-范数逼近问题看成是噪声概率密度函数是 Laplace 函数的最大似然估计;

乌-范数逼近问题可以看成是噪声服从 Gauss 分布的最大似然估计。 Laplace 密度函数

比 Gauss 密度函数具有更大的截尾，即对于 Laplace 密度函数，的取值很大的概率远

远大于 Gauss 密度函数的情况。因此，相应的最大似然估计方法将会接受更多大残差。

具有 Poisson 分布的计数问题

在很多问题中，随机变量 ν 是非负整数变量，服从 Poisson 分布，均值 μ> 0: 

。-μ "k

prob(ν = k) = 气f

通常 u 表示符合 Poisson 过程的某种事件(如光子到达，交通事故等〉在一段时间内发

生的次数。

在一个简单的统计模型中，均值 μ 通常建模为向量 uε Rn 的仿射函数:

μ=αTu+b. 

这里 u 称为解释变量向量，向量 αεRn 以及数 bεR 称为模型参数。例如，若 u 是某

个区域一段时间内交通事故的发生次数， ul 可能是这段时间内此区域的总交通流，均

可能是这段时间此区域的降雨量等。

给定一系列观测值，即一系列数据对(也i ， Yi)' i = 1,…, m，其中 Yi 是对应解释变

量问 E Rn 的 ν 的观测值。我们所要做的是通过这些观测数据找到模型参数 αε Rn

和 bεR 的最大似然估计。

似然函数的形式为

m
H
剖



. 340 . 7 统计估计

所以对数-似然函数为

l(a, b) = 汇(Yi log(αTUi+b)-(αT Ui + b) 一 log(Yi!
i=1 

为了得到 α 和 b 的 ML 估计，我们求解如下凸优化问题

m缸lIrnzc 立(Yi log(αT川的 - (αTUi刊))，
i=1 

其中变量为 α 和 bo

Logistic 回归

考虑随机变量 νε{O， l}，其概率密度函数为

prob(y = 1) = P, prob(y = 0) = 1 - P, 

其中 pε[0， 1]，假设其由解释变量也巳 Rn 决定。例如 ， y=l 表示人群中有某个人感

染某种疾病。假设感染这种疾病的概率是 P' 它可以看成某些解释变量 u 的函数，如体

重，年龄，身高，血压以及其他医学上相关的变量。

Logistic 模型具有如下形式

exp(αTu+b) 
p= , (73) 

p(αTu+b) 

其中 αεRn 和 bεR 是模型参数，决定了概率 p 和解释变量也之间的函数关系。

假定给定数据，包含解释变量间，… ，Um 巳 Rn 以及相应输出仇，…，如 ε {0， 1}

的一组值。我们所要做的是找到模型参数 αERn 和 bE R 的最大似然估计。有时称 α

和 b 的 ML 估计为 Logistic 回归。

重新排列数据，使得对应叫，…，坷，输出值为 Y = 1，对应 Uq+1 ， … ， Um ' 输出为

ν=0。似然函数因此具有形式

IIpi II (1 - Pi) , 
i=1 i=q+1 

其中 Pi 由 Logistic 模型和解释变量问决定。对数-似然函数具有如下形式

l(a ， b)=汇 logp什艺 log(l - Pi) 
i=1 i=q+l 

ι… 叫(αT问 +b) ，忑 L一 1
一合 <V己 1+叫(αT叫 + b) I 也三11吨 1 + exp(αT问 + b) 

=艺(αTUi + b) 一艺 log(l + exp(aT Ui + b)). 



‘ ‘ 

7.1 参数分布估计 . 341 . 

因为 l 是 α 和 b 的凹函数， Logistic 回归问题可以看做一个凸优化问题来求解。图7.1即

为一个例子，其中也εR。

u 。

0.8 

10.6 
扭

) 

正3

主 0.4

0.2 

。

。

。

2 4 6 8 10 
u 

图7.1 Logistic 回归。圆圈表示 50 个点对(构，ω，其中 Ui εR 是解释变量，执 ε{0， 1} 是输

出。数据表明对于 U < 5，输出值比较可能为 y = 0，对于也> 5，输出比较可能为 y = l。数据

亦表明对于 U < 2. 输出很有可能为 ν= 0，对于 U> 8， 输出很有可能为 ν=1。圈中的实线是

对应于最大似然估计得到的参数 α， b 的概率 prob(y = 1) = exp(ω + b)j(1 + exp(ω +b))。而

此最大似然估计模型和我们对数据集的粗略观察基本一致。

Gauss 变量的协方差估计

假定 νεRn 是 Gauss 随机变量，均值为 0，协方差矩阵为 R = EyyT ， 因此其概

率密度函数为

PR(ν) = (2霄)-n/2 det(R)-1j 2 exp(-yT R - 1y/2) , 

其中 RE S~+。基于服从 Gauss 分布的 N 组独立采样样本饥，… ， YN ε Rn 以及矩阵

R 的先验知识，我们希望得到协方差矩阵 R 的估计值。

其中

对数.似然函数具有如下形式

l(R) = )OgpR(凯，...， YN)
N 

= -(Nn/2) log(如)一 (N/2) log det R - (1/2)艺ν[R- 1恍
k = l 

=-(Nη/2) log(2何)一 (N/2) log det R - (N/2) tr(R-1y) , 

• N 

y = 古三二ud
k=l 

是的，… ， YN 的样本协方差。对数-似然函数并不是 R 的凹函数(尽管它在定义域 S~+

的一个子集上是凹的;见习题 7.4) ，但是通过变量变换可以得到凹的对数"似然函数。令
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S 表示协方差矩阵的逆， S = R-l (称 S 为信患矩阵〉。采用 S 代替 R 作为新的参数，

对数.似然函数具有形式

l(8) = 一(Nη/2) log(2作) + (N/2)logdet8 一 (N/2) tr(8Y) , 

它是 S 的凹函数。

因此求解 8(也即 R) 的 ML 估计可以表述为求解下列问题

maximize log det 8 - tr(8Y) 

subject to 8 E S 
(7.4) 

其中 S 表征 8=R-1 的先验知识。(此外还有隐含的约束 8 E S~+ o) 因为目标函数是

凹的，因此如果集合 S 可以表示为一系列的线性等式以及凸的不等式约束，那么此问

题为凸优化问题。

首先考虑除了 R>- 0 ， 没有 R(也即 S) 的其他先验假定的情形。在这种情况下，

问题 (7.4) 可以解析求解。目标函数的梯度为 s→ -Y， 如果 YεS丰+，那么最优 S 满

足 S-1 = Yo (如果 Y (j S~+，则对数似然函数没有上界。)因此，如果 R 不用满足先

验假定，协方差矩阵的最大似然估计即为样本协方差: Rml = Y。

现在考虑 R 的几种典型约束的例子，这些约束都可以写成信息矩阵 S 的凸约束。

我们可以将 R 的上下(矩阵〉界约束

L-<R-<U 

表示为

U-1 二三 R-1 :5 L-1, 

其中 L 和 U 是对称正定矩阵。

再考虑 R 的条件数约束

λmax(R) ~κmaxλmin(R) ， 

它可以表述为

λmax(8)ζκmaxλmill(S). 

这等价于存在 u> 0 ， 使得叫主 S 二三 κmaxuI。因此为了求解 R 具有条件数约束的 ML

估计问题，我们可以求解凸优化问题

. . 
log det S - tr(8Y) 

(7.5) 
maxlmlze 

subject to uI 主 S 主问naxuI，

其中变量为 Sεsn 以及 uεR。



7.1 参数分布估计 . 343 . 

再考虑另一种约束的例子。假定随机向量 u 的线性函数的方差有上界或者下界

约束
E(cT y)2 ζ 句， i=1，… ， K

这种先验假定可以表述为

E(c[ y)2 = c[ RCi = ρ-1cz 《句， 4=1，… ， K. 

因为 cfs-IQ 是 S 的凸函数(当 S>-O 时成立，而此处满足条件)，这些边界约束可以

包含在 ML 估计问题中。

7.1.2 最大后验概率估计

最大后验概率 CMAP) 估计问题可以看成最大似然估计的 Bayes 形式，此时，假设

未知参数 2 服从某一预先设定的概率分布。假定 x C待估计向量〉和 y C观测向量〉是

随机变量，其联合概率密度为 p(尘， y)。这和统计估计的假设不同，在统计估计中 ， x 是

参数，而不是随机变量。

z 的先验概率密度为

时 = Jp队的句
上述概率密度给出了向量 z 可能取值的先验信息，这是独立于向量 u 的观测值的。类

似地，向量 u 的先验概率密度为

制 =J叫也
上述概率密度表征了向量 ν 可能的测量值或观测值。

给定 x， y 的条件概率密度可以表述如下

(x， ν) 
忡忡， ν) =一一一

P尘(x)

在 MAP 估计方法中 ， PYlx 扮演了最大似然估计中参数决定的概率密度岛的角色。给

定 ν，尘的条件概率密度为

p(x,y) _ _ f_ _.\PX(X) 
xIY(川)=丁市 = PYlx(川)一一

y(ν) 

当我们将 ν 的观测值代入 Pxl宙的表达式时，我们可以得到 2 的后验概率密度。它表征

了获得观测值后我们对 z 的信息的了解程度。

在 MAP 估计方法中，给定观测值 y， x 的估计值为

￡EumE 

=a缸rgrna缸XxP岛U仲Ix以x(伊x， y)Px(X)

=argmaxxp(x, y). 
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换言之，给定 ν 的观测值，我们取使得 z 的条件概率密度最大的 z 作为 2 的估计

值。此估计和最大似然估计的唯一不间在于第二项 Px(功。这一项可以看成考虑劣

的先验知识。注意到如果尘的先验概率密度在集合 C 上服从均匀分布，那么寻找

MAP 估计和在约束条件 zεC 下极大化似然函数是一致的，而后者是 ML 估计问

题(7.1) 。

取对数，我们可以将 MAP 估计表述为

￡map = argnI问(logpYlx(川) + logpx(x)). (7.6) 

第一项和对数，似然函数本质上是一样的;第二项是根据先验概率密度对不太可能发生

的 x (即 Px(x) 较小的 x) 的惩罚项。

抛开初始设置的不同，求取 MAP 估计(通过求解式 (7.6) )和 ML 估计(通过求解

问题 (7.1) )的唯一不同是优化问题中添加的一项，而此添加项和 z 的先验概率密度有

关。因此，对任意具有凹的对数似然函数的最大似然估计问题，我们可以对 z 添加对

数-凹的先验概率密度，所得到的 MAP 估计问题是凸的。

具有 110 噪声的线性测量

设 zeRn ， νεR响，二者具有函数关系

Yi = α72+ 叭， 4 = 1，-，例，

其中 Vi 独立同分布，在 R 上具有概率密度 Pv' X 在 R忱上的先验概率密度为 Pxo x 和

ν 的联合概率密度为

p(x , Y) = Px(x) IIpv(ω-αr x) , 
i=l 

可以通过求解如下优化问题得到 MAP 估计

m 

maximize log Px (x) +艺logPv(Yi - ar x) (7.7) 
i=l 

如果 Px 和 Pv 是对数，凹的，上述优化问题是凸的。 MAP 估计问题 (7.7) 和相应的 ML

估计问题 (7.2) 的唯一区别是添加项 logpx(功。

例如，如果的在[一α， αl 上服从均匀分布且 z 的先验概率分布为均值为 ι 协方差

为艺的 Gauss 分布，可以通过求解下列二次规划得到 MAP 估计

其中优化变量为劣。

minimize (x - xf~-l(x - x) 

subject to IIAx - YII∞《 α，
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精确线性测量的 MAP 估计

设 xE Rπ 为待估计向量，先验概率密度为 Px。给定 m 个精确(没有噪声，确定性

的)线性测量 ， y = Ax。换言之，给定尘， y 的条件概率密度分布在点 Ax 取 1。可以通

过求解下列问题得到 MAP 估计

maximize log Px (x ) 

subject to Ax = y. 

如果 Px 是对数凹的，那么这是一个凸优化问题。

如果进一步添加先验概率密度分布的假设，参数 Xi 独立同分布，在 R 上具有概率

密度 p， 此时 MAP 估计问题为

. . 
L logp(xi) 口laxImlze

i=l 

subject to Ax = ν， 

这是一个最小罚问题(见第 296 页，式 (6.6)) ，其中惩罚函数为 Ø(u) = -logp(u) 。

反过来，我们可以将任意最小罚问题

minimize Ø(X1) + … +φ(xn) 

subject to Ax = b 

看成一个 MAP 估计问题，其具有 m 个精确线性测量(即 Ax = b) 且 Xi 独立同分布，

具有概率密度

7.2 非参数分布估计

ρ-φ(z) 

p(z) = r主一一( e-<t>飞叫 du. 

设随机变量 X 在有限集合 {α1，…， α'n} ç R 上取值。(为了简单起见仅考虑 R 上
的取值， Rk 上的情况可以类似考虑。)设 X 的概率密度分布为 pε Rn ， p r ob (X = 

αk) = Pk。显然'P 满足 p 泣。且 lTp = 1。反过来，如果某一 P E Rn 满足 p~二 O 且

l T p = L 令 prob(X =αk) = 阳，则 p 定义了某一随机变量 X 的概率密度分布。因

此，概率单纯形

{p ε Rn!p 兰 O， lTp= 1} 

与在 {αb …， αn} 中取值的随机变量 X 的所有可能的概率密度分布是一一对应的

关系。

本节基于先验信息，可能还有观测值及测量值，讨论估计概率分布 p 的方法。
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先验信息

很多种关于 p 的先验信息可以表述为一系列线性等式或不等式约束。如果

f: R → R 是任意函数，那么

Ef(X) = 艺pd(向)
i=l 

是 p 的线性函数。作为一种特殊的情形，如果 CC R，那么 prob(Xε C) 是 p 的线性

函数:

prob(XεC) = Jp， Ci= 
1αiεC 

Oαi ~ C. 

因此，己知随机变量的某个函数的期望值(如矩〉以及在某个集合上的概率值的约束均

可以表述为 pεRπ 上的线性等式约束。期望值或概率值所满足的不等式约束可以表述

为 ρε Rn 上的线性不等式约束。

例如，假设己知 X 具有均值 EX=α， 二阶矩 EX2 = ß ， 且满足 prob(X ~ 0)ζ 

0.3。那么先验信息可以表述为

EX=艺αiPi = α， EX2 - 汇 α?如 = β， 2二 Pi ~ 0.3, 
i=l ai~O 

这是 p 的两个线性等式以及一个线性不等式。

我们同样可以考虑包含 p 的非线性函数的先验约束。例如 ， X 的方差为

四(X) = EX2 一 (EX)2 = 立仙一(也Pi、 2
i=l \i=l 

第一项是 p 的线性函数，第二项对 p 是二次凹的，因此 X 的方差是 p 的凹函数。所以

X 的方差的一个下界约束可以表述为 p 的二次凸不等式。

密度

作为另一个例子，假设 A 和 B 是 R 上的子集，给定 B ， 考虑在 A 上的条件概率

rob(Xε AnB) 
prob(Xε AjX E B) = 

ob(X E B) 

此函数是 pε Rn 上的线性·分式函数:它可以描述为

其中

Ci= 

prob(X E AIX ε B) = cT pjdTp, 

1αi E AnB 

Oαi~AnB ' 
~= 

1αi E B 
Oαi ~ B. 
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因此我们可以将先验约束

l 运 prob(Xε AIX E B) 运 u

描述为 p 的线性不等式约束

ldTp ~二 cTP ~二 udTp.

还有其他一些类型的先验信息可以描述为非线性凸不等式的形式。例如， X 的娟

-LPi问肌
i=l 

是 p 的凹函数，所以娟的最小值约束可以看成 p 的凸不等式约束。如果 q 是另一个概

率密度分布，即 q ~二 0 ， l T q = 1，那么概率分布 q 和概率分布 p 的 Kullback-Leibler

散度为

艺Pi log(的/qi) ，
i=l 

它是 p 的凸函数〈亦是 q 的凸函数，见第 84 页，例 3.19)。因此，可以添加概率分布 p

和另一己知概率分布 q 的 Kullback-Leiblcr 散度的最大值约束，所得约束是 p 的凸不

等式约束。

在接下来的几个段落中，我们将分布 p 的先验信息表示为 pε?。我们假设?可

以描述为一系列线性等式约束和凸不等式约束，井将基本假设 p>-O ， lTp=l 包含于

先验信息?中。

概率及期望值的界

给定概率分布的先验信息，如 P E p， 我们可以计算某个函数期望值的上下界，或

者某一集合上概率的上下界。例如，为了确定函数 Ef(X) 的一个下界，其中 X 的概率

密度分布满足先验信息 pερ，我们求解凸优化问题

minimize L f (ατ)民
也=1

subject to pε P. 

最大似然估计

基于分布的观测值，我们可以利用最大似然估计来估计 p。假定我们有 N 组

服从分布的独立采样点町，… ， XN。令~表示这些采样点取值为向的次数，因此

k1 +… + kn = N， 即采样点总数。对数-似然函数为

lω= 三二 ki logpi 
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它是 p 的凹函数。 p 的最大似然估计可以通过求解下列凸优化问题得到

其中优化变量为 p。

最大煽

m肌mize l(p) = 汇ki logpi 
也=1

subject to p E P, 

满足先验信息的最大婿分布可以通过求解下列凸优化问题得到

n 

minimize :2二的 lOgPi
i=l 

subject to P E P. 

支持者认为最大烟分布是满足先验信息的最确定的或最随机的分布。

最小 Kullback-Leibler 散皮

在满足先验信息的条件下，为了找到和给定先验分布 q 具有最小 Kullback-Leibler

散度的概率分布 P， 可以求解下列凸优化问题

minimize LPi log(pi/qi) 

subject to P E P , 

注意到当给定的先验分布是均匀分布时，即 q = (l/n) 1. 上述问题简化为最大炮问题。

倒 7.2 考虑区间 [-1， 1] 上 100 个等问距点问上的概率分布。给定下列先验假设

EXε !一0.1 ， 0.1J 

EX2 ε10.5， 0叫

E(3X3 - 2X) E 1-0.3 ， 一0.21

prob(X < 0)ε[0.3， 0.41. 

基本假设 1Tp= L P 匕 0 同样需要满足。这些约束描述了概率分布的一个多面体。

圈7.2描述了满足这些约束的最大情分布。最大烟分布满足

EX = 0.056 

EX2 =0.5 

E (3X3 
- 2X) = 一0.2

prob(X < 0) = 0.4. 

(7.8) 
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图7.2 满足约束条件 (7.8) 的最大摘分布。

为了说明概率的界，我们计算累积概率分布 prob(X ~向)的上下界， i = 1，…， 100。

对任意~，我们求解两个线性规划问题:第一个极大化 prob(X ~二 α斗，第二个极小化

prob(X ~α斗，定义域为满足先验假设 (7.8) 的所有分布。图7.3给出了结果。上面的曲线

和下面的曲线分别为上下界，中间的曲线是最大精分布的累积概率分布。
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图7.3 上面的曲线和下面的曲线分别表示在所有满足式 (7.8) 的分布中累积概率分布函数

prob(X ~句)可能取的最大值和最小值。中间的曲线是满足式 (7.8) 的最大情分布的累计

概率分布。

例 7.3 边际分布已知的风险概率的界。假设 X 和 Y 是两个随机变量，表示两种

投资的收益。设 X 在 {α1 ， . . . ， αn} C R 中取值， y 在 {β! ，...， ßm} C R 中取值，令

Pij = prob(X = 句， Y = ßj)。已知两种收益 X 和 Y 的边际分布，

np 
『t

m 
幻

pa 
n

艺
闻

"" 
俨
川


nr 
m

艺
间



. 350 . 7 统计估计

除此之外，联合概率分布 p 的其他信息并不知道。符合上述边界分布的所有概率分布构成

了联合概率分布的一个多面体。

假设两种投资均实施，总收益为随机变量 X+Y。我们感兴趣的是计算一定损失或者较低

回报的概率，即 prob(X +Y < γ)的上界。我们可以通过求解下面的线性规划问题得到此

概率的一个紧的上界

maximize 2: {向|们 {3j < ì} 

subject to (7.时， Pij;;::: 0, i = 1，…爪， 3=1，…，m. 

上述线性规划问题的最优值是损失概率的最大值。最优解扩是满足己知边际分布，使得损

失概率最大的联合概率分布。

同样的方法可以应用到这两种投资的衍生资产。令 R(X， Y) 表示衍生资产的收益，其中

R: R2 → R。可以通过求解一个类似的线性规划问题得到 prob(R <γ) 的紧的上下界，
线性规划的目标函数为

艺 {Pij I R(αi ，{3j) < 升，

对上述函数可以求极大积极小。

7.3 最优检测器设计及假设检验

假设 X 是随机变量，在 {1，…，叶中取值，其概率密度分布和参数。 ε{1，… ， m}

的取值有关。对 0 的 m 个可能值， X 的概率分布可以由矩阵 P E Rnxm 表征，其元

素为

Pkj = prob(X = k I (} = j). 

矩阵 P 的第 j 列为对应参数值。 = J 的概率分布。

考虑基于 X 的观测样本估计。的问题。换言之，样本 X 来自于 m 种可能的概率

分布，我们需要确定是哪个。 θ 的 m 个取值称为假设，我们从这些假设中猜想哪个是正

确的(即产生观测样本 X 的概率分布)，这个问题称为假设检验。在很多情况下，某种

假设对应一种常规情形，而其他假设均对应反常的事件。此时，假设检验可以看成观测

到 X 的某个取值，然后判断不寻常事件是否发生，如果发生了，是哪一个不寻常事件。

因此，假设检验又称为检测。

在很多情况下，假设的顺序对结果没有什么影响;对 m 个不同的假设，将其任意

标识为。= 1,…, r月。如果。 = ()，其中 8 表示。的估计值，那么我们成功地猜想出了

参数值。。如果。兴。，我们关于参数值。的猜想不正确;我们误认为 9 是 0。在其他情

况下，假设的顺序非常重要。在这种情况下，事件(} > (}，即我们关于 6 的估计值偏大，

对结果是有意义的。
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参数。的取值也可以不取 {1，… ， m} ， 例如可以取。 ε {Ih ， … ， Om}' 其中码

是 (不同的〉参数值。这些参数值要求是实数或者实向量，比如说，它们确定了第 k 个

概率分布的均值和方差。此时，参数估计误差的范数 Ilê - 011 是有意义的。

7.3.1 确定性和随机检测器

(确定性)估计器或检测器是从 {1，… ， n} (可能观测值的集合)到 {1，… ， m} (假

设的集合)的函数 ψ。如果 X 的观测值为 k， 那么。的猜想值为 0= ψ(k)。一个显然

的确定性检测器是最大似然检测器，由下式给出

。 =ψml(k) = argmaxPkj. (7.10) 

当已知观测值 X = k 时，所有可能的概率分布中使得观测事件 X=k 发生的概率最大

的那个分布对应的。值是 0 的最大似然估计。

我们考虑确定性检测器的一个推广，此时给定 X 的观测值，。的估计值是随机

的。 0 的一个随机检测器是随机变量。 ε{l，... ， m} ， 其分布取决于 X 的观测值。随机

检测器可以定义为一个矩阵 TεRmxn，其元素为

tik = prob(O = i 1 X = k) 

可以这么理解上述定义:如果我们得到观测值 X = k， 那么检测器以概率 tik 给出估计

值 8=4。给定观测值 X = k , T 的第 k 列，我们用 tk 表示，给出了。的概率分布。如

果 T 的每一列都是单位向室，那么随机检测器是确定性检测器，即 0 是 X 的观测值的

一个 (确定性〉函数。

初步看来，在估计或检测过程中引入随机因素似乎只会让估计效果更差。但是在后

文我们给出例子，在例子中随机检测器比所有的确定性估计器效果都好。

我们致力于寻找定义随机检测器的矩阵 T。显然 ， T 的列 tk 必须满足(线性等式

和不等式) 约束

tk ~二 0 ， 1T tk = 1. (7.11) 

7.3.2 检测概率矩阵

对于由矩阵 T 决定的随机检测器，定义检测概率矩阵为 D=TP。我们有

Dij = (TP)ij = prob(O = i 10 = j) , 

因此， Dij 是当 O = j 时，猜想为 O=i 的概率。 mxm 检测概率矩阵 D 衡量了由矩阵

T 定义的随机检测器的性能。对角元素 Dii 是当 () = i 时，猜想为 ()=i 的概率，即正

确地检测出() = i 的概率。非对角线元素 Dij (i 予.6 j) 是 ()=j 时误判为() = i 的概率，

即事实上。 =j，而我们的猜想为 8=4 的概率。如果 D = J ， 检测器是理想的:无论参

数。的值如何，我们的猜想都是正确的 ， ô={:)。
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D 的对角线元素，排列成一个向量，称为检测概率，用 pd 表示，即

Pi
d = Dii = prob(ê = i I 8 = i). 

错误概率是上面概率的补，用 pe 表示，即

pi
e = 1 - Dii = prob(8 手 叫。= i). 

因为检测概率矩阵 D 的每列和为1，错误概率可以表示为

7.3.3 最优检测器设计

pfz 艺 Dji'
j乒4

7 统计估计

本节的检测器设计问题中有很大一部分目标函数是 D， 也是 T(即优化变量)的线

性、仿射或者凸分片线性函数。类似地，检测器设计问题中很多约束都可以表示成 D

的线性不等式。因此，很多最优检测器设计问题都可以表述成线性规划。在 37.3.4中，

我们可以看到，一些这样的线性规划具有简单的解:本节只关注问题描述。

错误概率和检测概率的界

我们可以对正确检测出第 j 个假设的概率添加一个下界

pl = Djj ~ Lj , 

它是 D(也即 T) 的线性不等式。类似地，我们也可以对将 O=j 误判为 ()=i 的概率

添加一个上界

Dij ::二 Uij ，

它也是 T 的线性约束。我们可以极大化任意一个检测概率，或者极小化任意一个错误

概率。

极小极大检测器设计

也可以选择极小极大错误概率 max3 咛作为优化目标(极小化的)，它是 D(也是

T) 的分片.线性凸函数。可以将此函数作为唯一的目标函数，我们得到极小化最大检测

错误概率的问题

minimize max3 咛

subject to tk ~二 0 ， 1Ttk = 1, k = 1,…, n , 

优化变量为 tl ， … ， tn ε Rma 上述问题可以描述为一个线性规划。极小极大检测器极小

化所有的 m 种假设中最坏情况(最大)的错误概率。

当然，我们也可以对极小极大检测器设计问题添加更多约束。
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Bayes 检测器设计

在 Bayes 检测器设计中，用一个先验分布 qERm 描述对参数的假设，其中

qi = prob(O = i). 

在这种情况下，概率均可以理解为给定。时， X 的条件概率。检测器判断错误的概率

为 qTpc ， 它是 T 的仿射函数。 Bayes 最优检测器是如下线性规划的解

minimize qT pe 

subject .to tk ~二 0 ， 1Ttk=1, k = l ， …， η. 

在 F.3.4 中我们可以看到，这个问题可以得到简单的解析解。

一个特殊的情形是 q = (l/m)lo 在这种情况下， Bayes 最优检测器使检测错误概

率的平均值最小，其中求平均〈无加权)是对所有假设而言。在 97.3.4中，我们可以看

到最大似然检测器 (7.10) 是此问题的最优解。

偏差，均方误差，以及其他统计量

本节假设。的取值的相对大小有意义，即当 i > j 时，可以理解为参数取值。 =4

大于参数取值。=)。这种规定可能有用，例如，当 (} = i 对应发生了 4 件事的假设时，

就可能是这种情况。此时我们可能会对下面的统计量感兴趣

prob(O> 0 1θ= 斗，

即当 (} = i 时我们高估。的概率。它是 D 的仿射函数:

prob(Ô> 0 1 () = i) =艺Dji，
j>i 

因此上述概率的最大值约束可以描述为 D(也即 T) 的线性不等式。作为另一个例子，

考虑当 (}=i 时，。的估计值与真实值之间的差值超过 1 的概率，

prob(l t9 - 01 > 1 1 f) = i) =艺乌h
Ij-il>l 

它也是 D 的线性函数。

假设参数取值集合为 {01 ， …，比} ÇR。估计或检测(参数)误差为 8 一 θ，我们感
兴趣的一系列统计量都可以表示成 D 的线性函数。比如说:

·偏差。检测器的偏差，当 f) = f)i 时，可以表述为下列线性函数

于(卜。) =艺(f)j - f)i)Dji , 

其中 E 的下标表示期望是关于假设 f)= 码的分布的。
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·均方误差。当 8= 矶时，检测器的均方误差可以由如下线性函数表示

于(ê 一 θ)2 =艺的 一 ()i)2Dρ 

·平均绝对值误差。当 8= 矶时，检测器的平均绝对值误差可以由下面的线性函数

表示

于 lê - 81 = 汇 18j 一 民 IDji

7.3.4 多准则表述及标量化

最优检测器设计问题可以看成一个多准则优化问题，约束为式 (7.11) ， m(m - 1) 

个目标由矩阵 D 的非对角线元素给出，这些元素表征了不同类型的检测错误的概率:

rninimizc (关于 R~(m-l)) Dψ 4， j=1，··，的3 4 手 j
subject to tk>-O, 1Ttk=1 , k = 1， …，饥，

(7.12) 

其中优化变量 tl>… ， tn E Rm。因为每个目标 Dij 都是优化变量的线性函数，这是一个

多准则线性规划问题。

为了将这个多准则优化问题标量化，引入权系数将目标函数加权求和，

三二 WijDij = tr(WT D) , 
i ,j=l 

其中权矩阵 Wε Rmxm 满足

W44 = 034 = 1,… ,m , W ij > 0, i , j = 1，…，m， t 并 J.

此时目标函数是 m(m -1) 个误差概率的加权和。权系数 W可对应着下述事件，事实上

。 = j 但猜想为。 = 4。加权矩阵有时亦称为损失矩阵。
为了找到多准则优化问题 (7.12) 的一个Pareto 最优点，我们求解标量优化问题

minimize tr(WT D) 

subject to tk ~二 0 ， 1 T tk = 1, k = 1，…，饥，
(7.13) 

它是一个线性规划。这个线性规划对变量 tl ，… ， tn 是可分的。目标函数可以描述为一

系列凡的 (线性)函数的和

tr(WT D) = tr(WTTP) = tr(PW吁)=LcItk，

其中 Ck 是 WpT 的第 k 列。约束是可分的(即我们可以得到关于每个毛的可分的约

束)。因此我们可以通过分别求解下面的线性规划来求解线性规划 (7.13)

mlDlmωcftk 

subject to tk ~二 0 ， 1Ttk = 1, 
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每个线性规划都有一个简单的解析解(见习题 4.8)。我们可以找到一个指标 q 使得

Ckq = m lUj Ckj 。令 tZ= 句。这个最优点对应一个确定性检测器:即当巳知观测值X=k

时，我们的估计值为

{J = argmin(W p T)jk. 
3 

(7.14) 

因此，对每一个非对角线元素大于零的权矩阵 W 我们可以找到一个确定性检测器，使

得加权求和之后的目标函数最小。这似乎意味着随机检测器并没有意义，在后文中我们

将看到事实并不是这样的。多目标优化问题 (7.12) 的 Pareto 最优权衡表面是分片线性

的;式 (7.14) 描述的确定性检测器对应了 Pareto 最优权衡表面的顶点。

MAP 和 ML 检测器

考虑、 q 的分布已知的 Bayes 检测器设计问题。我们定义权矩阵 W 为

Wij = qj , i , j = 1γ. . ,m , i =f j , W口 =0， i=l,…, m , 

则平均错误概率为

qTpe = Lqj 2二 Dij = 汇以jDij ，
j=l i笋j i ,j=l 

因此， Bayes 最优检测器由确定性检测器 (7.14) 给出，其中

(WpT)jk = 汇ωki = 艺 qiPki - qjPkj 
i -:j:j i=l 

上式中第一项和 j 是独立的，所以最优检测器可以简单地表述为

。 = argmax(Pkjqj) , 

其中 X=k 是观测值。可以简单地理解这个最优解:国为 Pkjqj 是 O=j 以及 X = k

的概率，此检测器是一个最大后验概率 CMAP) 检测器。

对于特殊的情形 q = (11m)!' 即预先假定。服从均匀分布，上述 MAP 检测器可

以简化为一个最大似然 (ML)检测器

。= argmaxPkj. 
3 

因此，最大似然检测器使得(未加权)平均检测错误概率最小。

7.3.5 二值假设检验

作为一个例子，我们考虑 m = 2 的特殊情形，也称为二值假设检验。随机变量 X

可能服从两种随机分布中的一种，为了简单起见，这两种随机分布用 pε Rn 和 qε Rn

表示。大部分情况下，假设。 = 1 对应一些常规的情形 ， 0 = 2 对应一些异常事件，而我
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• 

们要检测出来这些异常事件.如果。= 1. 我们称检验是阴性的 (即我们认为异常事件

并没有发生);如果。= 2，我们称检验是阳性的〈即我们认为异常事件发生了〉。

通常可以将检测概率矩阵 D E R2x2 表示为

1- Hn PFn Ð = I- -.... -W 

Pfp 1 - Pfn 

这里 Pfn 是假阴性的概率 (即检验是阴性的但事实上异常事件发生了 ) . Pfp 是假阳性的

概率(即检验是阳性的但事实上异常事件并没有发生)，亦被称为误报概率。最优检测

器设计问题是一个双准则优化问题，目标函数为 P缸和 Pfp.

Pfn 和 PCp 的最优权衡曲线称为接收器工作特性 <ROC). 由 p 和 q 服从的概率分

布决定。可以用 S7.3.4中的方法，标量化双准则问题并进行求解得到 ROC. 给定权矩

阵 W ， 最优检测器 (7.14) 为

~~7.4 考虑一个二值假设检验的例子， π= 4. 且

0.70 0.10 

p = I 0.20 0.10 
005070|. 

(7.15) 

0.05 0.10 

PCn 和 Pfp 的最优权衡曲线，即接收器工作特性，如图7.4所示.

左端点对应着结果总是阴性的检测器，而不管 X 的观测但如何;右端点对应着结果总是阳

性的检测器。标记为1. 2 和 3 的顶点分别对应着如下确定性检测器

r {l ) = I 1 1 0 1 I 
100 1 0 1 

r (2) = I 1 1 0 0 I . 
100111 ' 

T(3) = I 1 0 0 0 I 
101 1 1 1 
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1 

图7.4对应于式(7.15)的矩阵 p ， 假阴性检验概率和假阳性检验概率的最优权衡曲线。平

衡曲线的顶点，用 1，，-，3 标示，对应不同的确定性检测器;标记为 4 的点是一个随机检测器，

也是极小极大检测器。虚线表明 PCn = PCp' 在它上面的点两种检测错误概率相等。

标记为 4 的点对应着非确定性检测器

T例= I 1 2/3 0 0 I . 
I 0 1/3 1 1 I 

它是一个极小极大检测器。由极小极大检测器可以得到相等的假阳性和假阴性概率，在此

例中为 1月。每个确定性检测器中总有一个概率大于 1/6. 可能是假阳性概率也可能是假阴

性概率，所以在此例中，随机检测器的效果要优于每个确定性检测器。

7.3.6 鲁棒检测器

目前为止，我们都是假设对于参数。的每个取值，随机变量 X 服从的概率分布 P

已知。本节考虑这些分布未知的情形，但是关于这些分布有一些先验信息。我们假设

Pε P， 其中?是可能的分布的集合。给定某炬阵 T， 考虑由其决定的随机检测器，检

测概率矩阵 D 此时由 P 的取值决定。我们用 Pε? 上最坏情况概率值来衡量错误概

率。最坏情况检测概率矩阵 DWC 定义为

DFC=sup D$3 ， 43j=1，…，mp4 予I= j
- pε? 

以及

D'!::C = inf D... i = L…. m. 
•• PE'P' . 

对所有的 Pε P， 非对角线元素给出了检测错误概率可能的最大值，主对角线元素给出
n 

了检测正确概率可能的最小值。注意到一般情况下三DZC 手 L 即最坏情况检测楠率

矩阵的每列之和并不一定等于 1。

• 



. 358 . 7 统计估计

我们定义最坏情况错误概率为

prcc =1- D:? 

因此， Pfce 是当 e = i 时，对所有的 Pε? 的错误概率的最大值。

利用最坏情况检测概率矩阵，或者最坏情况错误概率向量，我们可以得到多种鲁棒

检测器设计问题。作为鲁棒检测器设计问题的一个例子，在本节的后续部分，我们集中

描述鲁棒极小极大检测器设计问题。

我们定义在所有的假设中，使得最坏情况错误概率最小的那个检测器为鲁棒极小

极大检测器，即极小化目标函数

maxPWce=m缸 sup (1 一 (TP)44)=1-min inf(TP)u. 
也 -t=1，…，m PEP i=l，… ，mPε? 

鲁棒极小极大检测器使得对所有的 m 种假设，所有的 P E p， 错误概率可能的最大值

最小。

?有限时的鲁棒极小极大检测器

当可能分布构成的集合是有限集时，鲁棒极小极大检测器设计问题可以表述为线

性规划进行求解。设 P= {鸟，…，凡}.可以通过求解下面的优化问题得到鲁棒极小极

大检测器

maximize mini=l ,. ',m inf PEP(T P)ii = mini=l,..,m minj=l，.. ，k(T马)ii

subject to ti ~二 0 ， l T ti =1, i=1,… , n , 

目标函数是分片线性凹函数，因此此问题可以描述为线性规划。注意到这里我们同样可

以考虑?是多面体 convP 的情形:相应的最坏情况检测矩阵以及鲁棒极小极大检测

器是一样的。

?是多面体时的鲁棒极小极大检测器

当?是由线性等式以及不等式约束描述的多面体时，我们同样可以将鲁棒极小极

大检测器问题有效地表述为一个线性规划。这种表述没有上一节的问题直接，且依赖于

P 的对偶描述。

为了简化讨论，假设?具有如下形式

P= {P= 怡1 … Pml I AkPk = 缸， 1TPk = 1, Pk 兰 o}. (7.16) 

换言之，对每个分布队，其满足给定的期望值约束 AkPk = bk o (可能是己知的矩，概率

等。〉期望值满足不等式的情形可以类似讨论。

鲁棒极小极大设计问题为
. . 

maxl在llze

subject to 
I 

导f{可p l A♂ =bi， lTp=l ， p 泣。}~γ，

ti E二 0， 1Ttt=131=17 … ， n , 
i = 1,…, m 

• 
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其中 17 表示矩阵 T 的第 4 行〈因此 (TP)ii = 可Pi)。根据线性规划对偶有

inf{i[ P I AiP = bi , 1T P = l ， p 兰 O} = sup{ν7'句 +μI A;v+ μ1 -<ω 

基于此，鲁棒极小极大检测器设计问题可以表述为一个线性规划

i = 1，…， η， 

γ 

νfbt+ 的注 γ， 4=1，··，m

Af的十以主仇， t = 1, , m 

ti >- 0 , 1 T ti = 1, 

自laxl口l1ze

subject to 

其中优化变量为 ν1，"'， Vm ， μ1) . . . ，阳和1'(其列为 ti ' 行为 trh

鲁糠二值假设检验。设 m = 2. 式 (7.16) 中的集合?定义为例 7.5
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基于此集合?设计一个鲁棒极小极大检测器可以看成一个二值假设检验问题:基于随机变

量 X E {α1) . . . )αn} 的一个观测值，在下面两种假设中选择一种:

1. EX = 间 ， EX2 - α2 

2. EX = β1 , EX2 = ß2 . 

令 F 表示矩阵 T 的第一行(因此 ( 1 - 句T 是第二行〉。给定 5，最坏情况下正确检测的概

率为

生命 =α2 川 P>-O}三二峨 =α1 ，

主αiPi = ßl 主atpi = ß2 旧，p >- 0 } 
P T 

A
川V
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利用线性规划对偶，我们可以将 DYf 描述成如下线性规划的最优值

i = 1,… , n , 
Zo + Zlα1 + Z2α2 
Zo + αiZ} + α?z2 运名，

口laxlffilze

subject to 

优化变量 Zo. Zl' Z2 E R。类似地， DEZ 是下面线性规划的最优值

i = 1, . . . ， η， 

切。 +ω1β1+ω2ß2

ω0+ aiW} + α?ω2 ~ 1 一九

maxumze 

subject to 
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优化变量 Wo' 叫 ， W2 巳 Ro 为了得到极小极大检测器， 我们极大化 D汗和 D25 之中较小

的一个，即求解下列线性规划

max.t口llzeγ

subject to Zo + Zlα2 +Z2α2Øγ 

ω0+β1ω1+β2ω2 øγ 

Zo + Zl向 + Z2α?gL， t = 1，· ， 7L 

ω0+切Iατ+ω2α? 运 1 - L ， z = 1，… ， n
O~t~ l. 

优化变量为 ZO' Zl' Z2' 间， Wl' 间和 f。

7.4 Chebyshev 界和 Chernoff 界

在本节中，我们考虑集合上概率的两种经典界，这两种定界问题的一般化都可以看

成凸优化问题。原经典定界问题对应简单的凸优化问题，具有解析解: 一般化问题的凸

优化表述可以给出更好的界，或者更复杂情形的界。

7.4.1 Chebyshev 界

基于己知的某个函数的期望值(如均值和方差). Chebyshev 界给出了某个集合

上概率的一个上界。最简单的例子是 Markov 不等式= 如果 X 是 R+ 上的随机变

量， EX = μ，那么无论 X 的分布如何，我们都有 prob{X ~ 1)ζμ。另一个简单的例

子是 Chebyshev 界:如果 X 是 R 上的随机变量 • EX= μ， E{X- μ)2 =σ2，那么无

论 X 的分布如何， 我们都有 prob(IX 一 μ| 注 1) ~σ2。这些简单定界的思想可以推广

到利用凸优化方法计算概率的界。

令 X 是 s C Rm 上的随机变量.CCS 是集合，我们希望对集合上的概率

prob(XεC) 定界。令 1C 表示集合 C 的 0- 1 示性函数，即如果 zε C ， 1C{z)=L 如

果 z~C. 1c(z) = 0 。

关于分布的先验知识包括随机变量的一些函数的期望值

E h(X) = 句， i=1，…，η，

其中 Ji : Rm → R。设 fo 是值为 1 的常函数，那么有 E fo(X) = α0=1。考虑函数族

!i 的线性组合

f(z) = 汇 Xi!i(Z) ，
i=O 

其中 Xi ε R ， i = 0，… ， n。根据己知的 E fi(X) 的表达式，我们有 Ef(X) = aTxo 
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现在假设对任意 zε s ， f 满足条件 f{z) 注 1c(z) ， 即 f (在 S 上〉任意一点都大

于等于集合 C 的示性函数。那么我们有

Ef(X) = αT X ;;:: E 1C(X) = prob(X E C). 

换言之，对 S 上的任意分布， αTX 是 prob(X E C) 的一个上界，其中 ， Eh(X) = 句。

我们也可以通过求解下面的优化问题推导 prob(Xε C) 的最好上界，

mínímíze Xo + αlX) + … +αnXn 
n 

时间 to f(z) = 艺时(z) ;;:: 1 V z E C 
i=O 

n 

f(z) = 汇时(z) ;;:: 0 V z E S , z ~ C, 
i=O 

其中变量 zεRn+l。此问题总是凸的，这是因为约束可以描述为

g1(z)=1-JESf(z)ζ 0， 9加)=一 i哩fcf(z) 《 0，
zE::i\(J 

(7.17) 

(g) 和 g2 是凸的〉。优化问题 (7.17) 也可以看成一个半·无限线性规划问题，即此优化

问题具有一个线性的目标函数，以及无穷多个线性不等式约束，每一个约束对应每个

z E S。

对一些简单的情形，我们可以解析求解优化问题 (7.17)。作为一个例子，我们选择

S = R + , C = [1，∞)， fo(z) = 1 和 !1 (z) = z. 已知 E !1(X) = EX = μ 运 1。对任意

zε S ， 约束 f(z) ;;:: 0，可以简化为 Xo ;;:: O. X1 法 0。对 z E C ， 约束 f(z) ;;:: L 即对所有

z 注 L Xo + XIZ 注 L 可以简化为 Xo +X1 注 1。因此，优化问题 (7.17) 此时可以描述为

. . . 
Xo + μX] mlnlmlZe 

subject to xo;;:: 0, X1;;:: 0 

Xo + Xl ;;:: 1. 

因为 o ~二 μ~ l，这个简单的线性规划的最优点为 Xo = O. Xl = 1。它给出了经典的
Markov 界 prob(X 注 1)ζμ。

在其他情况下，我们可以利用凸优化方法求解问题 (7.17) 。

注释 7.1 对偶性及 Chebyshev 界问题。对所有满足给定期望值约束的概率测

度， Chcbyshev 界问题 (7.17) 给出了概率 prob(XεC) 的一个界.因此我们可以认

为 Chebyshev 界问题 (7.17) 给出了如下无限维问题的最优值的界

maximize Jc 霄(dz)

subject to Js J; (z)π(dz) = 句， 4=12 … ， n

j与 π(dz) = 1 

π;主 0，

(7.18) 
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优化变量为测度霄，作注 0 表明测度是非负的。

因为 Chebyshev 问题 (7.17) 给出了问题 (7.18) 的一个界，所以它们可以通过对偶联系起

来并不令人惊讶。虽然半-无限问题和无限维问题并不在本书的讨论范围内，我们仍然可以

形式上构造问题 (7.17) 的对偶问题。引入拉格朗日乘子函数 p:S → R. 其中 p(z) 对应不

等式约束 f(z) ~ 1 (对任意 zε C) 或 f(z) ~ 0 (对任意 zζ S\C)。对应于有限维求和，此

时关于 z 求积分.我们得到问题 (7.17) 形式上的对偶问题

maximize fcp(z} dz 

subject to fs Ji(z}p(z) dz = α毡，

j卢(z)dz = l

p(z) 注 o 'r/ z E $, 

i = 1,… ,n 

其中优化变量是函数 p。上述问题本质上和问题 (7.18) 是等价的。

已知一阶矩和二阶矩时概率的界

作为一个例子，假设 S=Rm ， 己知随机变量 X 的一阶矩及二阶矩为

EX= αε Rm， EXXT =:E ε sm. 

换言之，我们已知 m 个函数 Zi 的期望值， i = 1,…, m，以及 m(m + 1)/2 个函数 ZíZj

的期望值， 4， j=1，…，m，除此之外没有其他的信息。

在这种情况下，我们可以将 f 表述为一般的二次函数

f(z) = zT pz + 2qT z + r , 

其中变量(即前文讨论的向量 υ 为 Pε S响 ， q εRm 以及 Tε R. 由于已知一阶矩及

二阶矩，我们有

E f(X) =E(ZT pz + 2qT Z + T) 
= Etr(pzzT) + 2E qT z + l' 
= tr(!;P) + 2qTα+ 1' 

对任意 Z ， 约束 f(z) 注。可以由下面的线性矩阵不等式描述

qT PTq 
>- O. 

特别地，我们有 P?:O。

现在假设集合 C 是一个开多面体的补

C = R m \ P , P = {z Iαfz<bu t=1 ,… ,k} 
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对任意 zε C ， 约束条件 f(z) 注 1 等价于要求对任意 i= 1，...， k ， 下面的条件满足

αfz 法 bi =斗 zT'pz + 2qT z + r 注 1

而上述条件又可以描述为:存在 Tl ， . . . ,Tk ~ 0，使得

i = 1,… , k. 
αd2 

-bi 

。

αr;2 
2二 7飞

q 

俨 -1

PTq 

(见 SB.2. ) 
综合上面的讨论， Chebyshev 界问题 (7.17) 可以描述为

tr(~P) + 2qTα 十 T

P 
T q 

1DIUl町llze

4 = 13·· , k , 
αd2 

-bi 

。

α;/2 
己二 7飞

q 

r-1 
subject to 

(7.19) 
i = 1,… ,k 

E二 0 ，
q 

T 

7飞;:: 0, 
P 
T q 

这是一个半定规划问题，优化变量为 p， q , r .， 以及 Tl ， … ， Tk。上述问题的最优值，用

α 表示，是平均值为 α，二阶矩为 2 的所有分布中 prob(X E C) 的一个上界。反过

来， 1-α 是 prob(Xε P) 的一个下界。

对偶性和 Chebyshev 界问题。式 (7.19) 对应的对偶半定规划可以描述为注释 7.2

4=1 ,…, k. 

;:l 三[~

L λs 

a'[Zi ~ bλh 

主 lz
[? z! 

m 3.XlmlZC 

subjcct to 

优化变量为 Zi ζS隅 ， Zi E R'刑，以及 λ4 ε R， i = 1 ， …汰。因为半定规划 (7.19) 是严格

可行的，强对偶性成立，对偶最优值可以达到。

我们可以给出对偶问题的一个有趣的概率解释。假设马 ， z毡，沁是对偶可行的， λ 的前 T

个元素是正的，其余的都是零。为了简单起见，假设艺 λi < 1. 我们定义

$21,… , r , Xi = (1/λ)Zi ， 
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ωo=i(α 一言 λ山)

w= ~ (~-主叫)
k 

其中 μ =1- L λ。基于这些定义，对偶可行性约束可以描述为

t = 1,… ,r α~r Xi :;:;: bi , 

~O ] = [二~i ] +μ[~ 豆叶7
以及

此外，根据对偶可行性有

吨E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
J

也
·
·

ZA 

; ] _去[γ

; ] -主[吁平
~ ]一到 2 ;:1 

?l=l; 

因此， w 注 ωoω5，所以可以进行因式分解 W 一 ωoωZ = 汇问ω了。现在考虑服从下列分

布的离散随机变量 X。即如果 8 :;:;: 1，分布为

概率为 λh t = 12 …, r 

概率为 μ/(28) ， i = 1,… , s 
概率为 μ/(28) ， i = 1,…, 8. 

X =Xi 

X = ω0 + JS叫
X = wo - JS问

如果 8 = 0，分布为

概率为儿， i = 1,"',r 

概率为 μ.

X = Xi 

X=ω。

不难验证 EX = α 以及 EXXT = .E，即分布的矩满足给定的假设。进一步地，因为

Xi ξ C， 所以下式成立

prob(Xε C):;:;: 汇入i

特别地，将此概率解释应用到对偶最优解，我们可以构造一个分布，以等式满足式 (7.19)

给出的 Chebyshev 界，说明此时 Chebyshev 界是可达的。
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7.4.2 Chernoff 界

设 X 是 R 上的一个随机变量。 Chernoff 界的含义为

它可以描述为

prob(X ~ u) 运 iIif zd(X-u) , 
λ注。

logprob(X 注 u) ζi到{-λ时 logEe^X}

. 365 . 

(7.20) 

我们以前提到(第 100 页，例 3.41)，上式的右边项 logEeÀx 称为分布的累积量生成函

数，它总是凸的，所以极小化的函数是凸的。当累积量生成函数有解析表达式且关于入

极小化可以解析求解时，边界 (7.20) 尤其有用。

例如，如果 X 服从 Gauss 分布，均值为 0，方差为1，累积量生成函数为

logEeλX_ λ2/2， 

函数-川+入2/2 关于入 ~O 求极小在 λ = u (若 u 注 0) 处获得，所以 Chernoff 界

为〈若 u ~ 0) 
prob(X 注 u) ζe-d/2.

Cherooff 界的思想可以扩展到更一般的情形，其中凸优化方法用来计算随机变量

在 Rm 上某个集合的概率的界。令 CÇR隅，和前面关于 Chebyshev 界的描述一样，

寻|入集合 C 的 0-1 示性函数 1c。我们将会得到 prob(X E C) 的一个上界。(原则上我

们可以利用 Monte Carlo 模拟或者数值积分求得 prob(Xε C) ， 但是这两种方法的计

算量都很大，且这两种方法都不能产生需要的界。)

令 λεRffi ， μεR，考虑函数 f: R m • R , 

f(z) = eλTz+μ 

和推导 Chebyshev 界的情形一样，如果对任意 z 函数 f 满足 f(z) ~ lC(z) ， 我们可以

得到

prob(XεC) = E1c(X) ζ Ef(X) 

显然对任意 z 有 f(z) ~ 0; z εC 时 f(z) ~ 1 等价于对任意 z E C， λTZ + μ~ 0，也

即对任意 z E C , -λTZ ζμ。因此，如果对任意 zE C 有 一>..Tz ~二 μ，我们可以得到界

prob(XεC) ~ Eexp(λTX+ μ) ) 

对其求对数有

logprob(XεC)ζμ+ logEexp(入TX).

因此我们得到了 Chernoff 界的一个一般形式
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logprob(XεC)ζinf{μ + logEexp(λTX) I 一 λTZ ζμ for all z ε C} 

= ir:tf ( sup( -λTZ) + logEexp(λTX) ) 
λ \zεC J 

= inf (Sc(一λ) + logEexp(入TX)) , 

其中 Sc 是 C 的支撑函数。注意到第二项， logEexp(λTX) ， 是分布的累积量生成函数，

总是凸的 (见第 100 页例 3.41 )。求得此上界的精确值一般而言是一个凸优化问题。

多liJ体上 Gauss 变量的 Chernoff 界

作为一个具体的例子，假设 X 是 Rm 上的 Gauss 随机向盘，均值为 0，协方差为

J ， 所以其累积量生成函数为

logEexp(λTX)= λT入12.

设 C 是多面体，由下列不等式描述

C = {x I Ax 当时，

假设集合非空。

在 Chernoff 界的应用中，我们利用支撑函数的对偶描述

Sc(y) =SUp{yT X I Ax 三 b}

=一 inf{_yT X I Ax -< b} 

=-sup{-bT 
U I AT 

U = 弘 U 泣 。}

=i时'{bTU I AT U = ν， u 泣。}，

其中第三行我们应用了线性规划对偶

inf{cT x I Ax 主 b} = sup{-bT u I AT u + c = 0，也兰 O}，

在这里 c = -轩在 Chernoff 界中采用上式表述 Sc ， 我们可以得到

logprob(XεC)ζiI).f (SC(一λ) + logEexp(入TX))
λ 、 J

=i早finf{bTu + λTλ12 1 u 兰 0， AT u+ λ= O} 
λ 1.1 

因此， prob(X E C) 的 Chcrnoff 上界是如下二次规划最优值的指数，

minimize bT u + λTλ/2 

subject to u ~二 0 ， ATu + λ = 0, 
(7.21) 
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其中优化变量为 u 和入。

此问题的几何解释较为有趣。其等价于

内
，
"
句
，
"

U 
T A 

、
、
，
，
J

qL fIf -，
，E
‘
‘、

+
矶

'
也
〉
一

-bu 
e
ω
 

Z '-a&EU 

m

倪

叫

U川
。

mm 

而上述问题是下面问题的对偶问题

maxirnize -(1/2)llxll~ 

subject to Ax 二三 b. 

换言之， Chernoff 界为

prob(XεC)ζexp( - dist(O, C)2/2) , 

其中 dist(O， C) 是原点到集合 C 的 Euclid 距离。

(7.22) 

注释 7. 3 界 (7.22) 也可以不通过 Chcrno丘'不等式得到。如果从 0 到 C 的距离是 d， 那

么存在一个半空间刘 ={z l aTz 法件，其中 11α11 2 = L 包含 C。随机变量 αTX 服从分布

λf(O， l) ， 因此

prob(X εC) ~ prob(X Eχ)=φ(…d) , 

其中 φ 是一个均值为 0，方差为 1 的 Gauss 分布的累积分布函数。因为若 d 注。有

φ( -d) 运 e-42/2，此界至少和 Cherno.ff界 (7.22) 一样紧。

7 .4.3 例子

本节用一个检测的例子说明 Chebyshev 和 Chernoff 概率界。给定 m 种可能的符

号或信号集合 sε{81 ， 82，… ， 8m} C R吨，称为信号群。这些信号中的某个通过一个有

噪声的信道进行传播。接收到的信号为 x=s+ υ，其中 υ 为噪声，将其建模为随机变

量。假设 Ev = 0 且 EvvT = σ勺，即每个噪声叫，… ， vn 均值为 0，不相关，方差为

σ2。基于接收到的信号 x = S + v ， 接收器必须估计出传送的是哪个信号。最小距商检

测器选择离 z 最近 CEuclid 距离)的符号 Sk 作为估计值。 (如果噪声。服从 Gauss 分

布，那么最小距离编码等价于最大似然编码。)

如果传送的信号是句，给定 x ， 当估计信号也为 Sk 时，检测正确。而只有当 Sk 和

z 的距离比其他信号更小时，才能得出正确检测，即

Ilx - skll2 < Ilx 一句 112 ， j 手 k.

因此，正确检测出 Sk 的条件是随机变量 υ 满足如下线性不等式

2(8j 一 Sk)T(Sk + v) < IISjll~ 一 IISkll~ ， j 并 k.
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上述不等式定义了信号群内 Sk 的 Voronoi 区域 Vk ， 即到 Sk 比到信号群中其他信号更

近的点。正确检测出信号 Sk 的概率为 prob(Sk + V ε Vk) 。

图7.5给出了一个简单例子，信号个数为 m= 7，维数为 η = 2。

~...../…. '. . 

2 ;sttj j) 

o s:l ", 

。 8. ., . 

a 

。 .5 2

· 

。

由 7 个信号 81，… ， 87ξ R2 组成的一个信号群，信号用小圆圈表示。线段表示相应的

Voronoi 区域。当接收到的信号到 Sk 比到其他信号更近时，即如果接收到的信号在以 Sk 为中

心的 Voronoi 区域的内部，最小距离检测器选择信号句。每个信号点周围的圆半径为 L 显示

图的尺度。

图7.5

Chebyshev 界

对三个信号句， $2 和 83' 半定规划界 (7.19) 给出了正确检测概率的一个下界，如

图7.6 所示，它是噪声标准差 σ 的函数。对任意均值为 0，协方差为 σ21 的噪声，这些

1 

0.8 

领+
单草 0.6

~ 
怨

自0.4

0.2 

。
。 2.5 2 1.5 1 0.5 

σ 

正确检测出信号 81 ' 82和 83 的概率的 Chcbyshev 下界。这些边界对任意均值为 0，协

方差为 σ21 的噪声分布都成立。

图7.6
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边界都成立。当存在一个噪声分布，均值为 0 且协方差为:E =σ21. 达到下界时，上述

边界是紧的。对第一个 Voronoi 集且 σ= 1. 图7.7 描述了这种关系。

。句.

.μr 

y 。七

句
。

j D Sa' 
‘ 

句
。

0 85 . . 

图7.7 当 σ=1 时，正确检测出信号 1 的概率的 Chcbyshev 下界是 0.2048. 图示的离散分布

能够达到此界。实线椭圆表示接收信号 81 +旬的可能值。椭圆的中心点具有概率 0.2048. 边界

上的五个点的概率之和为 0.7952。椭圆由式 xTpx+2qTx + r = 1 定义，其中 P. q ， 和 T 是半

定规划 (7.19) 的最优解.

、句、、、
‘ -‘ 

句
. ‘ 1 

接+
国重

重 0.95
世事
P.:I 

0.9 
0.2 0.5 0.4 0.3 

σ 

正确检测出信号81的概率的 Chernoff 下界(实线)以及 Monte Carlo 估计值(虚线) . 

以σ为自变量。在本例中，噪声服从 Ga.uss 分布，均值为 O. 协方差为σ勺。

图7.8

Chernoff 界

利用同一个例子，我们来解释 Chernoff 界。这里假设噪声服从 Gauss 分布，即

υ~λ((0， σ21)。如果传送信号 Sk' 正确检测的概率为 Sk + V ε Vk 的概率。为了

给出此概率的一个下界，我们求解二次规划 (7.21) 来计算 ML 检测器选择信号
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i , i = 1,… ,m , t 并 k 的概率的上界。(每个上界都和 Sk 到 Voronoi 集合民的距离有

关。)对误将 Sk 判断为 8i 的概率上界进行求和，我们得到错误检测概率的上界，因此，

得到了正确检测出信号 Sk 的概率的一个下界。以信号 81 为例，得到的下界如图7.8所

示，此外，图中还给出了利用 Monte Carlo 分析得到的正确检测的概率。

7.5 实验设计

考虑通过测量或实验

Yi = α72+ωi ， i = 1, . . . , m , 

估计向量 zε Rn 的问题，其中叫是测量噪声。假设 Wi 是独立的 Gauss 随机变量，均

值为 0，方差为1，测量向量问，… ， am 张成了 Rn 空间。 z 的最大似然估计，也即最小

方差估计，由如下最小二乘问题的解给出

i=1 

艺饥αt企 =1 2:二 αd
i-1 

相应的估计误差 e= 企 -X 均值为 0，协方差矩阵为

T$ 
α
 

α
 

mZ T E --E 
-1 

i=l 

矩阵 E 刻画了估计精度或是实验的信息度。例如 z 的 α-置信水平椭圆为

ε= {z I (z 一企)TE-1 (z _ 企)~β} , 

其中 3 是常数，由 η 和 α 决定。

假设刻画测量值的向量 α1，… ， am 可以从 p 种可能的检验向量叫，… ， Vp E Rn 中

进行选择，即每个句是 Uj 中的一个。实验设计的目的是从所有可能的选择中选择向量

仲使得误差协方差 E 较小 (在某种意义上〉。换言之， m 次实验或测量的每一次都可

以从包含 p 种可能实验的固定列表中选择: 我们的任务是找到测量的集合(总的)，使

得信息度最大。

令 mj 表示向选择值町的实验次数，因此有

刑1 + … 十 mp=m.

可以将误差协方差矩阵描述为

E= \艺叫
-1 -1 

= 1 2二 mjVjυ了
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这说明了误差协方差矩阵只和选择每种类型实验的次数(即 ml，… ，mp ) 有关。

基本的实验设计问题如下。给定可能的实验列表，即吨，…，句'以及总实验次数

m. 选择每种类型实验的次数，即 ml，… ， mp' 使得误差协方差 E 较小(在某种程度

上〉。变量 ml ，… ， mp 必须是整数，且它们的和为 m，即实验的总次数。实验设计问题

可以表述为如下优化问题
-1 

minimize (关于吨 ) E = I 汇叫Ujuf
j=] (7.23) 

subject to mi ;::::: 0, ml +… +mp=m 

m‘巳 Z，

优化变量为整数 m! ， … ， mp。

基本的实验设计问题 (7.23) 是半正定锥上的一个向量优化问题。如果某个实验设

计方案得到误差协方差 E. 而另一个方案得到垂.E 主 IE。那么第一种实验和第二种一

样好或者更好。例如，第一种实验设计方案的置信椭圆(转换到原点做比较)在第二种

实验方案的置信椭圆内。我们也可以说对任意向盘 q ， 第一种实验设计方案比第二种方

案能更好地估计 qT尘(即具有更小的方差).这是因为第一种实验设计方案估计 qTx 的

方差为 qTEq. 而第二种的方差为 qTËq。下面我们将会看到此问题的几种常见的标量

化形式。

7.5.1 松弛实验设计问题

当总的实验样本数 m 和 η 相当时，基本的实验设计问题 (7.23) 是一个复杂的组合

优化问题，因为在这种情况下， mi 都是小的整数。然而，当相对 n 而言 m 较大时，我

们可以通过忽略或松弛 mi 为整数的约束，来得到式 (7.23) 的一个较好的近似解。令

入也 = milm• 它表示 αi= 饨的实验次数与总的实验次数的比值，亦可以说是实验 4 的

相对频率。我们可以将误差协方差表示为儿的函数

E= 去(立λ向 (7.24) 

向量入 εRP 满足入兰 O. lTλ = 1，且每个 λz 都是 11m 的整数倍。忽略最后一个约束，

我们得到如下优化问题

-1 

minimize (关于 S~) E = (11m) I 汇入Jd
(7.25) 

subject to λ>- 0, lTλ = 1, 

其中变量 λεRP。为了和原始的组合设计问题 (7.23) 区别，我们称上述问题为松弛的

实验设计问题。松弛的实验设计问题 (7.25) 是一个凸优化问题，因为目标函数 E 是入

的一个 S~-凸函数。
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可以描述(组合)实验设计问题 (7.23) 和松弛问题 (7.25) 之间的联系。显然松弛问

题的最优值给出了组合优化问题的最优值的一个下界，这是因为组合问题包含一个附

加的约束。基于松弛问题 (7.25)，我们可以构造组合问题 (7.23) 的一个次优解。首先，

应用简单的取整(四舍五入〉我们得到

mi = round(m入小 i = 1,"',p. 

向量 λ 对应上述选择 m} ， … ， m p ' 

λi = (1/m)round(mλi) ， i=1 ,… ,p. 

向量 X 满足每个分量都是 1/m 的整数倍的约束。显然我们有 |λi - λ| 运 1/(2m) ，因此

当 m 较大时，入~夫。这意味着当 m 较大时，约束 lT>. = 1 近似满足，且立和 λ 对应

的误差协方差矩阵也近似相等。

我们也可以给出松弛实验设计问题 (7.25) 的另一个解释。我们可以认为向量

λE RP 定义了实验集叫，…，马上的一个概率分布。我们对 λ 的选择对应了一个随机

实验:每次实验时向等于町的概率为 λj 。

在本节的其余部分，我们只考虑松弛的实验设计问题，因此在讨论中省略修饰

词"松弛"。

7.5.2 标量化

作为半正定锥上的向量优化问题，实验设计问题 (7.25) 有几种标量化的形式。

D-最优设计

应用最广泛的标量化形式称为D蝴最优设计，在此设计问题中，我们极小化误差协

方差矩阵 E 的绝对值。即设计实验，极小化对应的置信椭球的体积(对一个给定的置信

水平〉。忽略 E 中的常数因子 1/m ， 并对目标函数求对数，可以得到如下优化问题

它是一个凸优化问题。

E-最优设计

minimize log det 

subject toλ 兰 0，

P 

LÀiViVt 

lTλ = 1, 

- 1 

(7.26) 

在E-最优设计中，我们极小化误差协方差矩阵的范数，即 E 的最大特征值。因为

置信椭球 ε 的直径(长半轴的两倍〉和 IIE II~/2 成正比，极小化 IIEII2 从几何上可以看
成极小化置信椭球的直径。 E-最优设计问题可以理解为对所有满足 IIqll2 = 1 的 q ， 极

小化 qTe 的最大方差。

E-最优实验设计问题为
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- 1 

IDllll日llze 三二 >"iViV[
i=1 2 

subject to 入主 0， lTλ = 1. 

目标函数是入的凸函数，因此这是一个凸优化问题。

E-最优实验设计问题可以转换为一个半定规划

优化变量 λE RP , tεR。

A-最优设计

ma.xl口lÍze t 
P 

subject to E二MduI 

λE二 0 ， lTλ = 1, 

. 373 . 

(7.27) 

在A-最优实验设计中，我们极小化 trE，即协方差矩阵的迹。此目标为误差范数

的平方的平均值，即

E I l ell~ = Etr(eeT
) = tr E. 

A-最优实验设计问题为

- 1 

日11m自llZC tr ( 2二 >"iViV[ (7.28) 

subject to 入 泣 。， 1 T入=1.

这也是一个凸优化问题。和 E-最优实验设计问题类似，上述问题也可以转化为一个半

定规划
. . 

l T u mlfimllze 
P 

subject to 
E二 λzud ek 

己二 0 ， k = 1,… ,n 

eI UK 

λ >- 0, 1 T入= 1, 

优化变量为也 εRn 和入 E RP，这里 ， ek 是单位向量，第 k 个元素为 1。

最优实验设计及对偶

三种标量化形式的拉格朗日对偶都有着有趣的儿何解释。

D-最优实验设计问题 (7.26) 的对偶问题可以描述为

maxirnize log det W + n log n 

subject to V[WVi ~ 1, i = 1,' . . ,p, 
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优化变量 W E sn ， 定义域为 s~+ (参见习题 5.10)。此对偶问题有着一个简单的

解释:最优解 W* 决定了一个以原点为中心，包含点叫，…，与的最小体积椭球

{x I XTW马~ 1} (亦可参见第 214 页的关于问题 (5.14) 的讨论)。根据互补松弛有

λ;(1 -ufw食的)=0， 4=1，…，ρ， (7.29) 

即最优实验设计仅仅使用了在最小体积椭球球面上的实验问。

E-最优和 A-最优设计问题的对偶问题可以类似理解。问题 (7.27) 和问题 (7.28) 的

对偶问题可以分别描述为

盯laxlmlzc trW 
subject to ufwut < 1, i=l … p (7.30) - ..., , 

讥f 〉 0，

和

日laxlmlze (tr W l/2)2 
(7.31) 

subject to vtWVi ~ 1, i=l … p , 'l'" 

两个问题中的优化变量都为 W E sn。在第二个问题中，有一个隐式的约束 Wε

S牛。 (参见习题 5.40 和习题 5.10. ) 

和 D-最优设计问题一样，最优解 W* 定义了一个包含点叫，…，吨的最小椭球

{x I xTW*x ~ 1}。此外 W食和 Y 满足互补松弛条件 (7.29)，即最优设计仅使用 W食

定义的椭球球面上的实验的。

实验设计的例子

我们考虑一个问题 ， x 巳 R2 ， P = 20.20 组备选测量向量向如图7.9中的圆圈所示。

原点用一个十字表示。
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图7.9 实验设计例子。 20 组备选实验向量用圆圈表示。 D-最优设计使用实圆圈标记的两个测

量向量，二者具高相等的权系数 λi = 0.5。椭圆是包含点屿，以原点为中心的最小面积椭圆。

D-最优实验只有两个非零的沁，如图7.9中的实圆圈所示。 E-最优实验有两个非零

的 λ毡，如图7.10中的实圆圈所示。 A-最优实验有三个非零的沁，如图7.11 中的实圆圈所

示。此外，我们还给出了对偶最优解 W* 对应的三个椭球 {x I xTW*x ζ1}。
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图7.10 E-最优设计利用两个测量向量。虚线是椭圆 {x I xTW*x ζ1} 的边界(部分)，其中

W* 是对偶问题 (7.30) 的解。
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图7.11 A-最优设计利用了三个测量向量。虚线是椭圆 {x I xTW*x 运 1} ，其中 W* 是对偶问

题(7.31)的最优解。

得到的三个90% 置信椭圆如图7.12所示，此外还有"均匀"设计的置信椭圆，此时所

有实验具有相等的权机 = 1/p。
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图7.12 D-最优设计， A-最优设计， E-最优设计以及均匀设计的 90%置信椭圆的形状。

7.5.3 扩展

原料限制

假设每一个实验都有一个成本句，可能表示选择实验的的经济成本，或者所需时

间。总成本，或需要的时间为(如果实验是顺序连续进行的)
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mlcl + …+ mpCp = 竹u;Tλ.

在基本实验设计问题中，我们可以对总成本添加一个线性不等式约束 ， mcTλζ B， 其

中 B 是预算。我们可以添加多个线性不等式约束，表示对多个资源的约束。

每次实验选择多个测量向量

我们也可以考虑一种推广，其中每次实验得到多个测量值。换言之，当我们进行一

次实验时，我们得到多个测量值。为了对这种情况进行建模，我们使用和之前一样的符

号，设均是 Rnxki 中的矩阵

中 [Uil ... U.仇 ] , 

其中 ki 是当进行实验 Vi 时得到的测量值 (标量〉 的个数。在这个复杂一些的问题中，

误差协方差矩阵的形式和基本实验设计问题中一样。

除了可以添加线性不等式约束表示对成本或时间的约束，我们还可以对同时得到

多个测量值的问题的成本或时间节省量进行建模。例如，假设同时得到实验。1 和 υ2

所产生的测量值(数值〉 的戚本比单独进行两个实验的成本之和更小。我们可以引入

矩阵 υ3

V3 = [ Vl υ2 ] 

并对单独得到第一个测量值，单独得到第二个测量值，同时得到两个测量值的实验分别

赋予成本 Cl' C2 和 C3 。

当我们求解实验设计问题时， λ1 给出了应当单独进行第一种实验的次数所占

总次数的比例， λ2 给出了应当单独进行第二种实验的次数的比例，入3 是应当同时

进行两种实验的次数的比例。 〈一般地，我们希望做出一种选择;我们并不希望得到

λ1 > 0， λ2> 0，且 λ3> 00) 

参考文献

ML 和 MAP 估计、假设检验以及检测在统计学、模式识别、统计信号处理以及通信的书中都

有提到:例如， Bickel 和 Doksum [BD77], Duda, Hart 和 Stork [DHS99], Scharf [Sch9日 ， 以及

Proakis [ProOl]o 

Hastie, Tibsi山ani 和Friedman [HTF01 , !ì4.4] 讨论了 Logistic 回归。第 341 页中提到的协方差

估计问题可以参见 Anderson [And70] 。

Chebyshev 不等式的扩展在 20 世纪 60 年代的研究较多，参见 Isii [Isi64] , Marshall 和 Olk泊

[M060] , Karlin 和 Studden [KS66, chapter 12] 等。它和半定规划的联系最近由 Bertsimas 和

Scthuraman [BSOO] 以及 Lasserre [Las02] 给出。

97 .5 中的术语(儿 • D- 和 E- 最优性〉是最优实验设计相关文献中的标准用语(如 Pukelsheim

[Puk93]) 0 Tittcrington [Tit75] 讨论了对偶 D-最优设计问题的几何解释。
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习题

估计

7.1 噪声服从指数分布的线性测量。当噪声服从指数分布时，求解 ML 估计问题 (7.2) .其中概

率密度分布为

其中 α> 00 

1 (1/α)e-z/a z 法 O
p(z) = < 

I 0 z < 0, 

7.2 ML 估计和 E∞·范数逼近。考虑第 338 页中的线性测量模型 ν = Ax + v. 噪声服从均匀
分布

I 1/(2α) Izlζα 
p(z) = < 

l 0 Izl >α. 

根据第 338 页中的例 7.1，任意满足 IIAx - vll∞《 α 的 z 是一个 ML 估计。

现在假设参数 α 未知，我们希望估计出 α 以及参数 u 证明通过求解下面的 t∞-范数逼近

问题可以得到 z 和 α 的 ML 估计，

minimize IIAx - vll∞， 

其中 α7 是 A 的行向量。

7.3 Probit 模型。假设 νε{0， 1} 是随机变量并可以由下式描述

r 1αTu+b+ υζO 
Y = 1 0 内 + b + v > 0, 

其中向量 uεRn 是解释变量向量 (和第 340 页中描述的Logistic 模型定义的一样).υ 是

Gauss 随机变量，均值为 0，方差为 10

给定数据对(叭，执) , i = 1,… , N， 将 α 和 b 的 ML 估计问题表述为一个凸优化问题。

7.4 多变量正态分布的协方差和均值估计。给定 N 组独立样本 Yl , Y2 ， … .VN ξRn，考虑估
计如下 Gauss 概率密度函数

PR.a(Y) = (2霄)-n/2 det(R)-1/2 exp( _(y _ α)TR-l(y _ α)/2) 

的协方差矩阵 R 和均值 α 的问题。

(a) 首先考虑当 R 和 α 没有附加约束的估计问题。令 μ 和 Y 是来样均值和协方差，定义

如下
. N . N 

μ= 方三二队， y= 古至(Vk - μ)(Yk 一 μ)T

证明对数似然函数

N 

l(R, a) = -(Nn/2) log(知) - (N /2) log dct R - (1/2)艺(队一 α)TR飞νk 一 α)
k = l 
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可以表述为

l川 =?(-n附叫一lω
利用上面的表达式证明如果 Y >- 0，那么 R 和 α 的 ML 估计唯一，并由下式给出

α皿1=μ， Rml = Y. 

(b) 对数-似然函数包括一项凸的项( - log det R )，因此不易看出来它是凹的。证明在区域
R -< 2Y 

内 ， l 是 R 和 α 的四函数。这说明只要包含凸约束 R ::s 2Y ， 即估计值 R 不超过无约

束 ML 估计值的两倍，我们可以利用凸优化方法同时求解 R 和 α 的1f约束 ML 估计。

7.5 Markov 链估计。考虑一个 Markov 链，状态个数为 η，转移概率矩阵 Pε Rnxn 定义为

Pij = prob(y(t + 1) = i Iν(t) = j). 

四

转移概率必须满足 Pij ) 0 及艺 Pij = 1, j = 1，…，饥。给定观测样本序列 y(1) = 

k1 ， ν(2) = k2…ν(N) = kn' 考虑估计转移概率的问题。

(a) 证明如果只3 没有其他的先验约束，那么 ML 估计是经验转移频率: Pij 是状态自 3
转移到 4 的次数与观测样本中状态 3 的个数的比值。

(b) 假设 Markov 链的一个平衡分布 p 己知，即向量 qεR:::' 满足 lTq = 1 和 Pq = q。证
明当给定观测序列及 q 的信息时，计算 P 的 ML 估计问题可以表述为一个凸优化问

题。

7.6 均值和方差的估计。考虑标准化的随机变量 X E R，概率密度为 p， 均值为 0，方差为 1 。

考虑由工的彷射变换给出的随机变量 ν = (x + b)/α，其中 α>0。随机变量 ν 的期望为
b， 方差为 1/α2。当 α 和 b 分别在 R+ 和 R 上变化时，相应地，通过对 p 进行伸缩和平移

得到一系列概率密度，每个对应不同的均值和方差。

证明如果 p 是对数-凹的，那么给定 u 的采样样本 ylγ·· ，队，求解 α 和 b 的 ML 估计是一

个凸问题。

作为一个例子，假设 p 是标准化的 Laplace 概率密度，即 p(z) = e42|，给出 α 和 b 的

ML 估计的解析解。

7.7 Poisson 分布的 ML 估计。设句， i =1，… ， n 是独立随机变量，服从如下 Poisson 分布

ρ-μt. ll k 

prob(Xi = k) = 气产，

其中，均值 μt 未知。变量 Xi 表示一定时期内饥种独立事件中某种发生的次数。例如，在
发射断层造影术中，它们可以表示 η 组发射源发射的光子的个数。

考虑设计- -个实验，确定均值凶。实验包含 m 个检测器。如果事件 4 发生，它可以由检测

器 j 以概率向t 检测到。假设概率 Pji 己知(其中的4 注 0 ， 2二 Pji ~ 1)。检测器 j 检测到

的事件总数用的表示，

约=三二胁， j=1 ,"',m 
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基于观测值的， j=1， ·， m，将估计均值的的 ML 估计问题表述为一个凸优化问题。

提示:随机变量 Yji 服从 Poisson 分布，其均值为向τ灿，即，

e-的·μ. (Piiμi)k 
prob(U34=k)=3 

k! 

如果 n 个独立的 Poisson 变量分别具有均值杠，…?儿，它们的和同样服从 Poisson 分布，

均值为 λ1 +… +λn O 

7.8 利用符号测量的估计。考虑如下测最模型

执= sign(α1.z+ bz+vz)， i = 1,… ,m , 

其中 x E RTt是待估计向盘， Yi ζ{-1 ， 1} 是测量值。向量 αi E RTt和实数 bi E R 己知，均

是 UD 噪声，其概率密度函数是对数.凹的。(可以假设事件 α72+bt+句 = 0 不会发生。)
证明劣的最大似然估计问题是一个凸优化问题。

7.9 传感器非线性未知的估计问题。考虑如下测量模型

切 = f(afx + 仇 +Vi) ， i=1,…, m , 

其中 zεRn 是待估计向盘， Yi ζR 是测量值， αi E Rn ，马 E R 已知t Vi 是 IID 噪声，概

率密度函数是对数·凹的。函数 f: R→ R 表征了测量非线性，它是未知的。然而，对所有

t 有 f'(t) ε !l ， u] ， 其中 O<l< 也是给定的。

如何利用凸优化方法得到 z 以及函数 f 的最大似然估计? (这是一个无限维的 ML 估计问

题，但是在此问题的求解和说明中可以非正式描述。〉

7.10 Rk 上的非参数分布。考虑随机变量尘 ε Rk ， 它的取值集合为有限集 {α1，… ， Qn} ' X 服
从如下分布

Pi = prob(x =α斗 ， i=1,"',n. 
证明 X 的协方差的一个下界约束

是 p 的凸约束。

最优检测器设计

s ~ E(X - EX)(X - Exf 

7.11 随机检测器。证明任意随机检测器可以表述为一系列确定性检测器的凸组合:即如果

T = [t1 t2 ... t队n ] εE Rm 

满足 t乌k ~兰: 0 且 lT
、

t"， = 1，那么 T 可以表述为

T = fhT1 十 "'+()NTN ，

N 

其中只是一个 0-1 矩阵，每列只有一个元素为 L fh 法 0 ， E ()i = 1。需要的确定性检测
也=1

器的个数 N 的最大值是多少?

我们这样理解这个凸分解问题。随机检测器可以由 N 个确定性检测器来实现。当有观测

值 X = k 时，估计器以概率 prob(j = i) =仇在集合 {1，… ， N} 中随机选择一个指标，

然后应用确定性检测器巧。
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7.12 最优动作。在检测器设计中，给定矩阵 PεRnxm (它的每一列是概率分布)，设计矩阵

TεRmxn (它的每一列也是概率分布)，使得 D=TP 的对角线元素较大 (非对角线元

素较小〕。在本问题中我们考虑对偶问题:给定 p， 寻找矩阵 S E R mxn (它的每一列亦

是概率分布〉使得 b = PSeRn×n 具有大的对角线元素 (小的非对角线元素〉。具体而
言，优化目标为最大化 b 的对角线上的最小元素。

可以将这个问题这么理解。有 n 种结果，由 (随机的) m 个输入或我们采用的动作决定，

即: Pij 是采用动作)，结果 t 发生的概率。我们的目标是找到一个 〈随机)策略，尽可能

使得任意设定的结果发生。策略由矩阵 S 给出 : Sji 是我们采用动作 j 并希望结果 i 发生

的概率。矩阵 b 给出了动作错误概率矩阵:b4j 是当我们希望结果 j 发生而结果 t 发生
的概率。特别地， bts 是我们希望结果 4 发生而其确实发生了的概率。

证明这个问题有一个简单的解析解。证明 (不同于相应的检测器问题〉总有一个确定性的

最优解。

提示:证明问题对 S 的各列是可分的。

Chebyshev 界和 ChernofT界

7.13 有限集上的 Chebyshev-类型不等式。设 X 是随机变量，在集合 {α1 ，的，… ， αm} 中取
值，令 S 是 {α1，… ， am} 的一个子集。 X 的分布未知，但是 n 个函数 h 的期望值
己知:

考虑如下线性规划

E t.(X) = 仇， i = 1,… ,n 

自lmlffilze

subject to 

XO + LbiXi 

xo+ 汇Ii(α)Xi 剖，

xo +艺 !i(α)x. 川，

(7.32) 

α E S 

α~ S, 

其中变量为 xo ， …，凡。证明对所有满足 (7.32) 的分布，此线性规划问题的最优值构成了

prob(Xε S) 的一个上界。证明总是存在一个分布达到上述上界。



8 几何问题

8.1 向集合投影

在范数 11 . 11 意义下，点 Xo ε Rn 到闭集合 CÇRn 的距离定义为

dist(xo , C) = inf{llxo - xll l x E C}. 

这里的极小总是可达的。我们称 C 中每一个最接近町的点 z， 即满足 Ilz - xoll = 

dist(町， C) ， 为 z。在 C 上的投影。一般地， x。在 C 中可能有多于一个的投影，即 C

中有多个点都最接近 Xo 。

在一些特殊情况下，我们可以知道点向集合的投影是唯一的。例如，如果 C 是闭且

凸的，而范数严格凸(例如， Euclid 范数)，那么，对于任意向，正好存在一个 zεC 与

笃。最接近。作为一个有趣的逆命题，我们有下面的结果:如果对于每一个句，在 C 中

都只有唯一的 Euclid 投影，那么 C 是闭和凸的(参见习题 8.2) 。

我们用符号 Pc: Rn → Rn 表示函数: Pc(xo) 为笃。在 C 上的投影，即对于所有

xo' 
Pc{xo) ε C， Ilxo - Pc(xo) 11 = dist(町，C) 

换言之，我们有

Pc(xo) = argmin{ llx 一句 1 1 1 x ε C}. 

我们称 Pc 为向 C 的投影.

f91J 8.1 向 R2 中单位矩形的投影。考虑 R2 中的单位矩形〈的边界)，即 C = {x ε 

R2 111x ll∞ = 1}。我们取 Xo = O. 

在 f1 -范数下， (1 ， 0) 、 (0，一 1) 、 (-1 ， 0) 和 (0 ， 1) 四个点最接近 Xo = 0，其距离为1，因此，

在白，范数下，我们有 dist(句 ， C) = 1. 相同的结论对 f2-范数也成立。

在 t∞"范数下， C 中所有点均处在与 Xo 距离为 1 的位置上，并且 dist(句) C) = 1. 

例 8.2 向秩为 k 的矩阵投影。考虑秩小于或等于 k 的 mxn 矩阵集合，

C = {XERm阳 I rankX 延时，
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其中 k ~ min{m，叶，并令 Xo ζ Rmxn。我们可以通过奇异值分解，在(谱或最大奇异值〉
范数 11 . 112 下找到 Xo 向 C 的投影。令

Xo = 艺σsuzvf
i=l 

min{k ，γ} 

为 Xo 的奇异值分解，其中 r = rankXo。那么，矩阵 y= 汇 叫Utuf 是 Xo 向 C 的

投影。

8.1.1 点向凸集投影

如果 C 是凸的，那么，我们可以通过凸优化问题计算投影 PC(xo) 及距离

dist(町 ， C)。我们将集合 C 表示为一组线性等式和凸不等式，

Ax = b, 

然后通过求解关于变量 z 的问题

. . . 
口llnlIDlZe

subject to 

fi(x) 运 0， i = 1，…，用，

Ilx - xoll 
fi(x) ζ0， 

Ax = b, 
i = 1,…, m 

(8.1) 

(8.2) 

找到 Xo 向 C 的投影。当且仅当 C 非空时，这个问题可行;当它可行时，其最优值为

dist(句 ， C) ， 并且任意最优解都是 xo 向 C 的投影。

多面体上的 Euclid 投影

xo 向由线性不等式 Ax 主 b 描述的多面体上的投影可以通过求解二次规划

. . Ilx - xoll~ 口lmlIDlze

subject to Ax 主 b

得到。一些特殊情况有简单的解析解。

• x。在平面 C = {x I aT x = b} 上的 Euclid 投影由

PC(xo) = xo + (b - aT xo)α/11αII~ 

给出。

• x。在半空间 C= {x IαTX 运的的 Euclid 投影由

PC(xo) = 

给出。

Xo + (b 一 α，Txo)α/11αII~αTXO > b 

xo αTXO ~ b 
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• X。在矩形 C = {X Il -< X 二三也} (其中 l -< U) 上的 Euclid 投影由

lk XOk ~ lk 

岛(XO)k = ~ XOk lk ~ XOk 们k
Uk XOk 二~ Uk 

给出。

正常锥上的 Euclid 投影

用 X = PK(XO) 表示点笃。在正常锥 K 上的 Euclid 投影。

. . . 
IIx - xo"~ mml虹llze

subject to X >-K 0 

的 KKT 条件由

2 己二K 0, X - Xo = Z, Z 己二K.O， ZT♂ = 0 

给出。引入记号 X+ = X 和 ι = Z ， 我们可以将这些条件表述为

劣。 = X+ - X_ , X+ >- K 0, X_ 兰K* 0, xIx- = o. 

换言之，通过将 Xo 向锥 K 进行投影，我们将其分解为两个正交的元素之差:一个关于

K 非负(并且是笃。在 K 上的投影)，而另一个关于 K* 非负。

一些特殊的例子:

·对于 K = R~，我们有 PK(XO)k = max{XOk， O}。通过将每个负分量替换为 0，可

以找到向量向非负象限的 Euclid 投影。

·对于 K = S~ 和 Euclid (或Frobenius) 范数 11 . II F' 我们有 PK(XO) = 

L: max{O，沁}υ抖了，其中 XO =艺 λ内uf 为 Xo 的特征值分解。为了将一个

对称矩阵向半正定锥投影，我们将其进行特征值展开，然后舍弃与负特征值相关

的项。这个矩阵同时也是在乌-或谱范数下向半正定锥的投影。

8.1.2 将点与凸集分窝

设 C 是由等式和不等式 (8.1) 描述的闭凸集。如果 Xo ε C ， 那么 dist(句 ， C) = 0 

并且问题 (8.2) 的最优点即是句。如果 Xo f/. c， 那么 dist(句 ， C) > 0 并且问题 (8.2)

的最优值为正。在这种情况下，我们将看到任意对偶最优解提供了一个点 Xo 与集合 C

的分离超平面。

(当点不属于集合时)将点向凸集投影与寻找分离它们的超平面之间的联系应当不

令人惊讶。事实上，我们在 g2.5.1 中给出的超平面分离定理的证明即有赖于找到两个集
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合之间的 Euclid 距离。如果 PC(xo) 表示 Xo 向 C 的 Euclid 投影，其中 Xo fi C，那么
超平面

(PC(xo) - xof(x - (1/2)(xo + PC(xo))) = 0 

将 Xo 与 C(严格地〕分离，如图 8.1 所示。对于其他范数， Lagrange 对偶是投影问题

与分离超平面问题之间最清晰的联系。

.2b 
, , , , , 

, , , , , ' 

PC(2b) 
C 

图 8.1 点 Xo 向凸集 C 的 Euclid 投影 Pc(xo)。两者之间具有法向量 Pc(xo) - Xo 的超平面

严格地将点与集合分离开。这个性质对于一般的范数并不成立，参见习题 8.4。

首先将 (8.2) 表示为

minimize 11 ν11 

subject to fi(X) ζ0， 

Ax=b 

4=1,…, m 

Xo - x = y , 

其变量为 2 和 ν。这个问题的 Lagrange 为

L(x， y， À ， μ ， ν) = 11ν1I +艺 λih(x) + vT(Ax- 的 +μT(XO - X - y) , 
i=l 

对偶函数为

g(λ， μ， ν)= 
infx (LÀi!i(X) + vT(Ax - b) 十 J.J7 (xo - x) 

i=l 

11μ11*ζ1 

其他情况-00 

于是，我们得到对偶问题

i= l 

maximize J..LT Xo + inιl 汇入i/i(X) + vT (A31 - b) - J..LT X 

subject toλ 泣 。

I1μ 11 * ~ 1, 
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其变量为 λ、 μ、 ν。对于这个对偶问题，我们可以解释如下。设 λ、 μ 、 ν 对偶可行并且

具有正的对偶目标值，即 λ 泣。， 11μ11 *运 L 并且对于所有 ι

甘B

μT Xo - J-LT X +艺λili(x) + vT(Ax - b) > 。
i=l 

这表明对于 2εC 有 μTXO > μTX ， 因此， μ 定义了一个严格的分离超平面。特别地，

假设 (8功严格可行，强对偶成立。如果 Xo rt. c，其最优解是正的，并且任意对偶最优

解定义了一个严格分离超平面。

注意，通过对偶构造分离超平面的方法对任意范数有效，但前述这种简单的构造仅

仅针对 Euclid 范数。

将点与多面体分离

口11m日llze lIyll 
subject to Ax 二~b

xo-x = ν 

的对偶问题是
maxumze μTXO - bT入

subject to ATλ = μ 

11μ 11 * ~ 1 

入〉 O.

可以进一步简化为

口laxlmlze (Axo - b)Tλ 

subject to IIATλ11. 运 1

λ 〉-O.

容易验证，如果对偶目标是正的，那么 AT入是分离超平面的法向量:如果 Ax 主 b， 那

么

(ATλfx= λT(Ax) 运 λTb < λT Axo 

因此， μ = ATλ 定义了一个分离超平面。

8.1.3 通边示性函数和支撑函数的投影与分离

可以将 38. 1. 1 和 38. 1 .2 所描述的想法表示在紧凑形式中，这需要利用集合 C 的示

性函数 lc 和支撑函数 Sc ， 定义为

Sc(x) = supxT y , 
y巳C

lc(x) = 

将 Xo 向闭凸集 C 投影的问题可以紧凑表示为

o x ξC 

+∞ x rt. c. 
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minimize Ilx - xoll 

subject to lc(x) ζ0， 

或者，等价地，

minimize 11ν 11 

subject to Ic(x) 运。

Xo - x = y , 

其中变量为 z 和 ν。这一问题的对偶函数为

g(zj) =FJOWlH λIc(x) + ZT(笃。 一土 - y)) 

ZT劣。+ inf x (一 zT劣 + IC(x)) Ilz lI.. ~ 1， 入》。

一∞ 其他情况

ZT Xo - Sc(z) IIz lI*运 1 ， 入注。

一∞ 其他情况

因此，我们得到对偶问题

maximize zT X。 一 Sc(z)

subject to Ilz l l* 运 1.

如果 z 对偶最优井有正的目标值，那么，对于任意 x E C，都有 ZTXO > zTx ， 即 z 定义

了一个分离超平面。

8.2 集合间的距离

范数 11 . 1 1 意义下，两个集合 C 和 D 之间的距离定义为

dist(C,D) = inf{11♂- ylll x E C , Y ε D}. 

如果 dist(C， D) > 0，那么两个集合 C 和 D 不相交。如果 dist(C， D) = 0 并且定义中

的极小是可达的(例如，一种情况是如果集合是闭的，并且其中一个是有界的)，那么它

们相交。

集合间的距离可以用点到集合的距离进行表示，

dist(C, D) = dist(O, D - C) , 

因此，可以应用前一节的结论。但是，本节将对集合间距离的问题针对性地推导出一些

结果。这将使得我们可以深入研究集合 C - D 的结构并使之更加容易理解。
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8.2.1 计算凸集间的距离

设 C 和 D 由两个凸不等式组描述，

c = {x lfi(x) ~ 0, i = 1,…, m} , D = {x 1 9i (x) ζ0， i = 1,… ,p }. 

(可以包含线性等式，但为简单起见，在这里忽略它们。〉我们可以通过求解下述凸规划

问题找到 dist(C, D). 

多 lii体间的 Euclid 距离

minimize 11劣 - y ll

subject to fi(X) 运 0，

gi(Y) ζ0， 

i = 1,…,m (8.3) 

i = 1,… , p. 

令 C 和 D 是分别由线性不等式 A1x 兰的和 A2X 二三 b2 描述的两个多面体。 C

和 D 之间的距离是最接近的一对点之间的距离，其中一个在 C 中，另一个属于 D， 如

图 8.2 所示。它们之间的距离是问题

minimize Ilx - YI12 

subject to A1x 二三 b1 

A 2y 二三 b2 

的最优值。我们可以将目标函数平方以得到等价的二次规划。

, , 

, , , 

, , 

(8.4) 

图 8.2 多面体 C 和 D 之间的距离。虚线连接了分别处于 C 和 D 之间的两点，它们是在

Euclid 范数下最为接近的。这些点可通过求解二次规划得到.

8.2.2 凸集分离

对于寻找两个凸集间距离的问题 (8.3) 的对偶问题，我们可以基于集合间的分离超

平面给出有趣的几何解释。首先将问题表述为下面的等价形式:

minimize 11ω11 

subject. to fi(x) ~ 0, 

9i(Y) ζ0， 

x- ν=til-

4=1,…,m 
(8.5) 

i = 1,… ,p 
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对偶函数为

i=l i=l 

9(λ， zζ， μ) = in 
X，l白I，W

1 1叫i 十 三二 Ài!i(X) +汇μi9i(ν) + ZT(X 一 ν 一 ω)

infx IεM附
i=l / \i=l 

一00

从而可以得到对偶问题

. . 
infx I 乞A忡口laxJ.虹llze

i=l i= l 

subject to IIz ll * 运 1

λ2二 0， μ 主 O.

8 几何问题

Ilzll* ~ 1 

其他情况，

(8.6) 

我们可以从儿何角度将其解释如下。如果 λ 、 μ 是具有正目标值的对偶可行解，那么，

对于所有 2 和 y ，

三二 λili(x) + ZTX+ ~二 μi9i(Y) 一 ZTν>0
i=l i=l 

特别地，对于 2εC 和 νε D， 我们有 ZTX - zTy > 0，由此可以看出 z 定义了一个严

格分离 C 和 D 的超平面。

所以，如果问题 (8功和 (8.6) 之间的强对偶性成立(也就是当 (8.5) 严格可行时) , 

我们可以得到下面结论。如果两个集合之间的距离是正的，那么它们可以被超平面严格

地分离。

多面体分离

将这些对偶理论应用于由线性不等式 A1x -(的和 A日 三 b2 定义的集合时，我们

可以得到对偶问题

maximize -brλ-bZμ 

subject to Arλ + z=o 

AZμ - z=o 

IIzlI* ~ 1 

入 2二 0 ， μ>- O. 

如果入、 μ 和 z 对偶可行，那么，对所有 zε C， yE D 都有

ZTX = 一λTA1x ~主一λTb1 ， ZTy = μT A2X ~二 μTb2 ，

并且，如果对偶目标值是正的，那么

ZTX _ zTy ~ -λTb1 - μTb2 > 0, 

即 z 定义了一个分离超平面。
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8.2.3 利用示性函数和支撑函数的距离和分离

利用示性函数和支撑函数，可以将在 98.2 . 1 和 98 .2 .2 中讨论的想法表示为紧凑形

式。寻找两个凸集之间距离的问题可以表述为凸问题

它等价于

这个问题的对偶是

. . 
mllllmlze 

subject to 

IIx - y lI 

Ic(x) ~ 0 

ID(Y) ~ 0, 

minimize 1 1叫|

subject to Ic(x) ζ0 

ID(ν) 运。

x 一 ν= 也}.

maximize -8c( -z) - 8D(Z) 
subject to IIzll* ~ 1. 

如果 z 对偶可行并具有正的目标值，那么 8D(Z) < -8c( -z) ， 即

sup zT X < inf. zT x. 
zεD zec 

换言之， z 定义了一个严格分离 C 和 D 的超平面。

8.3 Euclid 距离和角度问题

设 α1，…，向为 Rn 中的一个向量集合 ， (此处)我们假设己知它们的 Euclid 长度

h = 11叫12，…， ln = 11αn 112' 

我们称这个向量集合为配置，或者 . 当它们独立时，称为基。在本节中，我们考虑关于

配置的各种儿何性质的优化问题，例如，向量间的 Euclid 距离，向量间的角度以及基的

条件的各种儿何度量。

8.3.1 Gram 矩阵与可实现性

长度、距离和角度可以用关于向量句，…，队的 Gram 矩阵进行表达。 Gram 矩

阵由

G = AT A , A = [α1αn ] 

给出，因此， Gij = α7α'jo G 的对角元素为

G饥=斤， t=1，·，η，
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此处假设它们是己知和固定的。向和 α3 之间的距离 dij 是

dij = 11αz 一句 112

反之，也可以将 Gij 用 ~j 表示为

=(lf +与一 2α了句)1/2

= (lr + 号 -2G43)1/2.

G q-t?÷l?-dL 
一-

叼 2

为后续讨论，我们在这里指出 ， Gij 是饨的仿射函数。

(非霉的)向和 αJ 之闰的榈关系数 ρtJ 由

αTα''; Gi.; 

ρij = TIαt||j||αj 112 = lil~ 

8 几何问题

给出，因此， G ij = lilj向是向的线性函数。(非零的)向和 α3 之间的角度 8ij 由

8ij = arccosρη= arccos(Gij/(l山))

给出，其中我们取 arccosρε[0，叶。所以，我们有 Gij = lilj COS 8ij 。

长度、距离和角度在正交变换下不变:如果 Qε R1l xn 是正交的，那么向量集合

Qα1，…， Qαn 具有同样的 Gram 矩阵，因此，也有相同的长度、距离和角度。

可实现性

当然， Gram 矩阵 G = ATA 是对称和半正定的。其逆命题是线性代数的一个基

本结论:矩阵 Gε sn 是一个向量集合 α1，…，句的 Gram 矩阵的充要条件是 G>二 0。

当 G~二 0 时，我们可以通过寻找满足 ATA=G 的矩阵 A 构造一个以 G 为 Gram 矩

阵的配置。这个方程的一个解是对称平方根 A = Gl/2。当 G>-O 时，我们可以通过 G

的 Cholesky 因式分解找到这样的解:如果 LLT = G，那么可以取 A =LT。而且，通

过正交变换，可以从一个己知解构造出给定 Gram 矩阵 G 的所有配置:对于任意满足

ÃTÃ=G 的解，都有正交矩阵 Q 使得 A z QA。

所以，一个长度、距离和角度(或相关系数)集合可实现，即它们是某些配置(的

长度、距离和角度)的充要条件是，相关的 Gram 矩阵 G 半正定并具有对角元素

lr ， … ， l~ 。
我们可以利用这一事实将一些几何问题表述为以 Gε sn 为优化变量的凸优化问

题。可实现性要求 G 主 0 及 Gii = 碍， i = 1，…， η: 我们在下面列出其他一些凸的约束

和目标。



8.3 Euclid 距离和角度问题 . 391 . 

角度与距离约束

可以通过线性等式约束 Gij = lilj cosα 将角度固定为定值 eij = α。更一般地，可

以对角度规定上下界:αζ Oij ζβ，这通过约束

lilj cosα;;::: Gij 注 lilj cosβ 

做到，这是对 G 的一对线性不等式约束。(这里我们用到了缸CCOS 是单调减函数的

性质。〉我们可以通过极小或极大化 Gij 来极大或极小化特定的角度。ij (再次利用了

arccos 的单调性)。

通过类似的方法，我们可以对距离添加约束。要求 dij 处于一个区间，我们使用

dmin 

白d4也ι2Lμm ζUdld? 十叶l号; 一 2叭Gi仇g材j ~ dιLμ阻, 

这是关于 G 的一对线性不等式。极小或极大化一个距离，我们可以极小或极大化其平

方，那是 G 的一个仿射函数。

作为一个简单的例子，设给定某些角度和距离的范围〈例如，可能取值的区间)。于

是，我们可以通过求解两个半定规划 CSDP)，在所有配置中找到其他某些角度或距离

的最小和最大可能值。我们可以通过将得到的最优 Gram 矩阵进行分解，重构出两个极

端配置。

奇异值与条件数约束

A 的奇异值 σ1 注…注 σn 是 G 的特征值 入1 ;;:::…注凡的平方根。所以， σ? 是 G

的凸函数而 σ2 是 G 的凹函数。因此我们可以规定 A 的最大奇异值的上界，或极小化

它;我们也可以规定最小奇异值的下界，或极大化它。 A 的条件数 σI!an 是 G 的拟凸

函数，因此我们可以规定它的最大允许值，或者通过拟凸优化，在满足其他几何约束的

所有配置中极小化它。

粗略地，我们可以向 G 添加凸约束以要求句，…，向成为一个良态基。

对偶基

当 G >- 0 时， α1，…，向构成 Rn 的一个基。与其相关的对偶基为此…，队，这里

b'!' a. = J 1 i = j α。=
• J 10 i =j止 J.

简单地，对偶基向量是矩阵 A-1 的行。一个结果是，对应于对偶基的 Gram 矩阵为

c-1 。

我们可以将对偶基的一些几何条件表示为 G 的凸约束。对偶基向量的〈平方〉长度

Ilbill~ = e[G-1向

• 
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是 G 的凸函数，因此可以被极小化。 G 的另一个凸函数 G-1 的迹给出了对偶基向量的

平方和(这是良态基的另一种度量〉。

椭球和单纯形体积

椭球 {Au I 11也112 运 1} 的体积

γ(det(AT A))1/2 = γ(det G)1/2 , 

给出了基良好程度的另一种度量，其中 γ 为 Rn 中单位球的体积。因此，体积的对数为

logγ+ (1/2) log det G， 这是 G 的一个凹函数。所以，我们可以通过极大化 logdetG，

在配置的凸集中极大化这个镜像椭球的体积。

对于 Rn 中的任意集合有类似的结论。在 A 的镜像下的体积是其体积乘以系

数 (det G)1/2。例如，考虑单位单纯形 conv{O， el ,… , en} 在 A 下的镜像，即单纯形

conv{O，例，… ， an}。这个单纯形的体积由宇(det G)1/2 给出，其中守为 Rn 中单位单

纯形的体积。我们可以通过极大化 logdetG 来极大化这个单纯形的体积。

8.3.2 仅关注角度的问题

设我们仅仅关心向量之间的角度(或者相关系数)，而不在意长度或它们之间的距

离。在这种情况下，直观易见，我们可以简单地假设向量具有长度 li = 1。可以很容易
地验证: Gram 矩阵具有 G = diag(l)C diag(l)的形式，其中 i 为向量的长度， C 为相

关矩阵，即 Qj=cosoij。继而可知，如果对于任一正长度集合有 GE二 0，那么对于所

有正长度集合均有 G~二 0。特别地，当且仅当 C 兰 o (这等同于假设所有长度均为一)

时，这种情况发生。因此，角度集合 (hj E [0，叶 ， i , j = 1，… ， n 是可实现的，当且仅当

C~二 0。这是一个关于相关系数的线性矩阵不等式。

作为一个例子，假设给定一些角度的上下界(相当于规定相关系数的上下界〉。于

是，我们可以通过求解两个 SDP，在所有配置中找到其他角度的最大、最小可能值。

例8.3 对相关系数定界。考虑 R4 中的一个例子，给定

0.6 ~二 P12 ~ 0.9 , 0.8ζρ13 运 0.9 ，

0.5ζ P24 运 0.7 ， -0.8 运 ρ34 ~三 -0.4.
(8.7) 

为求取 ρ14 的最小和最大可能值，我们求解两个 SDP

minimize/maximize ρ14 

subject to (8.7) 
F 

1 ρ12 ρ13 ρ14 

ρ12 1 ρ23 ρ24 
|> 0,

1 ρ13 ρ23 ρ34 

ρ14 ρ24 ρ34 1 

• 
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其变量为 ρ12 ， ρ13 ， P14 , P23 , P24 , P34 0 最小、最大值(精确到小数点后两位〉为一0.39 和 0.23.

相应的相关矩阵为
F 

1.00 0.60 0.87 - 0.39 1.00 0.71 0.80 0.23 

0.60 1.00 0.33 0.50 0.71 1.00 0.31 0.59 

0.87 0.33 1.00 一0.55
, 

0.80 0.31 1.00 - 0.40 

- 0.39 0.50 -0.55 1.00 0.23 0.59 -0.40 1.00 

8.3.3 Euclid 距离问题

在 Euclid 距离问题中，我们仅仅关心向量之间的距离也J' 而忽略向量的长度和

它们之间的角度。当然，这些距离在正交变换下并不是不变的，但是在下面这种变换下

不变:对于任意 bεR吭，配置句 =α1 + b,… ,ãn = αn+ b 与原配置具有相同的距离。

特别地，选择

b = -(1/η)艺αi =-(协)Al ，
i=l 

我们可以看出函与原配置具有相同的距离，同时满足艺LIae=0。继而，在 Euclid 距

离问题中，我们可以不失一般性地假设向量句，…，向的平均值为零，即 Al =0。

通过将长度(它无法出现在 Euclid 距离问题的目标和约束中)作为优化问题中的

自由变量，我们可以求解 Euclid 距离问题。这里我们需要:存在距离为向注 0 的配置

的充要条件是，存在长度儿 , Zn 使得 G >- O. 其中 Gij = (可 +l?-4)/2。

将 zεRn 定义为 Zi = 号，将 D E sn 定义为 Du=dL(当然， Dii = 0)。对于长

度选择的条件 G 主 O 可以被表述为

G = (zlT + lzT 一 D)/2 泣。对某些 z 泣。， (8.8) 

这是 D 和 z 上的线性矩阵不等式。具有非负元素、零对角线并且满足 (8.8) 的矩阵

D E sn 被称为 Euclid 距离矩阵。一个矩阵是 Euclid 距离矩阵，当且仅当其元素是某

些配置向量问距离的平方。(给定一个 Euclid 距离矩阵 D 和相关的长度平方向量 z，

我们可以用上述办法重构出一个或全部具有给定距离的配置。〉

条件 (8.8) 等价于一个更简单的条件:D 在 1.l上半正定，即

(8.8) 但=争 uTDu ~ 0 对所有满足 lTu=O 的 u

仨导 (1 一 (1/η)l1T)D(1 一 (l/n)l1T) 二三 O.

这一简单的矩阵不等式和 Dij 注 0 ， Dii = 0 是 Euclid 距离矩阵的经典特征。为看出这

个等价性，回顾我们的假设 Al = 0，这表明 lTGl = l T AT Al = 0。继而 G~二 0，当且

仅当 G 在 1土上半正定，即
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。三 (1 一 (1/π) l1T)G(I 一 (1/η) l1T)

= (1/2)(1 一 (l/n)UT)(zlT + l zT 
- D)(I 一 (ljn) l1T)

=一(1/2)(1 一 (l/n)l1T)D(I 一 (1/η) l1T) ，

这是简化了的条件。

总结起来，矩阵 D E Sn 是一个 Euclid 距离矩阵(即给出了 Rn 空间 η 个向量的

集合中的平方距离)的充要条件是

Dii = 0, i = 1,… ,n , D ij ~ 0, i , j = 1,…, n , 

(I 一 (1/η) l1T)D(I 一 (l/n)l1T) 三 O.

这是线性等式、线性不等式加上 D 上的线性矩阵不等式。因此，我们可以将在平方距

离下凸的 Euclid 距离问题表示为以 Dεsn 为变量的凸问题。

8.4 极值体积椭球

设 C 二 Rn 有界并且内部非空。本节将考虑寻找 C 中的最大体积椭球和覆盖 C 的

最小体积椭球的问题。这两个问题都可以建模为凸优化问题，但只在特殊情况下易解。

8.4.1 Löwner-John 椭球

包含集合 C 的最小体积椭球被称为集合 C 的 Löwner-John 椭球，记为 &lj。为

方便描述 εlj 的特征，将一般的椭球参数化为

ε = {v 1 IIAv + bl12 ~ 1 }, (8.9) 

即 Euclid 单位球在仿射映射下的原象。可以不失一般性地假设 A E S++，此类情况

下， ε 的体积正比于 det A-1 0 计算包含 C 的最小体积椭球的问题可以表述为
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(8.10) 

其中的变量为 AεSn 和 bεRn，并且有一个隐含的约束 A>-O。目标和约束函数均是

A 和 b 的凸函数，因此问题 (8.10) 是凸的。但是， (8.10) 中约束函数的计算涉及凸极

大化问题的求解，只在一些特定情况下是容易的。

覆盖有限集合的最小体积椭球

我们考虑寻找包含有限集合 C = {Xl ,… ,Xm} C Rn 的最小体积椭球的问题。一

个椭球覆盖 C 当且仅当覆盖其凸包，因此寻找覆盖 C 的最小体积椭球等价于寻找包含

多面体 conv{町，… ， Xm} 的最小体积椭球。应用 (8.10)，我们可以将此问题写为
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minimize log det A -1 

subject to IIA叫+ bll2 ::;; 1, i = 1,…, m , 
(8.11) 

其变量为 A E sn 和 bε Rn ， 并且有隐含约束 A>-O。范数约束 IIA问+ bl12 运 Li=

1，…， m 是变量 A 和 b 的凸不等式。它们可以被替换为平方的形式， IIAxi 十 bll~ζL

这是 A 和 b 的凸二次不等式。

覆盖椭球并集的最小体和、椭球

对于由二次不等式定义的特定集合 C，也可以有效计算其最小覆盖椭球体积。特别

地，可以计算一些椭球的井集或其和的 Löwner-.John 椭球。

作为一个例子，考虑寻找最小体积椭球以包含白，… ，t:m (因此，也包含其并集的

凸包〉的问题。椭球白，…， t:m 由(凸〉二次不等式描述为

马 = {x I xT AiX + 2bT x + ci 运。}， 4=1,…, m , 

其中 Ai E s~+。我们将椭球t:lj 参数化为

εü={xI IlAx 十 bl12ζ1}

= {x I xT AT Ax + 2(ATb)T x + bTb-1 运 O}，

其中 A E Sn , b εRn。现在利用 ~B.2 中的结果，即马 Eεlj 的充要条件是，存在 T 注。

使得
A2-TA. Ab-Tb; 

二 ~~_. . , I 主 O.

(Ab - Tbi)l. l)1b - 1 - TCi 

t:lj 的体积正比于 detA- 1 ，因此，我们可以通过求解下面的问题寻找包含白，… ，t:m 的

最小体积椭球，

minimize log det A-1 

subject to Tl ~ 0，… ， Tm 注。

A2 - TiAi Ab-7￥bi 
(Ab 一 ηbi)T bTb - 1 一 ηα

-< 0, i = 1,… ,m , 

或者，将变量 b 替换为 b = Ab，
. . . log detA-l 口l1llimlZe

subject to 712E0，… ， Tm 注。

A2 一 ηA48 - ηbi 0 

(8 一 7向)T -1- 7￥ci F -< 0, i = 1,… ,m , 
o b _ A2 

它关于变量 A2 εsπ ， 8， T1，… ， Tm 是凸的。
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Löwner-John 椭球逼近的效牟

令马是有界且内部非空的凸集 CCR7l.的 Löwne卜John 椭球， Xo 是其中心。如

果我们将 Löwner-John 椭球向其中心收缩比例 η，我们可以得到一个位于 C 中的椭

球:

Xo + (l/n)(EIj - XO) C C C Elj. 

换言之， Löwner-John 椭球用仅与维数 n 相关的比例逼近了任意一个凸集合。图 8.3

展示了一个简单的例子。

图 8.3 外面的椭圆是 Löwner-John 椭球，即围住町，…，均(由点表示〉及多面体

P = conv{Xt ,…, X6} 的最小体积椭球的边界。小一些的是 Löwner-John 椭球按比例 n=2

向中心缩小所得的椭球的边界。可以保证，这个椭球位于?的内部。

没有对 C 的附加假设，无法改进比例 1/η。例如， R饵中的任一单纯形具有这样的

性质，即其 L仇wner-John 椭球必须以比例 η 收缩，才能够进入其中(参见习题 8.13) 。

对于特殊情况 C = COnV{Xl,…, Xm} ， 我们将证明关于其效率的结果。对 (8. 11)

中的约束进行平方并引入变量 Ã=A2 和 8=Ab 以得到问题

rninirnize log det Ã -1 

subject to XiT ÃXi - 2l)T Xi + bT Ã -lb 运 1 ， i = 1,…, m. 

这个问题的 KKT 条件是

艺儿(XiXiT 一 Ã- 1 bÎ7Ã- l) = Ã- l , 汇入也(Xi - Ã- 1b) = 0, 
i=l i = l 

入s 》 0，向TÃXi 一 2bT叭 + bT Ã-1b ζ1 ， i = 1,… ,m , 

.Ài (1 - XiT ÃXi + ibT Xi -;7 Ã-1b) = Û, i = 1,…, m. 

(8.12) 

通过对坐标的适当变换，我们可以假设 A=I， b = 0，即最小体积椭球是以原点为中心

的单位球。于是， KKT 条件化简为

汇入山的T=I， 汇入山= 0, λi(l - XiT x i) = 0 , i = 1,… ,m , 
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并加入可行性条件 1 1叫12 ~ 1 和沁注 0。对第一个等式左右取迹并利用互补松弛条件，

还可以得到艺工1 沁 =η。

在新的坐标系下，收缩后的椭球是以原点为中心，以 l/n 为半径的球。我们需要说

明

1 1叫12 ~ 1/η=今 zε C = conv{町 ， … ， zm}.

设 IIxI12 ~ l/n. 从 KKT 条件，我们可以看出

X= 汇入i(XTXi)Xi = 艺λi(XTX也 + l/n)xi = 艺μiXi ， (8 叫

其中向 =λi(XTXi + 1/η)。由 Cauchy-Schwartz 不等式，我们注意到

μi= λi(XT Xi + l/n) ;;:::λi{- l lxI12 11句 112 + l/n) 注入i(-l/n + l/n) = O. 

进一步，

2二 μi= 艺儿(zTZ4+ 阶)=汇入归 =1
i=l i=l i=l 

这与 (8.13) 一起，说明了 z 是 Xl ， … ， Xm 的凸组合，因此 xEC。

对称集合的 Löwner-John 椭球逼近效率

如果集合 C 关于点 Xo 对称，那么比例 l/n 可以收紧为 l/vn:

Xo + (l/J石)(εIj - xo) C C C t'Ij. 

并且，比例 1/ν巧是紧的。立方体

c= {x εRn 1 -1 主 X :p} 

的 Löwner-John 椭球是以〉信为半径的球。将其按比例 1/飞/百缩减将得到一个球，内

接于 C 并在劣=士句处达到其边界。

周二次范数逼近一个范数

令 11 . 11 为 Rπ 上的任意范数， c = {x 1 IIxll ~ 1} 为其单位球。令 ε'u = {x 1 xT Ax ~ 

1}，其中 AεS~+ 为 C 的 Löwner-John 单位球。因为 C 关于原点对称，前述结果告

诉我们 (1八/百)εIj ♀ C c t'1j。用 11 . I IIj表示二次范数

IlzlI Ij = (zT Az) 1/2, 

其单位球为 εlj。包含关系。/J百)t'Ij C C ç εIj 等价于对于所有 z E Rn 的不等式

11 Zlhj ~ I l zl l ζJ瓦11 zlllj. 

换言之， 二次范数 1 1 . Illj 以 J百范围内的比例逼近了范数 11 . 11 。特别地，我们看到 Rn

上的任意范数可以被二次范数以 J瓦内的比例逼近。
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8ι2 最大体积内接椭球

现在，我们考虑寻找凸集 C 中具有最大体积的椭球的问题。我们假设 C 有界井有

非空内部。为描述此问题，我们将椭球参数化为单位球在仿射变换下的象，即

ε = {Bu+ d 111叫12 ~ 1} . 

再一次，可以假设 BεS~-i '于是体积正比于 detB. 我们可以通过求解关于变量

B E sn 和 dε Rn 的凸优化问题

maxìmìzc log det B 
subject to sUPllull2~1 Ic(Bu + d) ζ0， 

其隐含约束为 B >- 0，找到 C 中的最大体积椭球。

多面体内的最大体积椭球

考虑 C 是由线性不等式

c = {x 1αT x ~ bi , i = 1,…, m} 

所描述的多面体的情况。应用 (8.14)，我们首先将约束表示为更为方便的形式，

sup Ic(Bu + d) 运。由 supαf(Bu + d) 运 bi ， í = 1，列
lIull2运1 1111. 112运1

仨哼 IIB向 112 +α!'d 运 b" i = 1,…, m. 

于是，我们可以将 (8.14) 构建为一个关于 B 和 d 的凸优化问题:

minimìzc !ogdctB-l 

subject to II B叫12 +αTd 运仇， i=1,…, m. 

椭球交集中的最大体积椭王永

(8.14) 

(8.15 ) 

我们也可以找到处于 m 个椭球 ε1γ.. ) Em 的交集中的最大体积椭球。我们将 E 描

述为 ε ={B包 + d 1 lIull2ζ1}，其中 BεS丰+'并用凸-二次不等式表示其他椭球

ι = {x 1 xT Aix + 2bT x + ci 运 O} ， i=l,… ,m , 

其中 Ai εS~+。我们首先得出 εC Ei 的条件。 E Çεa 当且仅当

sup ((d + Bu)T Ai(d + Bu) + 2bf(d + Bu) + α) 
11 '14 112 ~三1

=rP' Aid + 2日'd + ci + sup (uTBAiBu 十 2(Aid + bifB也)
11叫 12::;;1 

运 O.
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根据 gB. 1.

sup (UT BAiBu + 2(Aid + 比)TBu) 运一(dTAid + 2b'[ d + Ci) 
IItL1I2~1 

当且仅当存在 λi ~ 0 使得

一入i - ~ Aid - 2b'[ d - ci 

B(Aid+ 句)

(Aid + bi)T B I >- 0 

λiI - BAiB 一

所以，可以通过求解下面关于变量 B E sn 、 d E Rn 和 λε Rm 的问题找到被白，… ，t:m
包含的最大体积椭球，

口1日Uilllze

subjcct to 

或者，等价地，

. . . 
lumlilllze 

subject to 

logdet B-l 

-λrdTAttf-2b了d 一 α

B(Aid + bi) 

logdet B- 1 

一λi - ci + bT Ai 
1 
bi 0 

0λi1 

d+AJ1战 B

椭草草内遥远的效率

(Aid+ bifB 

λiI - BAiB 

(d+AJ1乌)T

B 
AFI 

t 0, i = 1,…, m , 

主 0， i = 1,…, m. 

与 Löwner-John 椭球相类似，也有对于最大体积内接椭球逼近效率的结果。如果

CCR旧是凸、有界并且内部非空的，那么将最大体积内接椭球对其中心扩展 η 倍将覆

盖集合 C。如果 C 关于一点是对称的，那么倍数 η 可以收紧为 .Jno 图 8.4显示了一

个例子。

图 8.4 内接于多面体 p 的最大体积椭球(阴影所示〉。外面的椭圆显示了将内部椭球对其中心

扩展 η=2 倍所得的边界。可以保证，扩展的椭球覆盖?。
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8.4.3 极值体积椭球的仿射不变性

Löwner-John 椭球和最大体积内接椭球都是仿射不变的。如果t'lj 是 C 的 Löwner

John 椭球， T ε Rnxn 非奇异，那么 TC 的 Löwner-John 椭球是 Tεlj。对于最大体积

内接椭球，相似的结论也成立。

为得到这个结果，令 ε 为任意覆盖 C 的椭球。那么 Tt' 覆盖 TC。逆命题也是正

确的:每个覆盖 TC 的椭球都具有形式 Tt' ， 其中 ε 为覆盖 C 的一个椭球。换言之，关

系左 = Tt' 给出了覆盖 TC 和 C 的椭球之间一一对应的关系。并且，相应椭球的体积

都与 I detTI 成比例，因此，特别地，如果 ε 在所有覆盖 C 的椭圆中具有最小的体积，

那么 Tt' 则在所有覆盖 TC 的椭圆中有最小体积。

8.5 中，心

8.5.1 Chebyshev 中，心

令 CCRn 有界且有非空内部 ， X εC。点 zεC 的深度定义为

depth(尘 ， C) = dist怡，Rn
\ C) , 

即与 C 的外部最近点的距离。深度给出了以 z 为中心的、位于 C 中的最大球的半径。

集合 C 的 Chebyshev 中心定义为 C 中具有最大深度的点:

Xcheb (C) = argmax depth( x , C) =缸gmax dis巾， Rπ \ C). 

Chebyshev 中心是 C 中距离 C 的外部最远的点;它也是位于 C 中的最大球的中心。

图 8.5 显示了这样的一个例子，其中 C 为多面体，范数为 Euc1id 范数。

。:!;.heb

图 8.5 Euclid 范数下，多面体 C 的 Chebyshcv 中心。这个中心 Xc}呻是 C 中最深的点，意味

着它离 C 的外部或补集最远。中心 Xcheb 也是位于 C 中的最大的 Euclid 球〈浅色阴影所示〉

的中心。
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凸集的 Chebyshev 中心

当集合 C 为凸集时，深度是 zεC 的回函数，因此计算其 Chebyshev 中心是一个

凸优化问题(参见习题 8.肘。更具体地，设 CC Rn 由凸不等式组

C = {x I ft(x) 运 O，"'， fm(x) 运 O}

定义。我们可以通过求解下面的问题找到 Chebyshev 中心，

maximize R 

subject to gi(X, R) 运 0， i = 1,…, m , 

其中 9i 定义为

gi(笃， R) = sup fi(X + Ru). 
lIull ~1 

(8.16) 

问题 (8.16) 是凸优化问题，因为每个函数 gi 是一组关于 z 和 R 的凸函数的逐点最大，

因此也是凸的。但是，计算 9i 涉及凸最大化问题. (在数值和解析上)这非常困难。特别

地，我们可以对某些仇易于计算的例子找到 Chebyshev 中心。

多面体的 Chebyshev 中心

设 C 由线性不等式组 αfz 运 bi ， i = 1，…，m 定义。我们有，如果 R -;?!: 0，那么

9i(X, R) = supαf{x + Ru) - bi = α[X + RII向 11* 一切，
11叫|运1

所以， Chebyshev 中心可以通过求解线性规划

maximize R 

subject toα?z+R||向11*ζ 仇， 4=1，…， m
R :声。

得到，其变量为 z 和 R。

椭圆支集的 Euclid Chebyshev 中心

令 C 是 m 个由二次不等式

C = {x I XT Aix + 2b[ x + ci 运 0 ， i = 1,… ,m} 

所定义的椭圆的交集，其中 Ai 巳 S~+。我们有

9i(X, R) = sup ((x + R时TAi(X + Ru) + 2bf(x + Ru) + Ci) 
11叫12~二1

=xT Aix + 2b[ x + ci + sup (R2uT Au + 2R(A♂ + bi)T u) . 
lIull2 (1 
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根据 SB. l， 9i仰， R) ζ 。当且仅当存在沁使得矩阵不等式

-xTA向一 2bfg-G 一 λi R(~x+ 仇)T I 
1>-0 (8.17) 

R(~x + bi) λiI - R 2 Ai 1 

成立。利用这一结果，我们可以将 Chebyshev 中心问题表述为

maximize R 

subject to 

一λi - α+bTAJ1btO

。 λiI

Z+AJIb4RI 

(尘 +AJ1战)T

RI 

AFl 

兰 0， i = 1,… ,m , 

这是一个关于变量 R、 λ 和您的 SDP。注意，在这个线性矩阵不等式约束中， AJ1 的

Schur 补与 (8.17) 的左端相等。

8.5.2 最大体积椭球中心

集合 CCRn 的 Chebyshev 中心 Xcheb 是位于 C 中的最大球的中心。作为对这一

想法的扩展，我们定义 C 中具有最大体积的椭球的中心为 C 的最大体积椭球中心，记

为 xmve。图 8.6 显示了一个例子，其中 C 是一个多面体。

。骂nvo

图 8.6 楼色阴影的椭球显示了包含于 C 的最大体积椭球， C 是与图 8.5 中相同的多面体。中

心 Xmve 是 C 的最大体积椭球中心。

当 C 由线性不等式组定义时，可以很容易地通过求解问题 (8.15) 得到了最大体积

椭球中心。(变量 dεRn 的最优值即是 Xmveo) 因为 C 中的最大体积椭球仿射不变，因

此，最大体积椭球中心同样如此。

8.5.3 不等式组的解析中心

一组凸不等式和线性方程

fi(x) 运 0， t = 1,…, m , Fx = g 



8.5 中心 . 403 . 

的解析中心 xac 定义为(凸〉问题

minimize - L log(-fi(x)) 
也=1

(8.18) 

subject to Fx = 9 

的最优解，这里的优化变量是 zε Rn ， 并有隐含约束 fi(x) < 0 , i = 1，…，刑。问

题 (8.18) 中的目标被称为与不等式相关的对数障碍。这里，我们假设对数障碍的定义域

与等式所定义的仿射空间相交，即严格不等式系统

fi(x) < 0, 

是可行的。对数障碍在其可行集

i = 1,…, m , Fx=g 

C = {x lfi(x ) < 0, i = 1,'" , m , Fx = g} 

上有下界，如果 C 有界。

当 z 严格可行时，即 Fx =g 且 fi(x) < 0, i = 1，… ，m， 我们可以将一fi(x) 解

释为第 4 个不等式的余地或松弛。解析中心 Xac 是在等式约束 Fx = 9 和隐含约束

j飞(x) < 0 下极大化这些松弛或余地的积〈或几何平均〉的点。
解析中心不是由不等式和等式所描述的集合的函数;两组不等式和等式可能定义

了相同的集合，但有不同的解析中心。不过，仍然会经常非正式地使用"集合 C 的解析

中心"来代表定义这个集合的特定的等式和不等式组的解析中心。

但是，解析中心关于坐标系的仿射变换是独立的。它在不等式函数的(正〉伸缩

变换和等式约束的任何再参数化下也是不变的。换言之，如果问，…， Ckm > 0，并且
F尘 =g 的充要条件是 F 和 9 满足 JFz= 豆，那么

αifi(x) 运 0， i = 1,… ,m , Fx = 9 

的解析中心与

fi(:均运。，

的解析中心相同(参见习题 8.17) 。

线性不等式组的解析中心

线性不等式组

i = 1,…, m , Fx=g 

α?笃三 bi ， i = 1,…,m 
的解析中心是下面无约束极小化问题的解

mlmmlze -艺 log(bi - ar x) , (8.19) 
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其隐含约束为仇一 αfz>0， 4=1，…， m。如果线性不等式定义的多面体有界，那么对

数障碍有下界并且严格凸，因此，其解析中心唯一。(参见习题 4.2. ) 

我们可以对线性不等式组的解析中心给予几何解释(参见图 8.7) 。因为解析中心

对约束函数的正伸缩变换独立，我们可以不失一般性地假设 11向 112 = 1。在这种情况
下 ， bi - aT x 的松弛是到超平面对i = {x 1α72=bg} 的距离。所以，解析中心 Xac 是这

样的一个点，它最大化了到所定义的超平面的距离的乘积。

图 8.7 虚线显示了定义图 8.5 中多面体 C 的不等式组的对数障碍函数的五条等值曲线。对数

障碍函数的最小值点，标记为 Xac ' 是这些不等式的解析中心。内部阴影所示的椭球为

εinner = {x I (x - x l).C )H(x - xac ) :豆叶，其中 ， H 为对数障碍函数在 Xac 的 Hessian 矩阵。

从线性不等式解析中心得到的内部和外部椭球

线性不等式组的解析中心隐含地定义了内接和覆盖椭圆，它们由对数障碍函数

在解析中心的 Hessian 矩阵，即

H= 三二队α?，

一艺log(bi - aT x) 

d4=1 -
bi - αfz缸，

所定义。我们有 εl川er C P C Eouter' 其中

P={X 1 α73 《句， 4 = 1， -3m叫}，

ε巳i山启由川z且阳1

i = 1,…,m 

ειout阳e缸r={xl(仪Z 一尘盹)严TH(归尘一 z缸) ~豆 mηl(m 一 1盯)} . . 

与最大体积内接椭球相比，这是一个较弱的结果，最大体积内接椭球扩展 n 倍时将覆

盖多面体。相对地，通过对数障碍的 Hessian 矩阵定义的内部和外部椭球则与比例因子

(m(m - 1))1/2 相关，而它总是至少等于 η 的。
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为说明 Einner çρ，设 zεεinner' 即

(x - xacfH(x 一 xac)= 艺(diaf(x-x~))2 ~ 1 

这意味着

αf(x - x低)运 l/dt = 句一 α72缸， 4=1,… ,m , 

并且因此，对于 i = 1，…，m 有 42 运仇。(我们还没有利用 xaι 是解析中心的事实，因

此，将 Xac 换做任意严格可行点，这个结论都成立。〉

为建立 p C Eoutcr' 我们需要用到 Xac 是解析中心的事实，因此，对数障碍的导数

等于零:

艺d向 =0

现在假设 zε p， 于是

(x - x缸fH(x - x缸)

=汇(diaf(x 一叫)2
i=l 

=汇碍(l/di 一 α了(x - xac))2 - m 
i=l 

=艺d~(bτ 一 α;X)2 -m 
i=l 

2 

ζI L:也(bi 一 α;x) - m 
i=l 

2 

= I L二以bt-d叫十三二时问-均 -m 
i=l i=l 

=m2 -m, 

这表明了 x E Eou恼。(第二个等号是从艺 diai = 0 得到的。不等号是因为对于 y>-O

有三点(剖2 最后一个等号从二机 = 0 和码的定义可知。)
线性矩阵不等式的解析中心

如果我们定义锥 K 上的对数，解析中心的定义可以扩展到由关于 K 的广义不等

式所定义的集合。例如，矩阵不等式

x1A1 十 X2A2 + . . . + xnAn 二<B

的解析中心定义为

minimize 一 log det(B 一句Al - ... - XnAn) 
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的解。

8.6 分类

在模式识别和分类问题中，给定 Rn 中的两个点集{町，… ， XN} 和{的，… ， YM}, 

我们希望(从给定的函数族中〉找到一个函数 f: Rn → R 在第一个集合中为正而在第
二个中为负，即

f(叫) > 0, i = 1,' . . , N, f(Yi) < 0, i = 1,… ,M. 

如果这些不等式成立，我们称 f， 或其 0-水平集 {X I f(x) = O} 分离、分类或判别了两
个点集。我们有时也考虑弱分离，在这种情况下，只需要弱不等式成立。

8.6.1 线性判别

在线性判别中，我们寻找仿射函数 f(x)=aTx-b 用以区分这些点，即

aT xi - b > 0, i = 1,… , N , aT Yi - b < 0, í = 1,… ,M. (8.20) 

在几何意义上，我们是在寻找分离两个点集的超平面。因为严格不等式 (8.20) 对于 α

和 b 是齐次的，所以，它们是可行的，当且仅当(关于变量 α 和 b 的)不严格不等式组

αT Xi 一 b;:::l ， i=l,… , N , αTνi-b~-l， i = 1,…, M (8.21 ) 

是可行的。图 8.8 显示了两个点集及线性判别函数的例子。

• • 
• 。

• 。

。
。

• 口

口

。。

图 8.8 点 Xl ， … ， XN 由空心圆圈所示，的， . . . , YM 由实心圆圈所示。两个集合囱仿射函数 f

所分类，其0-水平集(一条直线)分离了它们。

线性判别的择一

严格不等式 (8.20) 的强择一是满足下式的 λ、王的存在性
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(参见 35.8.3)。利用第三和最后一个条件，可以将择一条件表示为

N M 

λ 三二 0 ， lTλ = 1, 入兰 0， l T >- = 1, E二 λiXi = L >-iYi 
i=l i=l 

(同除以正的 lT入，然后用相同的符号表示归一化了的 λ 和 Xe) 这些条件有一个很简

单的儿何解释:它们表明存在{叭，...， XN} 和{饥，… ， YM} 的凸包上的点。换言之:两
个点集可以被线性判别 (即被仿射函数判别)，当且仅当它们的凸包不相交。我们在前

面已经多次看到了这个结果。

鲁棒线性判别

仿射分类函数 f(x) = αTx-b 的存在性等价于以定义 f 的 α 和 b 为变量的一组线

性不等式是否有解。如果两个集合可以被线性判别，那么，存在一个可以分离它们的仿

射函数的多面体，于是，我们可以从中选择某些稳健度量下最优的一个。例如，我们可

以寻找给出在叫上的 (正〉值和执上的 (负)值之间最大可能"间距"的函数。为此，我

们需要对 α 和 b 进行归一化，因为，不这样做的话，我们可以用正常数对 α 和 b 进行

伸缩变换而使得数值上的问距任意地大。这样就得到了关于变量 α、 b 和 t 的问题

m缸Ílnize t 

αTUEt - b;2t， t=1，… ， N 
αTYi - b 运 -t， i = 1，… ， λ4 

subject to 
(8.23) 

11α 11 2 :::; 1, 

这个凸问题(线性目标、线性和二次不等式) 的最优值俨为正，当且仅当两个点集

可以线性分离。在这种情况下，不等式 11α112 :::; 1 在最优解处总是紧的，即我们有

1 1α*1 1 2 = 10 (参见习题 8.230 ) 

我们可以对鲁棒线性判别问题 (8.23) 给出一个简单的儿何解释。如果 11α 1 12 = 1 (在

任意最优解处的情况)，那么 αTXi - b 是点向到分离超平面坷 = {z 1 
aTz = b} 的

Euclid 距离。类似地 ， b - aTYi 是点 Yi 到这个超平面的距离。因此，问题 (8.23) 找到

了一个分离两个点集的超平面，并且具有到集合的最大距离。换言之，它找到了分离两

个集合的最宽的带。

如图 8.9 所示例子，最优值 t* (即带宽的一半) 是两个点集的凸包间距离的一

半。从鲁棒线性判别问题 (8.23) 的对偶形式可以更清晰地看到这点。 〈极小化 -t 问题
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• 
• 

。

C 
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• 

图 8.9 通过求解鲁棒线性判别问题 (8.23)，我们找到了给出两个集合间函数值最大间隙的仿射

函数(函数的线性部分有归一化的边界〉。几何上，我们寻找分离两个点集的最宽的带.

的) Lagrange 为

N M 

-t+艺11.i(t + b - aT Xi) + 汇Vi(t 一 b+ αTyi) + λ(11α112 - 1) 

在 b 和 t 上极小化得到条件 11ι = 1/2 , l T V = 1/2. 当它们成立时，我们有

+λ11α112 -λ 
M N 

E二的弘 一三二 UiXiT 
α g(11., V， λ)=i2f 

M N 

L ViYi - L:呐11 。-λ 

其他情况-00 

一一

于是，这个对偶问题可以写为

M N 

汇ViYi 一 艺 UiXi

utO , I T 11. = 1/2 

l T v = 1/2. 

口laxlIDlze

subject to 

, , , , , 
，

同

, , , , , , , , , , , , , ,,
, , , , , , , , , , 

，

一

, , , , , , , , , , 
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, , , , , , , , , , , 
·
,' 

, , , ' 

V>二 0，

N M 
我们可以将 2 2:::句句解释为 {Xl ，… ， XN} 的凸包上的一点，而 2 2::: ViYi 是 {Yl ，… ， YM}

的凸包上的一点。对偶目标是极小化这两个点之间的 〈半〉距离， 即寻找两个集合的凸

包之间的(半〉距离。
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支持向量分类器

当两个点集不能被线性判别时，我们会去寻找仿射函数近似地对这些点进行分类，

例如，寻找极小化错分点数的函数。不幸的是，这通常是一个复杂的组合优化问题。近

似线性判别的一个启发式算法是基于支持向量分类器的，我们将在本节讨论。

我们从可行性问题 (8.21)入手。首先引入非负变量也1，… ， UN 和叫，… ，UM 来松

弛约束，构造不等式

αTZz-b;去 1- Ui, 4=1,··,N , aTYi - b 运一 (1 一的)， i = 1, . . . ,M. (8.24) 

当 U= υ= 0，我们恢复到原始约束:而取 u 和 u 足够大时，总能使得这些不等式可行。

我们可以将 Ui 视为约束 αTXi - b 注 1 违反程度的一种度量，句也可以类似地理解。我

们的目标是寻找到 α、 b 和稀疏的非负 u 和 u 以满足不等式 (8.24)。作为此问题的一个

启发式算法，我们可以求解线性规划

口lmlmlze l T u + l T v 

(8.25) 
αTXi - b ~ 1- 问， 4=1，… ， N

αTUt-b 运一(1- v.小 t=1, ,M 

subject to 

U>二 0， v ~二。

来极小化变量问和 Vi 的和。图 8.10 显示了一个例子。在这个例子中，仿射函数 αTz-b

错分了 100 个点中的 1 个。但是，需要注意，当 0< 问< 1 肘，点均被仿射函数

图 8.10
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通过线性规划得到的近似线性判别。空心圆圈所示点町，… ， X50 无法与实心圆圈所

示点 ν1 ， . . . ，怖。线性分割开来。实线所示分类器是通过求解线性规

划 (8.25) 得到的。这个分类器错分了一个点。虚线所示的直线为超平面 αTz - b= 土1。四个点

虽然得到了正确划分，但落入了由虚线所定义的带中。
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αTZ - b 正确地分类，但违反了不等式 aTXi - b 注 L 对执有类似的情况。线性规

划 (8.25) 的目标函数可以解释为违反 αT叭 -b 注 1 的町的点数加上违反 aTYi -b 运 -1

的切的点数的一种松弛。换言之，它是对函数 aTz - b 的错分点数及虽然分类正确但

落入由一1<αTZ - b < 1 定义的带的点数之和的一种松弛。

更一般地，我们可以考虑在错分点数和由 2/11α 11 2 给出的 {z 1 - 1 ~αTz-b~1} 

的带宽之间进行权衡。点集 {Xl γ .. ， XN}' {νl ，...， YM} 的标准支持向量分类器定义为

11α112 +γ(lTu+ l T v) 

αT町 - b ;:::: 1 - Ui , i = 1,… ,N 

αTYi - b ζ-(1-ug) ， 4=1，… ， M 

U>二 0， 切艺二。

illlfil虹口ze

subject to 

的解。第一项正比于一1ζα7、z-b ζ1 所定义的带的宽度的倒数。第二项具有与前述

相同的意义，即它是对错分(包括落入带中的点)点数的凸松弛。正参数 γ 给出了错分

点数(我们希望极小化〉对于带宽(我们希望极大化)的相对权重。图 8.11 显示了一个

例子。
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利用 Logistic 模型的线性分离

对线性不可分的点集，另一种寻找进行近似分类的仿射函数的方法是基于 7. 1. 1 节

中讨论的 Logistic 模型的。我们从利用 Logistic 模型拟合两个集合入手。设 z 是取值

为 0 或 1 的随机变量，其分布取决于指数变量也 ε Rn ， 即形如

。

..·,' . ,' . ' ·' ..·,,' - . ;. 
飞. .午，

." , • tr _. .! -.- _'. 
，一, . . ' ..·u', , . ' . .- . • , 

.- , . -. " -- -, -
;~ , 

,<> • , 
，。, , 

(8.26) 
prob(z = 1) = (exp(αT也 - b))/(1 + exp(αTu-b)) 
prob(z = 0) = 1/(1 + exp(αTu - b)) 
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的 Logistic 模型。

现在我们假设给定的点集 {Xl ,… ,XN}' {Yl ， … ， YM} 是从 Logistic 模型中来样得

到的。具体地， {町，… ， XN} 为 N 个 z = 1 的包的样本值，而 {νJ，… ， YM} 为 M 个

z=o 的 u 的样本值。 (允许存在问=屿，这将排除两个点集可分的可能性。在 Logistic

模型中，这仅仅意味着我们得到了具有同样的指数变量但有不同输出的两个样本。)

可以从观察样本中通过最大似然估计确定 α 和 b， 这是通过求解下面的凸优化问题

得到的，
. . . 

-l(α， b) , (8.27) 日llmm1ze

其变量为 α、 b ， 其中 l 为对数似然函数

N N M 

l(a, b) = 艺(aTXi - b) 一 艺 log(l + exp(αT Xi 一的) - 2二 log(l +仰(αTYi - b)) 
也=1 i=l i=l 

(参见 97. 1. 1)。如果两个点集可以被线性分离，即存在满足 αTXi > b 和 αT执 <b 的 α

和 b ， 那么优化问题 (8.27) 无下界。

一旦找到了 α 和 b 的最大似然值，我们可以构造两个点集的线性分类器 f(x) = 

αTX - b。这个分类器具有下面的性质:假设事实上，数据点是从以 α 和 b 为参数的

Logistic 模型中得到的，那么它在所有线性分类器中具有最小的错分概率。超平面

αTU = b 对应于 prob(z = 1) = 1/2 的点，即两种输出是等可能的。图 8.12 中显示了一

个例子。
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图 8.12 通过 Logistic 模型得到的近似线性判别。空心圃圄所示点町，…，xso 无法从实心圆

圈所示的仇，…， Yso 中线性分离。最大似然 Logistic 模型得到的超平面如深色线所示，它仅错

分了两个点。两条虚线显示了 αTu - b= 土1，根据 Logistic 模型，其每个输出的概率为 73%。

三个点被正确分类，但落入了两条虚线之间。

注悻8.1 Bayes 解释。令尘和lz为两个随机变量，分别在Rn和 {O， l} 中取值。我们假设
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prob(z = 1) = prob(z = 0) = 1/2, 

并分别用 po(X) 和 Pl(X) 表示给定 z = o 和 z = 1 情况下的条件密度。假设 po 和 Pl 对某

些 α 和 b 满足
Pl(X) _o7x- b 

po(X) -

很多常见的分布满足这个性质。例如 • po 和 Pl 可以是 Rn 上具有相同协方差矩阵但均值

不同的两个正态密度，或者它们可以是 R~ 上的两个指数密度。

根据 Ba.yes 准则，可得

从中，我们得到

Pl(U) 
prob(z = 11 X = u) =一一一一

Pl(U) + po(u 
po(U) 

prob(z = 0 1 X = u) =一一一
Pl(U) + Po(U) , 

p(αTU - b) 
prob(z = 1 I x = u) = , ~..~~:::-{ _~ 

1 十四p(αTU - b) 

prob(z = 0 1 x = u) =一一一」 T
1 + exp(αTU - b)" 

所以. Logistic 模型 (8.26) 可以解释为给定 x=u 情况下 z 的后验分布。

8.6.2 非线性判别

也可以从给定函数子空间中寻找非线性函数，在一个集合中为正，在另一个中为

负:

f(町) > 0, i = 1,… , N , f(执) < 0, i = 1,.… ,M. 

假定 f 关于定义它的参数是线性 〈或仿射)的，这些不等式可以通过与线性判别完全相

同的方法得到求解。在本节中，我们研究一些有趣的特殊情况。

二次判刑

假设我们取 f 为二次函数: f(x) = xTpx+qTx + r。参数 Pε sn 、 qεRn 、 TεR

必须满足不等式

XTpXi + qTxi+r>O, i = l ,..., N 

yT PYi + qT Yi + r < 0, i = 1, . . . ,M , 

这是一组关于变量 P、 q 、 T 的严格线性不等式。如同线性判别的情况，注意到 f 对于

P、 q 、 T 是齐次的，因此，我们可以通过求解不严格可行性问题

zfP问 + qTXi 十 T 注 1， 4 = 1，-， N

YTpYi+qTYi+r~-l ， i = l ,..., M 
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找到严格不等式的解。

分离曲面 {z I ZTpZ+qTz + r = O} 为二次曲面，两个分类区域

{z I ZT P Z + qT z + r ~ O} {z I ZTpZ+qTz + r 运 O}，

由二次不等式所定义。于是，求解二次判别问题等同于确定两个点集是否可以被二次曲

面所分离。

可以通过增加 P、 q 和 T 的约束来对分离曲面或分类区间的形状加以限制。例如，

我们可以要求 p -< 0，这意味着分离曲面为椭球面。更精确地，这意味着我们在寻找包
含所有町，… JN，但不包含任何 Yl，… ， YM 的椭球。这个二次判别问题可以通过半定

规划可行性问题得到求解，

t=1,… ,N 

z=1,…, M 

P, q, r 

XTpXi + qTXi + r ~ 1, 

YT PYi + qT Yi + r :S; - 1, 

P-< 一1，

find 

subject to 

其变量为 Pε sn 、 qε Rn 和 Tξ R. (这里我们利用 P、 q、 T 的齐次性将 P -< 0 表示

为 P -< -10) 图 8.13 显示了一个例子。
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条件 p -< 0 下的二次判别。我们寻找包含所有句(空心圆圈〉但不包含任何 Yi (实心

圆圈〉的椭圆。这可以通过 SDP 可行性问题得到求解。

多项式判别

图 8.13

考虑 R7l上阶次小于或等于 d 的多项式集合，

f(x) = 艺 αZEd d 
il+…+in~d 
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通过求解关于变量 αtl .. .td 的线性不等式组，我们可以确定两个点集 {X! ， … ， XN} 和

{ν1 ，… ， YM} 是否可以被这样的多项式所分离。几何意义上，我们在检验两个集合是否

能被〈由阶次小于或等于 d 的多项式定义的〉代数曲面所分离。

作为扩展，在 Rn 上，确定能够区分两个点集的多项式的最小阶次问题可以通过拟

凸规划得到解决，因为多项式的阶次是系数的拟凸函数。这可以通过对 d 进行二分法

得到求解，并在每一步中考虑线性可行性问题。图 8.14 显示了一个例子。
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图 8.14 R2 中的最小阶放多项式判别。在这个例子中，不存在可以区分町，… ， XN (空心圆

圆〉和饥， … ， YM (实心困圈〉的三次多项式，但它们可以被四次多项式分离，图中显示了这个

多项式的零水平集。

8.7 布局与定位

本节讨论下面问题的一些变形。我们有 R2 或 R3 中的 N 个点以及必须通过边联

系在一起的点对列表。 N 个点中某些点的位置是固定的，我们的任务是确定剩余点的

位置，即般置剩余的点。目标是在一些对于位置的附加约束下，放置这些点使得总的边

长的某些度量极小。作为一个应用的例子，我们可以将点视为公司中设备或货榜的位

置，将边视为货物运输必经的路径。目标是寻找极小化总运输成本的位置。作为另一个

例子 ， 点代表集成电路中模块或单元的位置， 边代表连接每组单元的导线。这里的目标

是放置单元使得用来连接单元的导线长度最小。

这个问题可以用 N 个结点(代表 N 个点〉的无向图进行描述。我们将结点与变量

问 ε Rk (k = 2 或 k = 3) 相联系用以表示位置或方位。问题是极小化

L fij(町 ， Xj ), 
(i，j)εA 

其中 A 为图中所有边的集合 ， fij : R k x Rk → R 为与边 (i， j) 相关的费用函数。 (或

者，我们可以简单地令 i 和 j 不相连时的向= 0， 然后对所有 4 和 j 求和，或者只对
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i<j 求和。〉某些坐标向量均是给定的，优化变量是剩余的坐标。在给定函数岛是凸

的情况下，这是一个凸优化问题。

8.7.1 线性设备定位问题

在这个问题的最简单的情况中，与边 (i， j) 相关的费用是点 t 和 j 之间的距离

岛(町， Xj) = Ilxi - xjll ，即极小化

汇 Ilxi - Xj 11 

(ω)εA 

我们可以用任意的范数，但大多数常见的应用都是关于 Euclid 范数或 [1-范数。例如，

在电路设计中，常常沿分片线性路径来布置导线，即每一段是水平或竖直的。(这被称

为 Manhattan 路径，因为在具有矩形网格的城市中，每条街道都是沿着两个垂直的

坐标中的一个布置，从而沿着街道的路径是分片线性的。〉在这种情况下，连接单元 4 和

单元 j 的导线长度由 Ilxi - Xjlll 给巾。

我们可以包含非负权值用以反映不同边上不同的单位距离费用:

L 叫j IIXi 一勾11.
(毡 ，j)εA

通过对未连接在一起的结点对赋以权值 ωij = 0，我们可以更简单地使用目标

三二叫j IIXi 一句 11. (8.28) 
也<3

这个放置问题是凸的。

例 8.4 单自由点。考虑仅有一个自由点仙， v) εR2 的情形，我们极小化到固定点

(U1 , vI), … , (UK , VK) 的距离之和。

• ll-范数.我们可以解析地找到一个点以极小化

汇 (1←叫+ Iv - Vi l) 
乱=1

最优点是固定点中的任意一个中位点。换言之，也可以取点{Ul，… ， UK} 的任一中位

点，而 u 可以取点 {Vl>"'， VK} 的任一中位点。(如果 K 是奇数，最小解唯一;如果

K 是偶数，将有一个最优解的矩形。)

• Euclid 范数.极小化 Euclid 距离之和

。
，
"

U U + u u 
k

艺
i=1 

的点(钮， V) 被称为给定固定点的 Weber 点。
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8.7.2 放量约束

下面列出一些有趣的约束，它们可以添加到基本的放置问题中，并保持凸性。我们

可以要求某些位置 Xi 处于特定的凸集中，例如特定的直线、区间、长方形或椭球。我们

可以约束一点关于其他一点或多点的相对位置，例如，通过限制点对之间的距离。我们

可以规定相对位置约束，例如，某点必须处于另一点的左边。

一组点的边界框是包含这些点的最小矩形。(例如， )添加关于附加变量 u、 υ 的

约束

u = z4 二三 v , i = 1,… ,p, 21T(v - u) ζ Pm缸，

我们可以规定点町， … ， Xp 处于周长不超过 Pm岖的边界框之中。

8.7.3 非线性设备定位问题

更一般地，可以将边上的费用与长度的非线性递增函数相关联，即

minimize 2二叫jh(11叫一句 11), 
ì<j 

其中 h 是 (R+上的〉递增凸函数，并且 ω43;主 0。我们称其为非线性放置或非线性设备

定位问题。

常用的例子是使用 Euclid 范数，其函数为 h(z) = z2 ， 我们极小化

2二时IXi 一 Xj l l~
飞<J

这被称为二次配置问题。当仅有线性等式约束时， 二次配置问题可以解析求解;当约束

为线性等式、不等式时，它可以通过二次规划得到求解。

例 8.5 单自由点。考虑只有一个点 z 自由的情况，我们极小化它到固定点 Xl ， … ， XK 的

Euclid 距离平方和，

Ilx - xll l ~ + Ilx - x211~ + . . . + IIx - xK I I~. 

通过求导可知，最优的 z 由下式给出，

去(Xl+ X2 + "'+ 时，
即固定点的平均值。

其他一些有趣的可能是考虑"死区"函数 h (死区宽度 2训，定义如下

h(z) = 
o Izl ~二 γ
Iz 一 γ1 Izl 注:γ，
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以及"二次-线性"函数儿定义如下

Iz l ζγ 

Izl ~γ. 

qL 
Z 

2γIz l -γ2 
h(z) = 

例 8.6 考虑 R2 中有 6 个自由点.8 个固定点. 27 条边的配置问题。固 8.15.-...圈8.17 显示
了对应于下面准则的最优解，

艺 11均 - xj l段 ，艺 IIXi - Xj ll ~ ，艺 1 1勾 - xj112' 
(i ,j)E A 

即利用罚函数 h(z) = z 、 h(z) = Z2 和 h(z) = Z4。图上也显示了所得的边的长度分布。
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图 8.15 线性配置。 6 个自由点 (由点所示) ， 8 个固定点(由方框所示)和 27 条边的配置

问题。自由点的坐标极小化了边的 Euclid 长度之和。右图为 27 条边的长度分布圈。虚线

所示曲线为 〈伸缩变换了的〉罚函数 h(z) = z。
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二次配置。配置极小化了边的 Euclid 长度的平方和，数据与图 8.15 所示相同。

虚线所示曲线为(伸缩变换了的)罚函数 h(z) = z2 。

对比所得结果，我们可知线性配置将自由点集中于一个小的区域，二次及四次配置将点散

布于较大的区域。线性配置包含了很多非常短的边和一些非常长的边。条长度小于 0.2; 2 

1 0.5 

图 8.16
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条长度大于1.的。相对于较短的长度， 二次罚函数对大的长度给予较大的惩罚 ， 而几乎忽

略了小于 0.1 的长度。其结果是最大长度很短 (小于 J .4 )， 但短边也少了 。 四阶函数对大的

长度给予了更沟严厉的惩罚，并有了更长的被忽略的区间 (零和大约 0.4 之间 )。结果是最

大长度比二次配置更短，但也有更多接近最大值的长度。
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图 8.17 四次配置。 配置极小化了边的 Euclid 长度的四次方之和。虚线所示曲线为 (伸缩

变换了的 ) 罚函数 h(z) = Z4 。

8.7 .4 带有路径约束的定位问题

路径约束

用结点序列 40，…， ipε{1， … ， N} 描述通过点叫， … ， XN 的?边路径。路径的长

度由

Il xil 一 句。 11 + IIXi2 - Xil ll + . . . + Ilxip - Xip_l l1 

给出，这是町，… ， XN 的凸函数，因此，对路径长度添加的上界约束是凸的。 一些有趣

的配置问题涉及路径约束，或者有基于路径长度的目标。我们将描述一个典型的例子，

其目标函数是基于路径集合中最大的路径长度的。

极小极大延误配置

我们考虑关于 1 ， … ， N 的有向无环图，其弧或边由有序对集合 A 表示:当且仅当

存在一条从 t 指向 j 的边时 ， (i , j) E A。如果 A 中没有边指向结点 Z. 我们称其为源结

点;如果 A 中没有边从它发出，我们称其为汇结点或目的结点。我们对图中从源结点开

始止于汇结点的最大路径感兴趣。

图中的边可以用来对结点处于位置町，… ， XN 的网络中的某些流进行建模，例如

货物或信息。流起始于源结点，然后依次通过路径上的各个点，终止于汇或目的结点。

我们用相继点之间的距离对结点间货物的传播时间或运输时间进行建模; 一条路径上

的总延误或传播时间 (正比于) 顺序结点之间的距离之和。
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现在我们可以描述极小极大延迟配置问题。某些结点的位置是固定的，而其他是自

由的，即为优化变量。目标是选择自由结点的位置以极小化从源结点到汇结点所有路径

中的最大总延误。显然，这是一个凸问题，因为目标

Tmax = ma.x{llxil - xioll + … + IIxip - Xi川 11 I io，…， ip 是一条源-汇路径} (8.29) 

是关于位置町， ··JN 的凸函数。

虽然极小化 (8.29) 的问题是凸的，但源-汇路径的数量可能非常庞大，关于结点或

边的数量是指数的。为此，需要重新表述这个问题以避免穷举所有汇·源路径。

首先，我们解释如何计算最大延误 Tmax 才能比穷举每条源，汇路径的延误然后再

取大有效得多。令 Tk 为从结点 k 到汇结点的任意路径中的最大总延误。显然，当 k 为

汇结点时 ， Tk = 0。考虑结点 k， 它具有向结点 j1，… Jp 发出的边。对于从结点 k 出

发终止于汇结点的路径，其第一个边必然指向结点儿… Jp 中的一个。如果这个条路

径首先取指向力的边，然后从那里开始取到汇结点最大的路径，那么，总长度为

11 劣ji - xkll + 1":力，

即到 jt 的边长加上从 ja 到汇结点的最长路径的总长度。从中可知，从结点 k 出发指向

汇结点的最大延误路径满足

Tk = m a.x{lIxjl - xkll + 巧υ …， II xjp - Xk 11 +巧p}' (8.30) 

〈这是一个简单的动态规划。)

等式 (8.30) 给出了寻找从任意点出发的最大延误的递推公式:我们从汇结点(具有

零最大延误〉出发，利用等式 (8.30) 后向计算，直至到达所有源结点。于是，遍历所有

路径的最大延误即是所有币的最大值，它将在其中一个结点达到。这个动态规划递归

显示了如何计算任意源-汇路径中的最大延误，而不用枚举所有路径。这个递归计算需

要的算术操作数近似等于边数。

现在，我们说明如何利用基于 (8.30) 的递归来描述极小极大延迟放置问题。我们可

以将问题表述为

minimize m a.x{Tk I k 是一个源结点}
subject to Tk = 0, k 是一个汇结点

Tk = ma.x{ 1I句一句11+η| 存在从 k 到 j 的边}，

其变量为 Tl ， … ， 巾和自由位置。这个问题非凸，但我们可以通过用不等式代替等式约

束，将其表示为一个等价的凸形式。引入新变量巧，…，TN，它们分别是 Tl，… 3巾的

上界。对于所有汇结点，取巧 =0; 代入 (8.30) 我们得到不等式

Tk ~ m a.x{ lIx jl - 句11 + T j ]) …, 11句p-xkll+ 勾p}'
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如果这些不等式被满足，那么 Tk 注 Tk。现在我们构建问题

. . . 
max{巧 Ik 是一个源结点}m InlmlZe 

subject to Tk = 0, k 是一个汇结点

江注 max{llxj - xkll +勾|存在一条从 k 到 j 的边}.

这个关于变量丑，…， TAr 和自由位置的问题是凸的，并且解决了极小极大延迟定位问

题。

8.8 平面布置

在放置问题中，变量代表了点的最优位置的坐标。平面布置问题可以视为放置问题

在两个方面的扩展:

·被放置的物体是与坐标轴对齐的矩形或框 (与点的情况相反)，并且不能重叠。

·在某些限制下，每个矩形或框都可以被重新配置。例如，我们可以固定每个矩形

的面积，但不分别固定其长度和高度。

目标常常是极小化边界框，即包含所有待配置和待放置的框的最小框，的尺寸(例如，

面积、体积、周长)。

不重叠约束使得一般的平面布置问题成为非常复杂的组合优化问题或矩形装箱问

题。但是，如果框的相对位置比较特殊，某些平面布置问题可以建模为凸优化问题。本

节将研究这样一些问题。我们将考虑二维情况，并(在结论不显然时〉对高维的扩展做

一些注释。

我们有 N 个待配置和待放置的单元或模块 Cl，… ， CN' 它们将放置于一个宽为

W、高为 H、左下角在点 (0， 0) 的矩形中。第 t 个单元的几何特性和位置由其宽度叫、

高度 hi 和左下角的坐标 (Xi， Yi) 所规定。这些在图 8.18 中作了说明。

这个问题中的变量为町、伪、 Wi、仇， 4=13… ， N ， 以及边界矩形的宽度 W、高度

H。在所有平面布置问题中，我们都要求单元落入边界矩形内，即

Zi;主 0， 执法 0， 的 +ωzz二 W， 饥+~~二 H， i = 1,… , N. (8.31) 

我们也要求除了边界外，单元互不重叠:

int (Ci n Cj ) = 的对于 i 并 J.

(也有可能要求单元之间有一个正的最小间隙。)不重叠条件 int(Ci n Cj ) = 田成立，当

且仅当对于 t 并 3 有，

Ci 在 Cj 之左，或 Q 在 Cj 之右，或 Ci 在 Cj 之下，或 Q 在 Cj 之上。
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也J，

Cj 11 11; 

H 
(坞，缸j)

w 

图 8.18 平面配置问题。不相互覆盖的短形单元被放置于宽度为 W. 高度为 H. 左下角位于

(0， 0) 的矩形中。第 4 个单元由其宽度叫、高度 h 和左下角的坐标 (Xi ， Yi) 表示。

这四个几何条件对应于要求对于每对 4 并).不等式

Xi + 叫~ Xj ， 或勾 +ωj 《町，或 Yi + hj ~屿，或 Yj + h i ~饥 (8.32) 

中至少有一个成立。注意到这些约束的组合本质: 对于每对 t 并 j，上述四个不等式中

至少有一个成立。

8.8 .1 相对位置约束

相对位置约束用来指定每对单元之间四种可能的相对位置条件中的一个，即左、

右、上或下。一个简单的指定这些约束的方法是给出 {1，… ， N} 上的两个关系:ι(意

味着"在…之左")和 ß(意味着"在…之下")。于是，如果。，j) ει，我们添加了要求

G 在 Cj 之左的约束:如果。， j) ε ß， 我们添加了 α 在 Cj 之下的约束。于是，得到

对所有 i， j = 1，… ， N 的约束

均+叫运 Zj 对于 (i， j) ει， Yi + hi ~的对于 (i， j) E B. (8.33) 

为保证关系￡和 B 指定了每一对单元之间的相对位置，我们要求，对于 t 乒 j 的每对

(i, j) ， 下面的式子至少成立一个:

(i, j)ε .c， (j ， i) ε 丘， (i ， j) ε ß， (j,i) E B , 

并且 (i， i) ~ι， (i, i) ~ ß。不等式组 (8.33) 是 N(N - 1)/2 个关于变量的线性不等

式的集合。这些不等式隐含表示了非覆盖不等式 (8.32) ，它是四个线性不等式得到的

N(N - 1)/2 个"或"的集合。

我们可以假设关系￡和 B 是反对称的〈即 (i ， j) ε ￡斗 (j， i) ~ .c)和可传递

的(即 (i， j) ει ， (j , k) ε L=争。，的 ερ。(如果不是这种情况，那么相对位置约束显
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然不可行。)传递性对应于显然的条件:如果单元 Ci 在 Cj 的左边，而 Cj 又在单元 Ck

之左，那么单元 G 一定在单元 Ck 之左。在这种情况下，对应于 (i， k) ει 的不等式是

冗余的;它可以由其他两个得到。通过研究关系￡和 B 的传递性，我们可以移除冗余

约束，得到相对位置不等式的紧集。

相对位置约束的最小集可以方便地用两个有向带圈图对和 ν(对水平和竖直方向〉

进行表示。两个图都含有 N 个结点，对应平面布置问题的 N 个单元。图 π 产生关系

ι 如下:我们有 (i， j)ει，当且仅当在 π 中存在从 4 到 j 的(有向〉路径。类似地，

图 ν 产生关系 ß: (i , j) E ß 当且仅当 ν 中存在从 z 到 3 的(有向)路径。为给定每

对单元的相对位置约束，我们要求:对于每对单元，圈中均有从一点指向另一点的有向

路径。

显而易见，仅需要添加对应于图 π 和 ν 中边的集合的不等式;其他由传递性可

得。我们得到了不等式组

Xi +叫~ Xj 对于 (i ， j) 巳衍 ， Yi + hi ~ Yj 对于 (i， j) εν， (8.34) 

这是线性不等式，每个对应于对和 ν 的一条边。不等式集合 (8.34) 是不等式集

合 (8.33) 的子集并且等价。

通过类似的办法， 4N 个不等式 (8.31) 可以简化为一个最小的等价集合。仅需要对

最左边的单元，即关系￡中最小的'1"添加约束向法 0。这些对应于图 π 中的源，即没

有指向它们的边的结点。类似地，只需要对最右边的单元添加不等式向+问 ~W。同

样地，竖直边界框不等式可以剪枝为一个最小集。这将得到水平边界框不等式的最小等

价集合

Xi 注。对于￡中极小的'1， , 

Yi 注。对于 B 中极小的 4 ，

的十叫 ζW 对于 L 中极大的 i ，

执 +hi ~ H 对于 B 极大的 t.
(8.35) 

图 8.19 显示了一个简单的例子。在此例中， ι 中最小，或最左边，的单元为 C1 、 C2

和 C4 ， 最右边的单元只有 Cs。规定水平相对位置的不等式的最小集合由

XL ;;,: 0, X2 ;主 0， X4 ;;,: 0, X5 + Ws 运 W， Xl +Wl ~ x3 , 
二C2 +W2 ~ X3 , X3 十 W3 ~三 X5 ， X4 十 ω4 ~ Xs 

给出。规定竖直相对位置的不等式的最小集合由

的注 0， 的注 0， 执法 0， Y4 十 h4 ~ H , 如+ hs ::二 H，

Y2 + h 2 主二 Yl, Yl + h 1 ~ Y4 , ν3 + h3 ::二 Y4 

给出。
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曰 5 

2 

ν 

① 

圄 8.19 解释规定单元间相对位置的水平、竖直图衍和 ν 的例子。如果 χ 中存在从结点 i 到

结点 j 的路径，那么，单元 z 必须被放置在 j 的左侧.如果 ν 中存在从结点 t 到结点 j 的路

径，那么，单元 z 必须被放置在 j 的下右。右侧所示的平面布置满足这两个图所规定的相对位

置关系。

8.8.2 通过凸优化的平面布置

在这个式子中，变量为边界框的宽度和高度 W、 H 以及单元的宽度、高度和位置

ωt 、 hi 、 Xi 、 Wi' i = 1，… ， N。我们添加边界框约束 (8.35) 和相对位置约束 (8.34)，它

们都是线性不等式。我们取框的周长，即 2(W +H) ， 为目标，它是变量的线性函数.我

们现在列出一些可以表述为变盐的凸不等式或线性等式的约束。

最小间隙

找们可以要求单元间具有最小间酿 ρ> 0，这可以通过将对于 (i， j) Eπ 的相对位

置约束从尘i+叫~ Xj 改变为叫+叫 +ρ~ Xj 以及对竖直集合的类似操作做到。我们

还可以要求刊和 ν 的每条边具有不同的最小间隙。另一种可能性是固定 W 和 H ， 然

后将最小间隙 ρ 作为目标进行极大化。

最小单元面积

对于每个单元，我们可以规定一个最小面积，即要求 ωihi ;;:: Ai' 其中 Ai > 0。最小

单元面积约束可以通过一些方法表示为凸不等式，例如叫注 Ai/hi' (ω'ihi)1/2 法 A;/2 ，
或 log问+ log h i ;::::: log Ai 。

纵横比约束

可以对每个单元的纵横比给山上下界，即

li 运 ~/Wi ζ Ui.

同乘以叫可以将这些约束转变为线性不等式。也可以固定单元的纵横比，这将得到线

性等式约束。

对准约束

可以向待配置的两个单元的两条边或者中心线添加约束。例如，当
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执+叫/2 = Yj + ωj 

时，单元 4 的水平中心线与 j 的顶端对准。这些是线性等式约束。用类似的方法，我们

还可以要求单元与边界框的边界齐平。

对称约束

可以要求一对单元关于一条水平或竖直轴是对称的，这个轴本身可以是固定或浮

动的 (即，其位置可以固定或不固定)。例如，为规定单元 4 和 j 关于竖直轴 X = Xaxis 

对称，我们可以添加线性等式约束

Xaxis 一(问+叫/2) = Xj + ωIj/2 - Xaxis. 

通过添加这些等式约束并引入新变量 Xaxis' 我们可以要求多对单元关于一条不特定的

竖直轴对称。

相似约束

可以通过等式约柬问 = α叫'问 = ahj 要求单元 4 是单元 j 的一个 α-伸缩变换。

这里的伸缩因子 α 必须是固定的。仅添加其中一个约束，我们可以要求一个单元的宽

度 (或高度〉是另一个单元宽度 (或高度〉 的给定倍。

包含约束

可以要求特定的单元包含给定点，这将添加两个线性不等式。通过增加线性不等

式，也可以要求特定的单元落入给定的多面体中。

距离约束

可以增加多种约束以限制单元对之间的距离。最简单的情况，可以限制单元 4 和 j

的中心点〈或者任意单元上的固定点，例如左下角)的距离。例如，为限制 4 和 j 中心

点间的距离，利用 〈凸〉不等式

11 (叫 + ωi/2， 的 + hi/2) 一 (Xj +叫/2，的 十 hj/2)11 运 Dij.

如同放置问题一样，我们可以限制总距离，或者用总距离作为目标。

我们也可以限制单元 1 和单元 j 之间的距离 dist(Ci ， Cj). 即单元 i 的中点与单

元 j 的中点的最小距离。为限制在 11 . 11 下单元 i 和 j 的距离，我们引入四个新的变量

Ui , Vi ， 句，吨。变量对(间，的)将表示 G 中的点，而(句，句)将表示 Cj 中的点，为此，

我们添加线性不等式

Xi :::二 ui 运 Xi 十 ωi， Yi 运叫骂二执 十 hi ，

对单元 j 类似。最终，为限制 dist(Ci ， Cj ) . 我们增加凸不等式

II (叫，叫 一 (Uj ， vj)1 1 ζ Dij 
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在很多特定的情况下，通过研究相对位置限制或推导出更为直观的表达式，可以更

加有效地表示这些距离约束。作为一个例子，考虑 E∞-范数，并(通过相对位置约束〉设

单元 4 处于单元 j 的左边。两个单元之间的水平间距为 Xj 一(问 +ω'i)。于是，我们有

出的(Ci ， 马)ζ Dij' 当且仅当

Xj - (Xi + ωτ)ζDψ 的 - (Yi + h i ) ~ D ij , Yi - (Yj + hj) ζ Dij. 

第一个不等式表示单元 4 右边到单元 3 左边的水平间距不超过 Dijo 第二个不等式要求

单元 j 的底部在 4 的顶部以上不超过 Ðij 之内，而第三个不等式要求单元 1 的底部在

j 的顶部以上不超过 Ðij 之内。这三个不等式一起，等价于 dist(C i , Cj ) ζ Ðij。在这个

例子中，我们不需要引入新的变量。

可以类似地限制两个单元之间的 (1- (或 (2-) 距离。这里引入一个新变量 dv • 它将

作为单元间竖直距离的界。为限制 [1-距离，我们添加约束

切一 (Yi + h i ) ~ d1), Yi 一(的 + hj ) ζd旬 ， d1) 注。

和

Xj 一 (Xi 十问) + dv ~ Ðij . 

(第一项是水平间距，而第二项是坚直间距的上界。)为限制单元间的 Euclid 距离，我

们将最后一个条件替换为

(Xj 一 (Xi + ω川 +d3ζDL

例 8.7 图 8.20 显示了有 5 个单元的例子，使用了圈 8.19 中的顺序约束以及四个

不同的约束集。对于每个情况，我们加以相同的最小空间约束，相同的相对比例约束

1/5 运叫/hi ζ 5. 四种情况所要求的单元面积 Ai 不同。对每个例子， Ai 的取值使得所要

求的最小面积之和 EAi 相同。

8.8.3 基于几何规划的平面布置

平面布置问题也可以建模为关于变量町，衍， Wi , hi , W, H 的几何规划。这种模式

中可以处理的目标和约束与凸优化式子中所能表达的有所不同。

首先，我们注意到边界框约束 (8.35) 和相对位置约束 (8.34) 是正项式不等式，因

为其左端是变量的和，而右端是单变量，因此是单项式。同除以右端，将得到标准的正

项式不等式。

在儿何规划式子中，我们可以极小化边界框的面积，因为 WH 是单项式，从而也

是正项式。我们还可以精确地规定每个单元的面积，因为叫hi = Ai 是一个单项式等式
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约束。另一方面，几何规划无法处理对齐、对称性和距离约束。但是，可以处理相似性，

事实上，可以要求一个单元与另一个相似，而不规定尺度因子〈它可以仅仅被视为另一

个变量而得到处理〉。

4 
4 
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5 1 5 
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2 日 3 
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1 5 
3 

1 「回
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图 8.20 符合图 8.19 所示的相对位置约束的最优平面布置的四个实例。在各种情况下，目标函

数都是极小化周长，并且施加相同的单元间最小空间约束，我们同时要求相对比例在 1/5 到 5

之间。四种情况的区别在于对每个单元要求的最小面积不同。 对于不同情况，最小面积之和是

相同的。

参考文献

98.3.3 中 Euclid 距离矩阵的性质出现在 Schocnberg 的 [Sch35];也可参见 Gower 的 [Gow85] 。

我们关于 Löwner-John 椭球的说法遵从 G而tschel 、 Lovász 和 Schrijvcr 的 [GLS88，第 69 页l 。
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Balakrishnan 在 [BEFB94， 93.7] 中给出了一些涉及椭球的并、交或和的椭球逼近问题的凸形

式。

98 .5 中定义的不同中心在中心设计 〈参见，例如 Sei负、 Ponnambalan 和 Vlach 的 [SPV99]) 、

切平面方法 (Elzinga 和 Moore 的 [EM75] ， Tarasov、 Khachiyan 和 Erlikh 的 [TKE88] , 以及
Ye 的 [Ye97，第 8 章]) ) 中得到了应用。由对数障碍函数的 Hcssian 矩阵定义的内椭球 (第 404

页) 有时也被称为 Dikin 椭球，它是线性和二次规划的 Dikin's 算法的基础 [Dik67]。解析中心

的外椭圆的表达式由 Sonnevend 在 [Son86] 中给出。对于非多项式凸集的扩展，参见 Boyd 和

EI Ghaoui 的 [BE93] ， Jarre 的 [Jar94] 以及 Nesterov 和 Nemirovski 的 [NN94，第 34 页l 。

从二十世纪六十年代开始，凸规划己经被应用于线性和非线性分类问题中 ， 参见 Mangasarian

的 [Man65] 以及 Rosen 的 [Ros65]。经典的讨论模式分类问题的文献包括 Duda 、 Hart 和 Stork
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的 [DH899] 以及 Hastie、 Tibshirani 和Friedman 的[HTFOl]。对于支持向量分类器的详细讨论

参见 Vapnik 的 [VapOO] 或者 8chölkopf和 Smola 的 [8801].

例 8.4中定义的 Weber 点是在 Weber 的文章 [Web71J 之后命名的。线性和二次配置问题在电

路设计得到了应用 (Kleinhaus、 Sigl、 Johannes 和 Antreich 的 [KSJA91， SDJ91j). Sherwani 的
[She99] 是最近的一篇关于 VISI 电路设计中的配置、布局、平面布置和其他几何优化的算法的

概述。

习

向集合投影

8.1 投影的唯一性。证明如果 C Ç Rn 为非空的有界闭凸集，范数 11 . 11 严格凸，那么对于每

一个町，都E好有一个 x E C 与 z。最接近。换言之• Xo 向 C 的投影是唯一的。

8.2 [Web94, Va164] 凸性的 Chebyshev 特征。集合 CE Rn 被称为 Chebyshev 集合，如
果对于每个 Xo E R饵，都存在 C 中唯一的一点 (在 Euclid 范数下〉最接近句。由习题

8. 1 可知每个非空闭凸集是 Chebyshev 集合。在这个问题中，我们证明其逆命题，即大家

所知的 Motzkin 定理。

令 CeRn 为 Chebyshev 集合。

(a) 证明 C 是非空且闭的。

(b) 证明 C 上的 Euclid 投影 Pc 是连续的。

(c) 设 Xo ~ C。证明对于所有 x = Bxo 十 (1 - B)Pc(xo). 其中 O 运。运1.都有

Pc(x) = Pc(xo) 。

(d) 设 Xo ~C。证明对于所有 x = Bxo+(1-8)Pc(xo). 其中 B~1 都有 Pc(x) = Pc(xo) 。

(c) 结合(c) 和 (d). 可以断定所有在以 Pc(xo) 为端点以 Xo -Pc(xo) 为方向的射线上的
点都具有投影 PC(Xo)。证明这意味 C 是凸集。

8.3 向正常锥的 Euclid 投影。

• 

(a) 非负象限。证明第 383 页给出的向非负象限的 Euclid 投影公式。

(b) 半正定锥。证明第 383 页给出的向半正定锥的 Euclid 投影公式。

(c) 二次锥。证明 (Xo ， to) 向二次锥

的 Euclid 投影由

PK(句， to) = 

给出。

K = {(忽， t)ε Rn十1 I lIx llzζt} 

。

(xo , tO) 
(1/2)(1 + to/ ll xo lb)(句， llxollz)

II xoll2 ~ - to 

IIxo 112 ~ to 

II xoll2 ø Itol 

、
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8.4 点向凸集的 Euclid 投影得到一个简单的分离平面

(PC(xo) - XO)T (x 一 (1/2)(xo + PC(XO))) = O. 

寻找一个反例以说明这种构造方法对于一般的范数无效。

8.5 [HUL饨，第 1 卷，第 154 页|深度函数及到边界的有符号距离。令 CCR饨为非空凸集，

令 dist(尘， C) 为某一范数下 z 到 C 的距离。我们已经知道 dist(尘 ， C) 是尘的凸函数.

(a) 证明深度函数

depth(x , C) = dist(尘， R饵\ C) 

关于 zεC 是凹的。

(b) 到 C 的边界的有符号距离定义为

J dist(尘， C) 
(x) = < I - depth(x, C) 

x f/. C 

zεC. 

因此， s(x) 在 C 外为正，在边界上为零，而在其内部为负。证明 s 是一个凸函数.

集合间距离

8.6 令 C， D 为凸集。

(a) 证明 dist(C， x + D) 是 z 的凸函数。

(b) 证明 t>O 时， dist(tC,x + tD) 是(尘， t) 的凸函数。

8.7 椭球的分离。令 E1 和 E2 为由下式定义的两个椭球，

ε1 = {笃 I (x - X1)T Pl-l(X - x t) ~ 1}，马 = {x I (x - X2)T p2-
1(X - X2) ζ1} ， 

其中?t ， 1毛 εS~+。证明白 nε2 = 。当且仅当存在 α ε Rn 满足

11乓/2α11 2 + IlPi/2α11 2 < a.T (Xl - X2) 
, 

8.8 多面体的交集与包含。设矶和巧是两个由

Pl = {x I Ax 主 叶， P2 = {x I Fx 主 g}

定义的多面体，其中 Aε Rmxn ， b εRffi ， FεRPx饵 ， 9 E RP。对下面的问题分别构建

一个或一组线件-规划可行性问题。

(a) 寻找交集到门P2 中的一点。

(b) 确定 P1 C 凡是否成立。

对于每个问题，推导出构成强择一的线性不等式和等式，并给出择一的几何解释。

对自

到=∞nV{Vl ，… ， VK} ， P2 = conv{ω1>… ，wL} 

定义的多面体重新讨论上面的问题。
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Euclid 距离与角度问题

8.9 矩阵到给定数据的最近 Euclid 距离。给定数据 43 ， 4， j = 1，…爪，它们可以解释为 Rk

中向量间的 Euclid 距离

d;,j = IIxi 一句 112 +句， i ，j=l，"'， 饨，

其中均为噪声或错误。这些数据对所有 Z， J 均满足 dij 》 0 和 43 = dp，其维数 k 不是
特定的。

说明如何利用凸优化求解下列问题。寻找维数 k 和町， . . . , xn εRK，使得差 (dvdtj)2

最小，其中 dij = IIXi - Xj 112川， 3=1，…，倪。换言之，你将用给定的近似 Euclid 距离数
据，找到最小二乘意义下最接近实际 Euclid 距离的集合。

8.10 极小极大角度拟合。设 ν1>… ， Ym ξRk 为变嚣尘 E R7l.的仿射函数:

Yi = Aix + 仇， 4 = 1，… ， m，

Zl， … ， Zm εRk 为给定的非零向量。我们希望在一些凸约束(例如，线性不等式〉下，选
择变量 z 以极小化协和 Zi 之间的最大角度，

m缸{ζ(仇 ， Zl) ，...， L(y隅， Zm)}' 

两个非零向量之间的角度定义如常，即
/川T町、

ζ(u， v) = arccos !一主斗ill
\ lIul1211vl12) 

其中，我们取 arccos(α)ε10，功。我们只关心最优目标值不超过时2 的情况。

将这一问题表述为凸或拟凸优化问题。当对 z 的约束是线性不等式时，你将需要求解哪

类问题?

8.11 包含给定点的最小 Euclid 锥。在 Rn 中，我们用中心方向 c 笋 0 及满足 O~B~ 霄/2 的
角度半径来定义 Euclid 锥如下

{X εRnlζ(c， X) ζ B} . 

( Euclid 锥是一个二次锥，即它可以表示为二次锥在非奇异线性映射下的象。)

令 α1，… ， am ζR飞你如何找到一个具有最小角度半径并且包含 α1>… ， am 的 Euclid
锥。(特别地，你需要解释如何求解可行性问题，即如何确定是否存在包含这些点的

Euclid 锥。〉

极值体和、楠球

8.12 证明一个集合中的最大体积椭球是唯一的。证明一个集合的 Löwner-John 椭球是唯一

的。

8.13 单纯形的 Löwner-John 椭球。在本习题中，我们将证明 Rn 中单纯形的 Löwner-John

椭球，必须以因子 η 缩小才能处于单纯形的内部。因为 Löwner-John 椭球是仿射不变的，

所以，对一个特定的单纯形进行说明就足以得出这一结果。

推导单纯形 G = conv{O, el ,… , en} 的 Löwner-John 椭球 εlj。证明白必须缩小为 l/n
才能落入单纯形中。
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8.14 椭球内逼近的妓率。令 C 为民鸣中的多面体，由 c = {x I Ax 主 b} 描述，并设

{xIAx-<b} 非空。

(a) 证明 C 中的最大体积椭球以因子 n 关于其中心扩展，可以得到一个包含 C 的椭球。

(b) 证明如果 C 关于原点是对称的，即具有 C={x l -l 三 Ax 二~ 1} 的形式，那么将最

大体积内接椭球以因子 J瓦扩展，将给出一个包含 C 的椭球。

8.15 覆盖椭球并集的最小体积椭球。将下面问题建模为凸优化问题。寻找包含 K 个给定椭球

ι = {x I XT A♂ + 2b; x + Ci ζO} ， i = 1, … ,K 

的最小体积椭球 ε = {x I (x - XO)T A-1(x - xO) ~ l}. 

提示:参见附录 B。

8.16 多面体中的最大体积短形.将下面的问题建模为凸优化问题。寻找多面体 P={x I Ax 主

的中具有最小体积的矩形

冗 = {x εRn I l 三 z 主叶，

其变量为 l ， u E R飞你的式子中不应包含指数数量的约束。

中心

8.17 解析中心的仿射不变性。证明一组不等式的解析中心是仿射不变的。证明它对于不等式

的正伸缩变换是不变的。

8.18 解析中心与冗余不等式。描述同样多面体的两组不同的线性不等式可以有不同的解析中

心。证明:通过添加元余不等式，我们可以使得单纯形

P = {x ε Rn I Ax :5 b} 

中的任意内点 Xo 成为解析中心。更具体地，设 AεRmXTt并且 Axo -< b。说明存在
cER乱， γεR 和正整数 q， 使得?是 m+ q 个不等式

Ax 二~ b, cT 
X ~γ， C

T 
X ~二 γ，…， cT24二 γ (8.36) 

的解集(其中，不等式 CTx ζγ 被添加 q 次)，而尘。是 (8.36) 的解析中心。

8.19 令 xe.c 为线性不等式组

αrx ζ bi ， i = 1,…, m 

的解析中心，定义 H 为对数障碍函数在 Xac 处的 Hessian 矩阵:

飞飞 且 T 

H=Lf(bz 一 α72acwMt

证明:如果

bk - GIZM 注 m(αIH-hk)1/2 ，

那么，第 k 个不等式是冗余的(即它可以被删去而可行集不变)。
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8.20 基子线性矩阵不等式解析中心的椭球逼近。令 C 为 LMI

X1Al + X2 A2 + … + XnA饨二三 B，

的解集，其中 Ai， B εsm 并且 Xa.c 为其解析中心.证明

εinner C C C t'outeT> 

其中，

巳nn町 = {xl(x-x阻fH(x - xac) 运 1 }，

ε.outer = {x I (x - xa.cf H(x - xac) ~ m(m - 1)}, 

而 H 为在 xac 处计算的对数障碍函数的 Hcssian 矩阵

- logdet(B 一的A1 - X2 A2- … - xnA.,..). 

8.21 [BYT99] 解析中心的最大似然解释。使用第 312 页的线性测量模型

y = Ax 十钞，

其中 AεRfflX飞设噪声分量 Vi 在 [- 1 ， 1J 上独立间分布。与测量值 yERm 相容的参数

z 的集合是由线性不等式

一1+ν 二三 Ax-<l + y 

定义的多面体。设饨的概率密度函数具有

r Qr(1- v 2t - 1 ζ v~1 
p(v) = < 

I 0 其他情况

的形式，其中 r ~ Lαr>O。证明尘的最大似然估计值是 (8.37) 的解析中心。

8.22 重心。具有非空内部的集合 CCRn 的重心定义为

(8.37) 

重心是仿射不变的，并且(显然)是集合 C 而不是其具体描述的函数。但是，与本章所描
述的中心不同，重心是非常难于计算的，除了一些简单的情况(例如，椭球、球、单纯形)。

证明重心 xcg 是凸函数

的极小值点。

分类

州) = fc lIu - xl l~ 血

8.23 鲁幢线性判别。考虑 (8.23) 给出的鲁棒线性判别问题，
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(a) 证明最优解值 f 为正，当且仅当两个点集可以被线性分离。当两个点集可以被线性

分离时，证明 11α112 ~ 1 是紧的，即对于所有最优矿有 11α*112 = 1 。

(b) 利用变量代换 &=αft ， b = bft 证明问题 (8.23) 等价于二次规划
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8.24 对于权重误差的最鲁棒线性岁IJ 另IJ 。设 Rn 中给定的两个点集 {Xl，… ， XN} 和 {Yl ，… ， YM}
可以被线性分离。在 98.6 . 1 中，我们说明了如何寻找仿射函数来区分集合，并给出函数值

的最大间隙。我们也可以考虑对于向量 α 的变化的鲁棒性， α 有时也被称为权重向量。对

于给定的分离两个凸集的 f(x) = αTX - b 的 α 和 b， 我们定义权重误差裕量为使得仿射

函数 (α+ 也)TX - b 不再分离两个点集的最小的也 ξRn 的范数值。换言之，权重误差裕

量是使所有符合 11叫12 ~ρ 的也都满足

(α+ 也)TXiØb， i=l ,… , N , (α +ufYj 运 b， í = 1,… , M , 

的最大的 ρ。

说明如何在归一化约束 11α112 ~ 1 下寻找 α 和 b 以最大化权重误差裕量。

8.25 最接近球的分离椭球。给定两组向量 Xl，… ， XN ξ Rn 和 ν1，… ， YM ξRn，我们希望找

到具有最小偏心率的椭球〈即其定义知阵具有最小条件数)以包含点町，…JN，但不包

含点衍，… ， YM。将其建模为一个凸优化问题。

配置与平面布直

8.26 二次配置。考虑 R2 上的二次配置问题，它由含有 N 个结点的无向图 A 定义，并具有二
次费用:

minimize 2二 IIxi - Xjll~ 
(i ,j)EA 

变量为位置 Xi ζR2 ， i=1，…，1\1，而位置 z毡， 4=M+1，··， N 已经给定。通过

U = (Xn , X21 ,… , XMl) ， υ = (x比 X22 ， … ， XM2)

定义两个向量 U， V εRM，它们分别包含了自由结点的第一和第二维分量。

说明也和 υ 可以通过求解两组线性不等式

Cu= 仇 ， Cv = d2 

得到，其中 CεSM. 用图 A 的形式，给出 C 系数的简单表达式。

8.27 包含量小距离约束的问题。我们考虑关于变量町，… ， XN ε Rk 的问题。目标函数

fo(町，… ， XN) 是凸的，且约束

λ(Xl ，… ， XN) 运 0， i = 1,… , m 

是凸的〈即函数 fi : RNk → R 凸)。此外，我们有最小距离约束
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11均一句 112 ~ D min, i 笋 j， i , j = 1,… , N. 

一般情况下，这是一个困难的非凸问题。

按照平面布置中采用的方法，可以得到这个问题的一个凸限制，即一个凸的问题，但具有

较小的可行集。(因此，求解限制问题简单，并且其任何解都可以保证是非凸问题的可行

解J 令对于 i < j , i , j = 1, . . . , N , aij εR'" 满足 11αij112=1o
证明限制问题

minimize fO(Xl ,… ,XN) 

subjectω !i(町，… ， XN) 运 0， i = 1,… ,m 

α，~(Xi - Xj) ~ Drnin , i < j , i , j = 1,"', N 

是凸的，并且其每个可行解都满足最小距离约束。

注释:有很多好的启发式算法用以选择方向句。 一个简单方法是从近似解趴γ. " XN (它

们不一定满足最小距离约束〉出发，然后设 αij = (企z 一句)/I IXi - 勾 112 。

其他问题

8.28 令 P1 和 'P2 为由

'Pl = {x 1 Ax 三 b} ， 'P2={xl-l 主 Cx 主 1}

描述的两个多面体，其中 Aζ Rmxn ， C E RPxn , b E R'响。多面体 'P2 关于原点对称。对

于 t~O 及 Xc ξ Rn ， 我们用 tP2 + Xc 表示多面体

t'P2 + Xc = {tx + Xc 1 x E P2 }, 

它是通过首先将向关于原点伸缩变换 t 倍，然后将其中心平移到 Xc 得到的。

说明如何通过一个或一组线性规划求解下面两个问题。

(a) 找到处于向中的最大多面体 tP2 + 町，即

口laximize t 

subject to t'P2 + X c C Pl 

t ~ O. 

(b) 找到包含内的最小多面体 tP2 十岛，即

口linimize t 

subject to 'Pl c tP2 + Xc 
t ~ O. 

这两个问题的变量都是 tE R 和 Xc E R飞

8.29 外部多面体逼近。令 P = {x εR饵 I Ax 主 b} 为一个多面体， C C Rn 为给定集合 (不必

要是凸的〉。利用支撑函数 Sc 将下面的问题构建为线性规划:

minimize t 

subject to C c tP 十 2

t ~ O. 

这里伊 +X = {tu + x 1 u ε 'P}， 即将?关于原点伸缩变换 t 倍然后平移 ι 这个问题的

变量为 tεR 和 zεRn 。
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8.30 分片弧度曲线插值。给定点列问 ， … 3 αnεR2，我们构造依次穿过这些点的曲线，官在
相邻点之间是一段弧 (例如，圆的一部分) 或者一条线段 (我们可以将其视为具有无穷

半径的圆的弧 )。有很多连接向和创刊的弧;我们通过给出它们在向处的切线与线段

!α毡， α叶11 的夹角将这些弧参数化。因此， 8i = 0 表明向和 α忡1 之间的弧实际上就是线段

|α毡， αi+ll; 8i = 霄/2 表明向和向+1 之间的呱是(线段 [al ， 向l 之上的)半圆; (); = 一霄/2

表明向和 αi+ l 之间的弧是 (线段 [α}，句j 之下的)半圆，如下所示。

、

、

、

、

、

0，= 3π/4 

，头=n / 4 

a‘ α1'+ 1 

我们的曲线完全由角度。1，… ? 比所规定，它们可以在 (一矶的 中取值。仇的选取将影响

曲线的一些性质，例如，总长度 L ， 或下面所描述的链接角度的不连续性。

在每个点句， i = 2,… ,n - 1.两条弧相交，其中一个从前一个点而来，另一个发往下一
个点。如果这两个弧的切线恰好相反，曲线在向处可徽，那么我们称在向处没有链接角

度的不连续性。一般地，我们定义向处的链接角度不连续性为 18i-1 + 8i + ψ斗，其中 队

为线段 {句，向+d 和线段 !向叶，叫 之间的央角，即 轨 = ζ(αi -α叶1 ， αi- l - αi) ，如下所

示。注意，角度 ψ‘是己知的 (因为向已知)。

战斗

, , 
, , 

, 
" 

, 

, 

。

我们定义总链接角度不连续性为

D= 艺 18i~1. + 8i + 队|

a.;. l 

将极小化总弧长 L 和总链接角度不连续性 D 的问题建模为双准则凸优化问题。解释你如

何找到最优权衡曲线上的端点。
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9 无约束优化

9.1 元约束优化问题

本章讨论下述无约束优化问题的求解方法

mioimize f (x) (9.1) 

其中 f: Rn → R 是二次可微凸函数 (这意味着 domf 是开集〉。我们假定该问题可

解，即存在最优点 x* 0 (更准确地说，本章后面用到的假定意味着 f 不仅存在，并且唯

一。〉我们用扩表示最优值 infx f(x) = f(x*) 。

既然 f 是可微凸函数，最优点♂应满足下述充要条件

"V f(x*) = 0, (9.2) 

(参见 S4.2.3)。因此，求解无约束优化问题 (9.1) 等价于求解 η 个变量町，…，阳的

η 个方程 (9功。在一些特殊情况下，我们可以通过解析求解最优性方程 (9.2) 确定

优化问题 (9.1) 的解，但一般情况下，必须采用法代算法求解方程 (9.2).即计算点列

x{O) , x{l) ，… ε domf 使得 k →∞时 f(X{k)) → f。这样的点列被称为优化问题 (9.1)

的极小化点列。当 f(X{k}) - p* ζε 时算法将终止，其中 t: >0 是设定的容许误差值。

初始点和下水平集

本章介绍的方法需要一个适当的初始点 z(0)，该初始点必须属于 domf. 并且下

水平集
s= {x ε domf I f(x) ~ f(x(O))} (9.3) 

必须是闭集。如果 f 是闭函数，即它的所有下水平集是闭集，上述条件对所有的

x(O) ε domf 均能满足(参见 SA.3.3)。因为 domf = Rn 的连续函数是闭函数，所以

如果 domf=R饵，任何 x(O) 均能满足初始下水平集条件。另一类重要的闭函数是其定

义域为开集的连续函数，这类 f(x) 将随着 z 趋近 bddomf 而趋于无穷。

9.1.1 例子

二次优化和最小二乘

一般性的二次凸优化问题具有下述形式
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minimizc (1/2)xT PX + qT X + r (9.4) 

其中 Pεs~ ， q εR饵 ， r εR。求解一组线性方程描述的最优性条件 Px* +q = 0 可以

获得该问题的最优解。当 P >- 0 时，存在唯一解 x* = _P-lq。在最一般的情况下 ， p

不是正定矩阵，此时如果 Px* = -q 有解，任何解都是优化问题 (9.4) 的最优解;如果

Px* = …q 无解，优化问题 (9.4)无下界(参见习题 9.1)。对二次优化问题 (9.4) 的这种

解析解法构成了 S9.5 将要介绍的 Newton 方法的基础，而 Newton 方法是求解无约束

优化问题最有效的算法。

二次优化问题的一个特例就是经常遇到的最小二乘问题

minimize IIAx - b，，~ = xT(AT A)x - 2(ATb)T X + bTb 

其最优性条件

AT Ax* = ATb 

被称为最小二乘问题的正规方程。

元，约束几何规划

作为第二个例子，我们考虑凸的无约束儿何规划问题

'nv + Z 
T-a 

α
 

nv x 
自
u

m

艺
创

Fb o --Z FJ e qa m n m 

其最优性条件为

'Vf例 =m 1 2二叫(α~rx* + bi)αi=O 
三二四p(αTx* + bj ) i= l 

j=l 

一般情况下该方程组没有解析解，因此我们必须采用法代算法。由于 domf = Rn ， 任

何点都可以用作初始点 x(O) 。

线性不等式的解析中心

我们考虑优化问题

minimize f (x) = 一艺 log(bi - ar x) (9.5) 
i=l 

其中 f 的定义域是开集

domf = {x I αr x < bi , i = 1, . . . , m}. 

该问题的目标函数 f 被称为不等式 42 运弘的对数障碍。如果问题 (9.5) 的解

存在，它就是相应不等式的解析中心。此问题初始点 x(O) 必须满足严格不等式

42(0)<bv i z l，…，刑。由于 f 是闭的，任何点的下水平集 S 也是闭的。
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线性矩阵不等式的解析中心

和上述问题密切相关的一个问题是

minimize f(x) = logdetF(x)-l 

其中 F: Rn → SP 是仿射的，即

F(x) = Fo 十 x1F1 + . . . + xnFn, 

并且 RεSP。此处 f 的定义域是

domf = {x 1 F(x) >- O}. 

. 439 . 

(9.6) 

该问题的目标函数 f 被称为线性矩阵不等式 F(x) 兰 0 的对数障碍，而不等式的解(如

果存在)就是线性矩阵不等式的解析中心。此问题初始点 x(o) 必须满足严格矩阵不等

式 F(x(O)) >- 0。如同前一个例子，由于 f 是闭的，任何这种初始点的下水平集都是闭

的。

9.1.2 强凸性及其含义

在本章大部分内容中(除了39.6 ) ，我们都假设目标函数在 S 上是强凸的，这是指

存在 m>O 使得

V2f(x) 兰 mI (9.7) 

对任意的 zεS 都成立。强凸性能够导致若干有意义的结果。对于 x， y ε S ， 我们有

f(U)=f(z)+Vf(z)T(u - z)+l(ν- xfv2 f(z)(y - x) , 
2 

其中 z 属于线段[尘，剑。利用强凸性假设 (9.7)，上式右边最后一项不会小于 (mf2) 11ν

xll~，因此不等式

f(仙 f(x) + V f(xf(ν-z)+2||u-z|店 (9.8)

对 S 中任意的 z 和 ν 都成立。当 m = 0 时，上式变回描述凸性的基本不等式;当
m>O 时，对 f(ν) 的下界我们可以得到比单独利用凸性更好的结果。

我们首先说明不等式 (9.8) 可以用来界定 f(x)-p* ， 所得上界可表明 z 是其目

标值和最优目标值的偏差正比于 IIVf(x) 1 12 的次优解。对任意固定的尘，式 (9.8) 的

右边是 ν 的二次凸函数。令其关于 u 的导数等于零，可以得到该二次函数的最优解

古 =x 一 (l/m)Vf(x)。因此，我们有

的)到(们Vf(xf(ν 一 z)+3||ν- xll~ 

到(x)+vf(xf(步一 x) + ;IIY 一 xll~

4ω 一半IIV f(x)11 
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既然该式对任意的 uεS 成立，我们又可得到

扩》刷一丰11\7f(x) lI~ (9.9) 

由此可见，任何梯度足够小的点都是近似最优解。不等式 (9.9) 是最优性条件 (9.2) 的

推广。由于

11 \7 f(x) 1I 2 ζ (2me)1/2 =吟 f(x)-p*~ ε，

我们可以将其解释为次优性条件。

(9.10) 

对于 z 和任意最优解 f 之间的距离 IIx-x*112' 也可以建立正比于 11 \7 f(x) 112 的

上界

IIx…-寸J刑x*川叫*叮|

为了获得该不等式，我们首先将 y = x* 代入式 (9.8).由此可得

p* = f(印刷+\7仲f(x* -们 ?||f -z||2

对(x) -1I\7 f(x)l l2l1x* - Xll2 + ;lIx* - xll~ ， 

(9.11) 

其中导出第二个不等式时用了 Cauchy-Schwarz 不等式。因为 f 运 f(x). 必须成立

-11 \7 f(x) 1I 2 IIx* - Xll2 + ; IIx* - xll~ ~ 0 

由此可直接得到式 (9.11)。从式 (9.11) 可以看出，最优解 f 是唯一的。

关于 \72f(x) 的上界

不等式 (9.8) 表明 .8 所包含的所有下水平集都有界，因此.8 本身作为一个下水

平集也有界。由于 \72f(x) 的最大特征值是 z 在 S 上的连续函数，所以它在 S 上有界，

即存在常数 M 使得

\72f(x) 主 MI (9.12) 

对所有 zεS 都成立。关于 Hessian 矩阵的这个上界意味着对任意的 x， νε8，

f(y) ζ f(x) + \7削Tω - x) + 号lIy - xll~ ， (9.13) 

该式和式 (9.8) 类似。在上式两边关于 u 求极小，又可得到

民只x) 一击11\7f(x)II~ ， (9.14) 

这是式 (9.9) 的对应不等式。
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下水平集的条件数

从强凸性不等式 (9.7) 和不等式 (9.12) 可以看出，对任意的 zεS 都成立

mI 主 V2f(x):当 MI. (9.15) 

因此，比值 κ =M/m 是矩阵 V2f(x) 的条件数(其最大特征值和最小特征值之比〕的

上界。对于式 (9.15)，我们也可以基于 f 的下水平集给出一个几何解释。

对任意满足 IIql12 = 1 的方向向量 q ， 我们定义凸集 CCRn 的宽度如下

W(C,q) = supqTz 一 i咀qTz. 
zεC Z E:(; 

再定义 C 的最小宽度和最大宽度

Wmin = .. ~!lf . W(C, q) , Wmax = sup W(C, q). IIq1l2=1 .. -.. _.._. IIqll2 - 1 

于是，凸集 C 的条件数可以表示成

T.lT2 

cond(C) =诺'

即最大宽度和最小宽度的平方比值。该式说明， C 的条件数给出了各向异性或离心率的

一种测度。如果 C 的条件数小(比如接近 1) ，说明集合在所有方向上的宽度近似相

同，即几乎是一个球体。如果 C 的条件数大，说明集合在某些方向上的宽度远比其他一

些方向上的宽度大。

例9.1 椭球的条件数。用 E 表示椭球

E = {x I(x - xof A- l(X - xo) ζ1}， 

其中 AεS~+。给定任意方向 q. 集合 E 的宽度是

sup qT z - i~f qT z = (IIAl/2qI12 + qT xo) 一(一IIAl/2q Il 2 + qT xo) 
zE E: ZE:己

= 2 I1 Al/2qIl2' 

于是，其最小宽度和最大宽度分别为

相应的条件数等于

W min = 2λmin(A)1/2 ， Wmax = 2λmax(A)1/2. 

λmax(A) 
nd(E) =一一一一 =κ(A).

min(A) 

其中 κ(A) 表示矩阵 A 的条件数，即其最大奇异值和最小奇异值之比。由此看出椭球 ε 的

条件数和定义它的矩阵 A 的条件数相同。
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现在假定对所有的 x E 5. f 满足 mI 主 '\]2 f(x) 主 MI。下面将对 α-下水平集

Ca = {X 1 f(x) ζα} 的条件数建立一个上界，其中扩 <αζ f(x(O))。将 x = x* 代入
式 (9.13) 和式 (9.8) 可得

p* + (M/2) 11ν - x* lI~ ~ f(y) 注 p* + (m/2) lIv - x* lI~ 

该式意味着 Binner C C o: C Bouter ， 其中

Binner = {y 1 11ν -X* 1I2 运 (2(α _ p*)/M)1/2} 

B outer = {ν111ν - X* 1I 2 运 (2(α _ p*)/m)1/2} 

换言之， α-下水平集包含 Binncr. 但被 Bouter 所包含，它们分别是具有下述半径的球

(2(α - p*)/M)1/2, (2(α- 扩)/m)1/2.

其平方半径的比值给出了 Ca 的条件数的一个上界:

c叫C以号
我们也可以对最优解处 Hessian 矩阵的条件数 κ('\]2f(x*)) 给出一种几何解释。根

据 f 在 f 处的 Taylor 展开

的) 叼* + ; ω 一 f忖)严阳T

可以看出，对于充分靠近f 的 α，

Ca 勾 {y I (ν - x*)T'\]2 f (扩)(ν - ♂)运 2(α - p*)} , 

即中心为 f 的椭球可以很好地逼近下水平集。因此

lim. cond(Ca ) =κ('\]2 f(x*)). 
α.....p. 

我们将发现，对于一些常用的无约束优化算法.f 的下水平集的条件数 (上界为

M/m) 是影响其计算效率的重要因素。

强凸性常数

必须记住，只有在很少情况下才可能知道常数 m 和 M. 因此不等式 (9.10) 并不能

用作算法停止准则。我们只能把它视为一个概念上的停止准则;它表明只要 f 在 z 处

的梯度足够小 • f(x) 和扩之间的偏差就会变小。如果我们在 II'\]f(x(k) ) 1I 2 运 η 时终止

算法，其中 η 是选定的(非常可能〉 小于 (mt)1/2 的充分小的数，那么我们就(非常可

能)得到 f(X(k)) - p* ζε。
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在以下几节中我们要给出一些算法的收敛性证明，其中包括对算法满足 f(X(k)) -

fζε 之前的迭代次数给出上界，其中 E 是正的误差阑值。很多这些上界含有(通常未

知的)常数 m 和 M. 因此上面的说明同样有效。这些结果至少在概念上是有用的;即

使对算法达到预定精度所需注代次数建立的上界依赖于未知常数，我们仍然能够利用

它们确定算法的收敛性。

对于上述情况存在一个非常重要的特例。在 ~9.6 我们将研究一类特殊的凸函数，

称为自和谐函数，对于这种函数我们将针对 Newton 方法给出不依赖任何未知常数的

完整的收敛性分析。

9.2 下降方法

本章描述的算法将产生一个优化点列 X(k). k = 1，…，其中

X(k+l) = X(k) 十 t(k)Adk) ，

并且 t(k) > 0 (除非 X(k) 已经是最优点)。此处 A 和 z 的串联符号 ð..x 表示 Rn 的

一个向量，被称为步径或搜索方向 (尽管它不需要具有单位范数) .而 k = 0， 1，…表

示选代次数。标量 t(k) ;;::: 0 被称为第 k 次迭代的步进或步长(尽管只有 II ð..x(k) 11 = 1 

时它才等于 Ilx(k+ l) - X(k) 11)。虽然"搜索方向"和"步长"这些术语被广泛使用，但

对它们更准确的命名应该是"搜索步径"和"比例因子"。当讨论一个算法的一次选代

时，我们有时会省略上标，用 x+ = X + tð..x 或 x := x + tð..x 这些简略的符号代替
X(k+l) = x(k) 十五k) ð..x(的。

我们讨论的所有方法都是下降方法，只要 x(均不是最优点就成立

f(X(k+ l)) < f(x(k)). 

这意味着对所有的 k 都有 X(k) ε5. 后者是初始下水平集，特别是我们有 X(k) ε domf。

由凸性可知 • V'f(x(k))T(ν- x(k)) ;;::: 0 意味着 f(ν) 注 f(X(k)) ， 因此一个下降方法中的

搜索方向必须满足
V' f(x(k)f ð..x(k) < 0, 

即它和负梯度方向的夹角必须是锐角。我们称这样的方向为下降方向(对于X(k)处的j)。

下降方法由交替进行的两个步骤构成:确定下降方向 ð..x. 选择步长 t。其一般框架

如下。

算法 9.1 通用下降方法。

给定初始点 zε domf.

重复进行
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1.确定下降方向 ßx。

2. 直线搜索。选择步长 t>O。

3. 修改。 x:= X + tßXo 

直到满足停止准则。

9 无约束优化

上述第二步选定的 t 将决定从直线 {x + t~x I t E R+} 上哪一点开始下一步法代，

因此被称为直线搜索。 (准确的术语可能是射线搜索。〉

实用的下降方法均有相同的结构，但组织方式可能不同。例如， 一般在计算下

降方向 ~x 的同时或之后检验停止准则。停止准则通常根据次优性条件 (9.9) 采用

IIV' f(x)112 运 η，其中 η 是小正数。

精确直线搜索

实践中有时采用被称为精确直线搜索的直线搜索方法，其中 t 是通过沿着射线

{x + t~x I t 注 O} 优化 f 而确定:

t = argmins~o f(x + s~x). (9.16) 

当求解式 (9.16) 中的单变量优化问题的成本，同计算搜索方向的成本相比，比较低时，

适合进行精确直线搜索。 一般情况下可以有效的求解该优化问题，特殊情况下可以用

解析方法确定其最优解。(我们将在 g9.7.1 中讨论该问题。)

回溯直线搜索

实践中主要采用非精确直线搜索方法:沿着射线 {x + t~x I t ø O} 近似优化 f 确

定步长，甚至只要 f 有"足够的"减少即可。业已提出了很多非精确直线搜索方法，其

中回溯方法既非常简单又相当有效。它取决于满足。 <α< 0.5 , 0 <β<1 的两个常

数 α， β 。

算法 9.2 回溯直线搜索。

给定 f 在 x E domf 处的下降方向 ßx. 参数 αε(0， 0.5).β ε (0 ， 1) 。

t := 1 。

如果 f(x + tßx) > f(x) + αt'V f(xf ßx. 令 t:= βt。

正如其名称所示， 回溯搜索从单位步长开始，按比例逐渐减小，直到满足停止条件

f(x + t~x) ζ f(x) + αtV' f(x)T ~xo 由于 ~x 是下降方向 • V'f(X)T~X < O. 所以只要
t 足够小，就一定有

f(x 十 t~x) 勾 f(x) + tV f(xf ~x < f(x) + αt'V f(X)T ~x， 
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因此回溯直线搜索方法最终会停止。常数 α 表示可以接受的 f 的减少量占基于线性外

推预测的减少量的比值。(关于要求 α 小于 0.5 的理由将在后面给出。)

图 9.1 对回溯条件进行了说明。可以看出，回溯终止不等式 f(x + tb.x) 运 f(x) + 
αt"V f(x)T b.x 将在区间 (0， to] 中的某个 t~O 处被满足。因此，回溯搜索方法停止时步

长 t 将满足

t = 1, 或者 t E (βto ， tO]' 

当步长 t=l 满足回溯条件，即 1ζto 时，第一种情况会发生。特别是，可以断定，由

回溯直线搜索方法确定的步长将满足

t 注 min{l ， βto}.
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图 9.1 回溯直线搜索。曲线代表 f 在待搜索直线上的图像。下面的短划线表示 f 的线性外推，

上面短划线的斜率是下面短划线的 α 倍。回溯条件是 f 落入上下短划线之间，即 0ζtζto。

如果 domf 不等于 R饵，对于回溯直线搜索中的条件 f(x + tb.x) 运 f(x) + 
αt"V f(x)T b.x 需要进行仔细的解释。按照我们的约定， f 在其定义域之外等于无穷大，

所以上述不等式意味着 x + tb.x ε domf。在实际计算中，我们首先用 3 乘 t 直到

x + tb.x E dom f ; 然后才开始检验不等式 f(x + tb.x) 运 f(x) + αt"V f(xf b.x 是否

成立。

参数 α 的正常取值在 0.01 和 0.3 之间，表示我们可以接受的 f 的减少量在基于线

性外推预测的减少量的 1% 和 30% 之间。参数 β 的正常取值在 0.1 (对应于非常粗糙

的搜索〉和 0.8 (对应于不太粗糙的搜索〉之间。

9.3 梯度下降方法

用负梯度作搜索方向，即令 b.x = - "V f ( x ) ，是一种自然的选择。相应的方法被称
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为梯度方法或梯度下降方法。

算法9.3 梯度下降方法。

给定初始点 zε domf。

重复进行

1. ßx := -\7 f(x) 。

2. 直线搜索。 通过精确或回溯直线搜索方法确定步长 t 。

3. 修改。 x:=x+tßXo

革到满足停止准则。

9 无约束优化

停止准则通常取为 11 \7 f(x)112 ~η，其中 η 是小正数。大部分情况下，步骤 l 完成后就

检验停止条件，而不是在修改后才检验。

9.3.1 收敛性分析

本节我们对梯度方法给出一个简单的收敛性分析，为书写方便，用劣+ = x + tð.x 

代替 X(k+l) = X(k) + t(k) ð.X(时，其中 ð.x = -\7 f(x)。我们假定 f 是 S 上的强凸函数，

因此存在正数 m 和 M 使得 mI 二三 \72 f(x) 二三 MI 对所有 z 巳 S 成立。定义 f: R • R 

为 f(t)=f(z-tVf(z))，它是 f 在负梯度方向上以步长 t 为变量的函数。在以下讨论

中，我们只考虑满足 x - t\7f(x) εS 的 t。将 ν = x - t\1f(♂)代入不等式 (9.13).可以

得到 f 的二次型上界:

f(t) ~ f( 尘) 一叶t叫叶|川W阳1 \7

采用精确直线搜索的分析

(9.17) 

假定采用精确直线搜索方法，在不等式 (9.17) 两边同时关于 t 求最小。左边等于

f(texMt)，其中 texact 是使 f 最小的步长。右边是一个简单的二次型函数，其最小解为

t = 1jM. 最小值为 f(x) 一 (lj(2M))I I \7f(x)恨。因此我们有

f(z+) = f(texact) 运 f(x) 一」一 11 \7(f (x)) I I~2M 

从该式两边同时减去扩，我们得到

f(x+) - p*ζ f(x) - p* 一」一 11 \7f(x)II~. 2M 

将该式与 11\1f(x) l l~ 注 2m(f (x) - p*) ( 从式 (9.9) 导出〉相结合，可以断定

f(护) - p* ~ (1 - mjM) (f (x) - p*). 
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重复应用以上不等式，可以看出

f(X{k l ) - p* 运 ck (f(x(O)) - p*) , (9.18) 

其中 c=l -m/M< 1. 由此可知当 k → ∞时 f(X{kl ) 将收敛于扩。特别是，至多经过

log( (f(x{Ol) 一扩)/ε)
log(l/c) 

次远代， 一定可以得到 f(川的) - p* 运 h

(9.19) 

以上关于法代次数的上界，尽管比较粗糙，仍然可以揭示梯度方法的一些本质特

性。其中分子

log((f (x{O)) - p*)/f.) 

可以解释为初始次优性(即 f(x(O)) 和扩之间的缺口〕和最终次优性(即小于或等于 ε)

的比值的对数。它表明所需要的迭代次数依赖于初始点的质量和对最终解的精度要求。

上界 (9.19) 的分母 log(l/c) 是 M/m 的函数，而后者已经说明是 \72f(x) 在 S 上

的条件数的上界，或者是下水平集 {z I f(z) 运 α} 的条件数的上界。对于较大的条件数

上界 M/m， 我们有

log(l/c) =一 log(l- m/M) 勾 m/M.

因此所需法代次数的上界将随着 M/m 增大而近似线性的增长。

我们将看到当 f 附近 f 的 Hessian 矩阵具有很大的条件数时，实际上确实需要进

行很多次选代。反之，当 f 的下水平集相对而言各向同性较好时，可以选择相对较小的

条件数上界 M/m， 此时由上界 (9.18) 可知收敛速度将比较快，因为 c 比较小，或者至

少不会非常接近 1。

上界 (9.18) 表明，误差 f(X{kl ) - p* 将至少像几何数列那样快的收敛于零。按照法

代数值方法的术语，这种情况被称为线性收敛，因为误差位于误差和法代次数的对数线

性坐标图中一根直线的下方。

采用回溯直线搜索的分析

现在考虑在梯度下降方法中采用回溯直线搜索的情况。我们将说明，只要 0ζ t ~二

1/M ， 就能满足回溯停止条件

f(t) ζ f(x) - atll \7 f(x) I I~. 

首先注意到

o ~ t ~ l/M 斗 -t+ 号:运 -t/2
(从 -t + Mt2/2 的凸性导出〉。由于 α< 1/2，利用上述结果和上界 (9.17)，可以对

O 运 t ~二 νM 得到
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f(tkf(Z) 一 tll \7f(x) lI~ + 号:||VW))||3
运 f(x) 一 (tj2) 11 \7f(x)ll~ 

ζ f(x) 一 αtll\7f(x)II~. 

9 无约束优化

因此，回溯直线搜索将终止于 t=l 或者 t ~ ßjM。这为目标函数的减少提供了一个下

界。在第一种情况下我们有

f(x+) :运 f(x) 一 α11 \7f(x)II~. 

而在第二种情况下可以得到

f(x+) ~ f(x) 一 (βαjM)II \7f(x) II ~. 

将它们结合在一起，任何情况下总是成立

f(x+) ζ f(x) - min{α， βαjM}II \7 f(x)II~. 

现在可以完全类似精确直线搜索的情况进行分析。对上式两边同时减去扩可得

f(x+) - p* 运 f(x) - p* - min{α， ßα/ M} 11 \7 f(x )II~. 

与 II\7f(x) lI~ ~ 2m(f(x) -p*) 结合又可导出

f(x+) - p* ~ (1 - min{2mα， 2ßαm/M}) (f(x) - p*). 

由此可知

f(X(k)) - p* 运 ck (f (x(O)) - p*) , 

其中

c = 1- min{2mα， 2ßαmjM} < 1. 

特别是， f(x(k)) (至少是其中的一部分〉将至少像几何数列那样快的收敛于扩，其收敛

指数依赖于条件数上界 M/m。按照迭代方法的术语，这种收敛至少是线性的。

9.3.2 例子

R2 空间的二次问题

我们的第一个例子非常简单。考虑 R2 上的二次目标函数

f(2)=;仲吨，

其中 γ>0。显然，最优点是 x* = 0，最优值是 0。由于 f 的 Hessian 矩阵是常数，其

特征值为 1 和 γ，因此 f 的所有下水平集的条件数都等于
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ax{1， γ} 
一一-T = maxh， 1/γ}
in{1， γ 

对强凸性常数 m 和 M 最紧致的选择为

m = min{1，升 ， M = max{1， γ}. 

我们采用精确直线搜索的梯度下降方法，选取初始点 x{O) = (γ， 1)。在当前情况下

对选代过程中的每个 X{k) 及其函数值我们可以导出下述封闭形式的表达式(习题 9.6) : 
L
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和

f(X{k)) = 业巨2 (?-, ;)2k = (?_, ;)2k 
2 \γ + 1J \γ + 1J 

图 9.2 显示了 γ= 10 的情况。

4 

叫 川、 飞飞 耐以♂可\久:

-4 

-10 0 
2马

10 

图 9.2 函数 f(x) = (1/2)(x~ + lOx~) 的一些等值线。所有下水平集均是椭球，其条件数都等
于 10. 图形显示了从 X(O) = (10 ， 1) 开始，采用精确直线搜索的梯度方法的选代过程。

对于这个简单的例子，收敛性是精确线性的，即误差是一个精确的几何数列，每次

选代的收缩因子为 I(γ-1)/(γ+ 1)户。对于 γ = 1，一次迭代就可以得到精确解;对于 γ

离 1 不远的情况 (比如在 1/3 和 3 之间 )，收敛速度很快。如果 γ>> 1 或 γ<< 1，收敛

速度将会很慢。

我们可以将实际收敛情况和39.3 .1 导出的上界进行比较。使用最不保守的数

值 m = min{l ， γ} 和 M = max{l ，升，上界 (9.18) 保证每次选代均能使误差收缩

c=(1-m/M) 倍。而实际情况是每次选代使误差收缩的倍数为

. 

(坦坦)2
1+m/M 

对于小的 m/M， 对应于大的条件数， 上界 (9.19) 表明达到给定精度所需要的迭代次数

至多如 M/m 一样增长。对于这个例子，准确的所需迭代次数大约如 (M/m)/4 一样增
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长，这仅相当于上界的四分之一。这表明对这个简单的例子，由我们的简单分析导出的

迭代次数的上界约有四倍的保守性〈使用最不保守的 m 和 M 的数值)。特别是，收敛

比率(及其上界〉非常依赖于下水平集的条件数。

R2 空间的非二次型问题

我们现在考虑 R2 的一个非二次型的例子，其中

j(町 ， X2) = ë 'l +3X2- 0.1 + eXl-3x2- 0.1 + e- x1 - O.1 . (9.20) 

我们采用回溯直线搜索的梯度方法，选取 α= 0. 1， β= 0.7。图 9.3 显示了 f 的一些等

值曲线，以及由梯度方法产生的法代点 X(k) (用小圆圈表示〉。连接相邻点的线段表示

步径
X(k+l) _ x(k) = -t(k)\lj(x(k)). 

二1 工二、 .，31叫

.1/ \/归 ，::}〉JJjJ:
、 Ó .:l仙 ， -JZ二，二三zz ，

图 9.3 用回溯直线搜索的梯度方法优化 R2 空间中式 (9.20) 给出的目标函数 f 的法代过程。

短划曲线表示 f 的等值线，小圆圈是梯度方法的选代点。连接相邻点的实线显示步径

t(k) ßX(k) 。
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图 9.4 对于式 (9.20) 给出的 R2 空间的 J. 采用回溯直线搜索和精确直线搜索的梯度方法所

产生的误差 J(X(k)) - p* 和迭代次数 k 之间的关系.图像显示收敛近似线性，其中回溯直线搜

索每次迭代收缩因子约为 0.4，而精确直线搜索相应因子约为 0.2。



9.3 梯度下降方法 . 451 . 

图 9.4显示误差 f(X(k)) -p* 和法代次数 k 之间的关系。图像显示误差类似于几何

数列收敛于霉，即近似线性收敛。本例中，经过 20 次选代误差大约从 10 减少到 10-7 ，

因此每次选代的收缩因子约为 10-8/20 ;:;:;; 0.4。这种较快的收敛和收敛分析预测的结果

相吻合，由于 f 的下水平集条件数不太坏，所以可选择不太大的 M/m。

为了和回溯直线搜索方法相比，我们采用精确直线搜索的梯度方法从同样的初始

点开始解决同样的问题。相应结果在图 9.5 和图 9.4中给出。可以看出精确直线搜索方

法也是近似线性收敛，收敛速度大约是同溯直线搜索方法的2倍。经过 15 次选代误差减

少到大约 10-11 ，每次选代的收缩因子约为 10-11/15 纪 0.2 。

工工工工工主 ‘ 沪}

1 、‘

J :r ' 1 、

图 9.5 采用精确直线搜索的梯度方法优化 R2 空间中式 (9.20) 给出的 f 的选代过程。

R1∞空间的一个问题

下面考虑下式给出的大规模问题，

f(x) = ex - 汇 log(bi -αr X) , (9.21) 

其中项数 m = 500，变量维数 η = 100。

采用回溯直线搜索的梯度方法，选取参数 α = 0.1, ß = 0.5，图 9.6 给出了收敛过

程。对这个例子可以看见，最初的 20 次迭代以较快的近似线性的速度收敛，随后的收

敛仍然近似线性，但速度较慢。总体上，经过约 175 次法代误差减少到大约 10斗，平均

每次选代的收缩因子约等于 10-6/1752￥ 0.92。其中最初 20 次迭代平均每次收缩因子约

为 0.8; 此后较慢的收敛过程平均每次迭代的收缩因子约为 0.94。

图 9.6 也显示了用精确直线搜索的梯度方法的收敛过程。收敛速度仍然近似线性，

总体上平均每次迭代的收缩因子约等于 10-6/140 ~ 0.91。只比回溯直线搜索方法快

一点。

最后，我们改变回溯直线搜索的参数 α 和 β，通过确定满足 f(X(k)) - p* 运 10-5

所需要的法代次数，来考察这些参数对收敛速度的影响。在第一个试验中，我们固定

ß = Oι 将 α 从 0.05 变到 0.5。所需迭代次数从大约 80 (对应于 0.2 ,.._, 0.5 之间的 α

• 
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值〉变动到 170 左右(对应于较小的 α 值〉。这个试验(加上别的一些试验〉表明，选取

较大的 (0.2 rv 0.5 之间〉 α 值，相应的梯度方法能够产生较好的结果。
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图 9.6 对 R100 空间的一个目标函数，分别采用回溯直线搜索和精确直线搜索的梯度优化方法

AU 
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咱
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所产生的误差 f(X(k)) - p* 和法代次数 k 之间的关系.

类似地，我们固定 α= 0.1.将 β 从 0.05 变到 0.95，考察改变 3 的效果。同样，总

的迭代次数变动不大，从大约 80 (对应于 F 但 0.5) 到 200 左右〈对应于 1 附近或较小

的 β〉。这个试验(加上别的一些试验〉表明 ， ß ~ 0.5 是较好的选择。从试验结果看，回
溯搜索的参数取值对收敛性影响不大，不会超过两倍因子左右。

梯度方法和条件数

我们的最后一个试验将说明 \72 f(x) (或者下水平集〉的条件数对梯度方法收敛性

的重要性。我们从式 (9.21) 给出的函数开始，但是用 x = Tx 替换式中的 x ， 其中

T = diag((1 ， γ1/n， γ2/n，··， γ(n- l)/n)) ， 

即优化

f(x) = cTTx … 'L)og(bi - aTTx) (9.22) 
i=l 

这样就给了我们一族依赖于 γ 的优化问题，其具体取值可以影响问题的条件数。

图 9.7 给出 γ 改变时满足 f(烈的) - r < 10-5 所需要的迭代次数，直线搜索采用

α = 0.3 和 β= 0.7 的回溯方法。图像表明，对于 10 : 1 (即 γ = 10) 这样小的对角比值，

迭代次数已增长到大于 1000，当对角比值大于 20 时，梯度方法已经慢到实际上没有用

处的程度。

图 9.8 给出了 Hessian 矩阵 \72ï(x*) 在最优点处的条件数。对于较大和较小的 γ，

条件数大约以 max{乎， 1/γ2} 的速度增长，与法代次数对 γ 的依赖关系非常相似。这再

次表明条件数和收敛速度之间的关系是客观的现象，而不是基于分析的主观产物。

• 
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图 9.7 梯度方法应用于式 (9.22) 时的迭代次数。垂直轴表示满足 !(X(k)) - p* < 10-5 

所需要的法代次数。水平轴表示控制对角比值大小的参数 γ。直线搜索为 α = 0.3 , 

β = 0.7 的回溯方法。
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图 9.8 Hessian 矩阵的条件数和 γ 的关系。通过将它和图 9.7 中的曲线比较，可以看出，条件

数对收敛速度有非常强烈的影响。

结论

根据数值例子和其他结果，我们可以得到以下结论。

· 梯度方法通常呈现近似线性收敛性质，即误差 f(X(k)) - p* 以类似于几何数列的

方式收敛于零。

· 回溯参数 α 和 β 的取值对收敛性有明显的影响，但不会产生戏剧性的效果。精确

直线搜索有时可以改善梯度方法的收敛性，但效果不是很大(或许不能抵消进行

精确直线搜索增加的计算量)。

· 收敛速度强烈依赖于 Hessian 矩阵，或者下水平集的条件数。即使问题的条件数
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不是太坏(比如条件数等于 100) ，收敛速度也可能很慢。如果条件数很大(比如

等于 1000 或更大)，梯度方法已经慢得失去实用价值。

梯度方法的主要优势是比较简单，主要缺陷是其收敛速度非常强烈的依赖于 Hessian 矩

阵和下水平集的条件数。

9.4 最速下降方法

对 f(x + v) 在 2 处进行一阶 Taylor 展开，

f(x + v) 纪 Î(x + v) = f(x) + 'V f(x)T v , 

其中右边第二项 'Vf(x)Tυ 是 f 在 z 处沿方向 u 的方向导数。它近似给出了 f 沿小的

步径 u 会发生的变化。如果其方向导数是负数，步径 u 就是下降方向。

我们现在讨论如何选择 u 使其方向导数尽可能小。由于方向导数 'Vf(X)TV 是 u 的

线性函数，只要我们将 u 取得充分大，就可以使其方向导数充分小(在 υ 是下降方向的

前提下，即 'Vf(X)TV < 0)。为了使问题有意义，我们还必须限制 υ 的大小，或者规范

u 的长度。

令 11 . 1 1 为 Rn 上的任意范数。我们定义一个规范化的最速下降方向(相对于范数

11 . 1 1) 如下

.ð.xnsd = 町gmin{'Vf(xfv 111叫1 = 1}. (9.23) 

(我们说"一个"最速下降方向是因为上述优化问题可能有多个最优解。〉 一个规范化的

最速下降方向.ð.xnsd 是一个能使 f 的线性近似下降最多的具有单位范数的步径。

对于一个规范化的最速下降方向可以进行下述几何解释。我们同样可以将.ð.xnsd

定义为

.ð.xnsd = argmin{ 'V f(x)Tv Illv ll ~ 1}. 

因此一个规范化的最速下降方向就是 11 . 1 1 的单位球体中在 -'Vf(x) 的方向上投影最长

的方向。

我们也可以将规范化的最速下降方向乘以一个特殊的比例因子，从而考虑下述非规

范化的最速下降方向.ð.xsd : 

.ð.xsd = II'V f(x) 11 *.ð.xn灿 (9.24) 

其中 11 . 11* 表示对偶范数。对于这种最速下降步径，我们有

'V f(xf b.xsd = II 'V f(x) lI* 'V f(xf .ð.xnsd =一II 'Vf(劣) II~. 

〈参见习题 9.7)。最速下降方法使用最速下降方向作为直线搜索方向。
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算法 9.4 最速下降方法。

给定初始点 X E domf. 

重复进行

1.计算最速下降方向 ð.Xsd 。

2. 直线搜索。采用回溯或精确直线搜索方法选择 t。

3. 改进. X:= X + tð.Xsd 。

直到满足停止准则。

. 455 . 

如果采用精确直线搜索方法，下降方向的比例因子不起作用，因此规范化或非规范化的

方向都能用。

9.4.1 采用 Euclid 范数和二次范数的最速下降方法

采用 Euclid 范数的最这下降方法

如果我们将 11 . 11 取为 Euclid 范数，可以看出最速下降方向就是负梯度方向，即

~xsd = -\7f(功。因此，采用 Euclid 范数的最速下降方法就是梯度下降方法。

采用二次范数的最速下降方法

我们考虑二次范数

II zllp = (ZT pZ)1/2 = IIP1/ 2zI12, 

其中 PεS++。规范化的最速下降方向由下式给出

~Xnsd =一 (\7 f(xf p-1\7 f(x)) -1/2 p-l \7 f(叫，

其对偶范数为 Ilzll* = I IP-l/2zI12' 因此采用 II'IIP 的最速下降步径为

~Xsd = _p-l\7 f(x). 

图 9.9 给出了相应的规范化的最速下降方向。

基于坐标变换的解释

(9.25) 

对于最速下降方向 A乌d' 我们可以通过坐标变换给出另一个有意义的解释:它是

对原问题进行某种坐标变换后的梯度下降方向。定义也 = pl/与，因此 11叫Ip = 11叫 12 。

采用这种坐标变换，原目标函数 f 的极小化问题可以等价转换为极小化下式给出的目

标函数 f:Rn → R，

l(u) = f(p-l/2U) = f(u). 

如果我们采用梯度方法优化 f， 在点零 (对应于原问题的点 x = p-l/2X ) 处的直线搜

索方向为
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- "/(x) 

Ôx .... 

图 9.9 采用二次范数的规范化的最速下降方向。椭圆表示该范数下以 z 为球心的单位球。在 z

处的规范化的最速下降方向.ð.Xnsd 是椭圆内在 -\1f(x) 方向上投影最长的方向。图中给出了梯

度方向和规范化的最速下降方向.

A王 = -'\11(x) = _p- l/2 '\1 f(p-l/2X) = - p-l/2 '\1 f(x) 

该梯度方向对应于原变量 z 处的直线搜索方向

b.x = p-叮-p叩'\1f但)) =-p句f(x)

换言之，二次范数 11 . IIp 下的最速下降方向可以理解为对原问题进行坐标变换

X = pl/与后的梯度方向。

9.4.2 采用 Rr范数的最速下降方向

作为另外一个例子，我们考虑 e1-范数下的最速下降方向。可以很容易地刻画这种
范数下的一个规范化的最速下降方向

b.Xnsd = a鸣min{'\1f(xfv Illv llI运 1}. 

令 t 是满足下式的任意下标， 11 '\1 f(x)11∞= 1 (\7 f(x))il。于是， e1-范数下的一个规范化
的最速下降方向b.Xnsd 由下式给出，

b.Xnsd = -叫守)e
其中向表示第 4 个标准基向量。相应的非规范化的最速下降步径是

δf(x) 
b.xsd = b.Xnsd 11 '\1 f (x ) 11∞ =-327e 

因此， e1-范数下的规范化的最速下降步径总能选为某个标准基向量〈或者某个负的标准
基向量〉。它是能够使 f 的近似下降达到最大的坐标轴方向。图 9.10 对此进行了说明。

采用 e1-范数的最速下降算法有一个非常自然的解释:每步选代我们选择 '\1f(x) 的

绝对值最大的分量，然后根据 ('\1f(x))i 的符号减少或增加 z 的对应分量。由于该算法
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- 'Ç7 f(功

圈 9.10 Rr范数下的规范化的最速下降方向。菱形表示以 z 为中心的 R1-范数的单位球。规范

化的最速下降方向总能选为某个标准基向量的方向 i 本例中我们有.ð.Xnsd = e I 0 

每次选代只有 z 的一个分量被修改，所以有时被称为坐标下降算法。这种方法能够极

大的简化，甚至省略，直线搜索。

例 9.2 Frobenius 范数伸缩。在 S4.5.4我们遇到无约束几何规划

minimizc 1二 AdZd?/咛
i ,j=1 

其中 Mε Rnxn 给定，变量是 d E Rn。利用变量变换句 = 210gdi 我们可以将此几何规

划表示成凸规划形式

minimize f (X) = log I 艺 MZez.-zj
i ,; =1 

此时很容易每次优化 f 的一个变量。固定第 k 个变量以外的所有变量，我们可以将目标函

数写成 f(x) = log(αk + ßke- Xk + γkeXk ) • 其中

αk = Mfk + 汇 l143俨-飞向=汇Mlk庐， γk= 艺 Mfje-Xi
i,#k i予~k j 手~k

将 f(x) 视为冉的函数，使其达到最小值的点为 Xk = log(ßkhk)/2。对于该问题，可以采

用简单的解析公式计算精确直线搜索的解。

采用精确直线搜索的 R1-最速下降算法由以下步骤重复构成。

1.计算梯度
- t=l . ô - Xi ..L ", .oXi 

(\1 f(X))i = 岛问:JMb m34=1，...， η. 

2. 选择 \1f(功的绝对值最大的分量: 1\1 f(x)lk = 11 \1 f(x) 1I∞。

3. 计算使 f 关于标量 Xk 达到最小的解 Xk = log(ßk/γ'k)/2o 
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9.4.3 收敛性分析

本节我们将回溯直线搜索梯度方法的收敛性分析扩展到采用任意范数的下降方法。

我们将利用以下事实:任意范数可以用 Euclid 范数进行界定，即存在常数 γε(0， 1)

使得

Ilxll.. 注 γIIx 1l 2'

(参见 SA. 1.4) 。

我们再次假定 f 在初始下水平集 S 上是强凸的。上界 \12f(x) 二三 MI 意味着

f(x + tßXsd) 作为 t 的函数存在以下上界:

TA , M 11 ßXsd 1132 
f(x + tßXsd) 运 fh) + tvf(z)IAZsd+2-t=

T M11 ßXsd 1122 
~f(x) 十 t\1 f(xy ßXsd + _._ "~~.UII t :l 

。 M 'l。
= f(x) - t ll\1 f(x) lI ~ + 一-?e ll \1 f(x)II;. (9.26) 

2γ2 

由于 α < 1/2 , '\! f(x)T ßXsd = 一 11 \1 f(x) 11; ，步长 {=γ21M (使二次上界 (9.26) 达到

最小〉满足回溯直线搜索的终止条件

仙ω叫s时d)闪阳《υ叫f只(x) 一 ￡ |川1\1盯m呐川只巾削(归z功)川|川旧|巳3k《υ叫ωf川仲削(何ω忡Z功)忡+ 号誓?v盯阶川f贝巾刷(归ωZ功)阳T

因此，直线搜索产生的步长满足 t ~ min{l ， βγ21M} ， 我们有

f(x+) = f(x + tßXsd) 运 f(x) 一 αmin{l ， ßγ21M} 11\1 f(x) lIz 
运 f(x) 一 α俨 min{l ， βγ2IM}II'\! f(x)II~ ， 

从上式两边减去扩，同时利用式 (9.9)，我们得到

f(x十) - p* ζ c(f(x) - p*) , 

其中

c = 1- 2mα币2 min{l, ßγ21M} < 1. 

因此我们有

f(X(k)) -扩运 é(f(x(O)) - p*). 

即和梯度方法完全一样的线性收敛性。
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9 .4.4 讨论和例子

最迫下降方法的范数选择

选择恰当的范数定义最速下降方向可能对收敛速度产生极其显著的效果。为便于

讨论，我们考虑采用二次 p-范数的最速下降方法的情况。在 99.4.1 我们曾说明，采用

二次 p-范数的最速下降方法等同于对问题进行坐标变换 x = pl/2X 后的梯度下降方

法。我们知道，梯度方法在下水平集(或最优点附近的 Hessian 矩阵)的条件数适中时

能很好地工作，但这些条件数很大时效果很差。由此可知，若进行坐标变换 x = pl/与

后有关下水平集的条件数适中，最速下降方法将取得良好的效果。

上述讨论为选择 P 提供了依据:经过 p-l/2 的变换后，[的下水平集应该具有良

好的条件数。例如，如果知道最优点处 Hessian 矩阵 H(x*) 的近似矩阵 H， 令 P = H

是对 P 的一种很好的选择，因为 f 在最优点的 Hessian 矩阵将变成

Îl- l/2 \12 [(X*)Îl- l/2 ~ 1, 

因此很可能具有小的条件数。

上述想法无需借助于坐标变换实现。我们说采用坐标变换 x = pl/2x 后的下水平

集具有小的条件数，等价于说椭圆

ε = {x 1 xTpx 运 1}

能够近似相应的下水平集的形状。(换言之，经过适当的比例和平移变换后能给出好的

近似。)

这种收敛速度对 P 的依赖具有两面性。从乐观的角度看，对任何问题总存在能使

最速下降方法有效工作的 P。所面临的挑战当然是找到这样的 P。从悲观的角度看，对

任何问题也存在大量的能使最速下降方法失效的 P。总之，我们可以说，如果能够找到

使变换后问题的条件数适中的 p， 最速下降方法将能有效的工作。

例子

本节我们用目标函数为式 (9.20) 的 R2 中的非二次问题说明有关想法。我们应用

以下两个二次范数导出的最速下降方法求解该问题，

2 0 1 1 8 0 Pt =I- -1 , P2= 
081' - 102 

对两种情况我们都采用 α= 0. 1， β= 0.7 的回溯直线搜索方法。

图 9.11 和图 9.12 分别给出来用范数 11 . I lpl 和 11 . 11巧的最速下降方法的法代次

数。图 9， 13 显示两种范数下误差和迭代次数的对应关系。图 9.13 表明范数的选择对
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收敛性有强烈的影响.采用范数 11 . IIpl 的收敛速度比梯度方法略快一点，而采用范数

11 . 11巧的收敛速度却远慢于梯度方法。

，了 ‘JJT之二三、机

… … 

;才3民--~\-E:;二三ififrJ 、
I ."., ~l :、) '1 

采用二次范数 11 . IIpl 的最速下降方法。椭圆表示球体 {x I lI x - x(k}llp, ::;; l} 在 x(O)

和 x(l} 处的边界.

圈 9.11
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圈 9.13 采用二次范数 11 . IIpl 和 11.11马导出的最速下降方法的误差 f(X{k}) - p* 和地代次数 k

之间的关系.范数1I.lIp，对应的收敛速度较快，而范数 11 . II p2 对应的收敛速度较慢.
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对坐标变换 2 = PJ/22 和军 = PJ/2z 后的问题进行分析，可以很好地解释上述结

果。图 9.14 和图 9.15 分别给出坐标变换后的问题。采用 P1 的坐标变换所产生的下水
平集具有适中的条件数，因此其收敛速度较快。而采用岛的坐标变换所产生的下水平

集条件数很差，因此其收敛速度很慢。

图 9.14

采用范数 1 1 . II p2 的最速下降方法在坐标变换后的迭代过程。这种坐标变换增加了下水

平集的条件数， 因此降低了收敛速度。

Newton 方法

图 9.15

9.5 

Newton 步径9.5.1 

对于 zεdomj，我们称向量

.ð.xnt = -\j2f(x)-1\j f(x) 

为 (f 在 2 处的) Newton 步径。由 \j2 f(x) 的正定性可知，除非 \jf(x) = 0，否则就有

\j f(X)T .ð.xnt = - \j f(X)T\j2 f(X) - l\j f(x) < O. 
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因此 Newton 步径是下降方向(除非 z 是最优点)。我们可以用不同的方式解释和导出

Newton 步径。

二阶近似的最优解

函数 f 在 2 处的二阶 Ta.ylor 近似(或模型〉 f为

f(x + v) = f(x) + 'ÇJ f(X)T V + ~ VT 'ÇJ2 f位 (9.28) 

这是 u 的二次凸函数，在 ν= .ð.xnt 处达到最小值。因此，将 z 加上 Newton 步径.ð.xnt

能够极小化 f 在 z 处的二阶近似。图 9.16 显示了该性质。

, , 

" 
, , 

‘' , , 
• 

<ggd

, , , 
' 

, , , , , 

(x, j(x)) 
, , , 

(x+Ll.xn"j(x+Ll.xn.) ) 

, , , , , ' 
, , 

图 9.16 函数 f (实线〉和它在 2 处的二阶近似 f(虚线)0 Newton 步径.6.xnt 是极小化 f需

要在 z 处增加的量。

上述解释揭示了 Newton 步径的一些本质。如果函数 f 是二次的，则 X + .ð.xnt 是
f 的精确最优解。如果函数 f 近似二次，直观上 X + ßXnt 应该是 f 的最优解，即 X* , 
的很好的估计值。既然 f 是二次可微的，当 z 靠近 f 时 f 的二次模型应该非常准确。

由此可知，当 z 靠近 f 时点 x + .ð.xnt 应该是 f 的很好的估计值。我们将会看到这
个直观上的认识是正确的。

Hessian 范数下的最这下降方向

Newton 步径也是 z 处采用 Hessian 矩阵 'ÇJ2f(x) 定义的二次范数，即

Ilu ll 'V2 f(x) = (UT 'ÇJ2f(x)U)1/2 

导出的最速下降方法。这从另一个角度揭示了为什么 Newton 步径应该是好的搜索方

向，特别是当 z 靠近 f 时是很好的搜索方向。

在讨论最速下降方法时曾经提到，若采用二次范数 1 1 . II p ， 当坐标变换后 Hessian

矩阵的条件数较小时，收敛速度将很快。特别是，在 f 附近，令 p = 'ÇJ2 f(x*) 是一个

很好的选择。当 z 靠近 f 时，我们有'ÇJ2f(x) 勾'ÇJ2 f(x*) ，这就解释了为什么 Newton

步径是搜索方向的很好选择。图 9.17 对此进行了说明。
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图 9.17 虚线是一个凸函数的等值线。椭圆(实线)表示 {x + 叫 VTV2f(x)v::::; 1}。箭头表示

梯度下降方向 -Vf(功。 Newton 步径 ð.Xnt 是范数 11' 1IV'2f(x) 导出的最速下降方向。图中也给

出了采用相同范数的规范化的最速下降方向ð.Xnsd 。

线性化最优性条件的解

如果我们在 z 附近对最优性条件 \1 f(x*) = 0 进行线性化，可以得到

V' f(x + υ) 纪V' f(x) + \12 f(x)v = O. 

这是 u 的线性方程，其解为 v = .ð.xnt。因此在 z 处加上 Newton 步径 .ð.xnt 就能满足

线性化的最优性条件。这再一次表明对于 f 附近的工〈此时最优性条件接近成立)，修

正量 x + .ð.xnt 应该是 f 的很好的近似值。

若 η= 1，即 f: R → R，这种解释尤其简单。极小化问题的解 f 由 f'(X*) = 0 

定义，即它是导数 f' 的过零点，而 f 是凸函数时后者是单调增加的函数。给定当前

的近似解尘，我们生成 f' 在 z 处的一阶 Taýlor 近似。这个仿射近似的过零点就是

X + .ð.xnt。图 9.18 显示了这种解释。

，
二r

, , , , 

, , , , ' 

, , ' 
, , 

(时Âx".J'(叶A知))

, (x,f'(x)) 
, , 

图 9.18 实线是图 9.16 中的 f 的导数1'.1'是 f' 在 2 处的线性近似。 Newton 步径.ð.xnt 是

P 的根和点 z 之间的差。

Newton 步径的仿射不变性

Newton 步径的一个重要特点是对坐标的线性 (或仿射)变换的独立性。假定
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T E Rnxn 是非奇异的，定义 !(ν) = f(Ty)。我们有

Vf(ν) = TTVf(x)， V2 f(ν) = TTV2 f(x)T, 

其中 x=Ty。因此， f 在 ν 处的 Newton 步径是

~Ynt=- (TTV2f(x)T)-1 (TTVf(x)) 

= _T- 1V 2 f(X) - 1V f(x) 

=T-1~Xnt ， 

其中 ~Xnt 是 f 在 z 处的 Newton 步径。于是， f 和 f 的 Newton 步径由相同的线性

变换相联系，并且

Newton 减量

我们将

2 十 ~Xnt = T(ν + ~Ynt) 

入(x) = (V f(x)TV2 f(X)-lV f(x)) 1/2 

称为 z 处的 Newton 减量。我们将看到 Newton 减量在 Newton 方法的分析中有重要

作用，并且也可用于设计停止准则。我们可以将 Newton 减量和 f(x) - infy Î(y) 以下
述方式联系在一起:

阳 -iyh) =削 - h+Ah)=:λ(X)2 ) 

其中 F是 f 在 2 处的二阶近似。因此，泸/2 是基于 f 在 z 处的二阶近似对 f(x) - p* 

作出的估计值。

我们也可以将 Newton 减量表示为

入(z)=(Adv2fh)AZnt)1/2.

该式表明 λ 是 Newton 步径的二次范数，该范数由 Hessian 矩阵定义，即

11叫IV2f(x) = (UTV 2f(x)U)1/2. 

Newton 减量也出现在回溯直线搜索中，因为我们有

Vf(xf~xnt = 一λ(X)2

(9.29) 

(9.30) 

这是在回溯直线搜索中使用的常数，可以被解释为 f 在 z 处沿 Newton 步径方向的方

向导数:

一λ(X)2 = V f(X)T ~Xnt =兰f(x+ ~Xntt) dt 01 \- • - -",-, It=o 
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最后我们指出，向 Newton 步径一样， Newton 减量也是仿射不变的。换言之，对于非奇

异的 T，f(ν) = f(Ty) 在 ν 处的 Newton 减量和 f 在 x=Ty 处的 Newton 减量完全

相同。

9.5.2 Newton 方法

下面描述的 Newton 方法有时被称为阻尼 Newton 方法或者谨慎 Newton 方法，以

别于步长 t=l 的纯 Newton 方法。

算法9.5 Newton 方法。

给定初始点 zε domJ ， 误差阑值 ε> o. 
重复进行

1.计算 Newton 步径和减量。

~Xnt := - \12 J(X)-h\l J(X) ; λ2:= \1J(X)T\12J(X)-1\1J(X) 。

2. 停止准则。如果 λ2/2 ~ε，退出。

3. 直线搜索。通过回溯直线搜索确定步长 t。

4. 改进。 X := X + t~Xnt. 

这实际上是 g9.2 中描述的通用下降方法，只是在这里采用 Newton 步径为搜索方

向。唯一的区别 (非常次要〉在于停止准则的检验在计算搜索方向之后，而不是在改进

迭代点之后。

9.5.3 收敛性分析

同以前一样，我们假定 f 二次连续可微，并且具有常数为 m 的强凸性，即对于所

有的 zε S， \12 f(x) 兰 mI。我们已经知道该假设意味着存在 M>O 使得对于所有的

zε S ， \12 f(x) :主 MI。

此外，我们假定 f 的 Hessian 矩阵是 S 上以 L 为常数的 Lipschitz 连续的，即

1I \12f(x) - \12 f(ν) 112 ~ L ll x 一 ν112 (9.31 ) 

对所有的尘， y εS 成立。系数 L 可以被解释为 f 的三阶导数的界，对于二次函数可以

等于零。更一般地说， L 是对 f 与其二次模型之间近似程度的一种度量，因此可以期望

Lipschitz 常数 L 将对 Newton 方法的性能起关键作用。直观上看，如果一个函数的二

次模型变化缓慢〈即 L 较小)， Newton 方法应该比较有效。

收敛性证明的思想和轮廓

我们首先给出收敛性证明的思想和轮廓，以及主要结论，然后给出详细证明。我们

将说明存在满足 0<ηζ m2jL 和 γ>0 的 η 和 γ 使下式成立。
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·如果 11 \7f(x(k))112 注 η，则

f(尘(k+盯 - f(x(k)) 运 -γ (9.32) 

·如果 11 \7 f(X(k l )112 <η，则回溯直线搜索产生 t(k) = L 并且

L .. _ . . 11.,,,. .. (L ,, _ .. IL\ .. . \2 
2元 11 \7f(X(k+l)) 11 2 运 (π lI \7f(川) 112) . (9.33) 

飞白m.. " -. ... / 

让我们分析一下第二个条件的含义。假定它在选代次数等于某个 k 时成立，即

11 \7 f(X(k)) 112 <η。既然 η~ m2jL. 我们有 11 \7 f(X(k+l))112 < η， 即第二个条件也被

k+l 满足。如此继续可以推断， 一旦第二个条件成立，它将在以后的所有法代中成立，

即对于所有的 l 注 k ， 我们有 11 \7 f(x (l ))112 < η。因此，对于所有的 l ø k ， 算法都会取完

整的 Newton 步径 t= L 并且

去 11 \7 f(X(I+l ))112 ~ (去11 \7f(x叫 (9.34) 

重复应用这个不等式，我们发现对任意的 l øι 

和1 \7f(x(l)) 11 2 刊和1\7川

于是

fμ(仰μx(川川(1ω牛1)
i却Jf- 飞 2J

(9.35) 

上述最后一个不等式表明，一旦第二个条件满足，收敛将会极其迅速。该现象被称为二

次收敛。粗糙地说，不等式 (9.35) 意味着，在足够多次的迭代以后，每次迭代都能使正

确数字的位数翻番。

以上分析表明， Newton 方法的选代过程可以自然地分为两个阶段。第二个阶段开

始于条件 II \7f(x)112 ~η 被首次满足，称为二次收敛阶段。相应地我们将第一个阶段

命名为阻尼 Newton 阶段，因为算法始终选择步长 t < 1。 二次收敛阶段也可称为纯
Newton 阶段，因为在这个阶段每次选代步长总是取 t=l。

现在我们可以估计总的复杂性。首先我们推导阻尼 Newton 阶段迭代次数的上界。

既然每次选代 f 至少减少 γ，阻尼 Newton 阶段迭代次数不可能超过

f(x(O)) - p* 
, 

ì 

否则 f 将小于扩，这是不可能的。

我们可以利用不等式 (9.35) 界定二次收敛阶段的迭代次数。它意味着在二次收敛

阶段不超过
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log2 1og2(ε0/ε) 

次法代后，我们一定有 f(劣) - p* :::二 ε，其中 100 = 2m3/L2 。

因此，能够满足 f(x) - p* 运 ε 的总迭代次数不会超过下述上界

f(x(O)) - p* 
γOg21og2(ε0/ε) (9.36) 

该式中二次收敛阶段迭代次数的上界 log21og2 ( 100/ε) 随着误差阙值 ε 的减小极其缓慢

地增长，因此从实用目的出发可以视为常数，比如 5 或 60 (二次收敛阶段的 6 次选代

可达到 ε 纪 5. 10-20100 的精度。)

于是，极小化 f 所需要的 Newton 迭代次数大体上可以用下式为上界

f(x(O)) - p* 
+ 6. 

γ 
(9.37) 

更严格地说，获得一个极好的近似最优解所需要的迭代次数大体上不会超过上

界 (9.37) 。

阻尼 Newton 阶段

我们现在推导不等式 (9.32)。假定 II \7f(x) 1I 2 ~η。我们首先对直线搜索的步长建

立一个下界。强凸性意味着在 S 上 \72 f(x) :三 MI ， 因此

T MIIL\.xnt II~ ,2 f(x + t~Xnt)ζ f (x) + t \7 f (x Y ~Xnt + _._ "-:_-... "': {" 

~f(x) 一仰)2 +去2λ(X)2 ，

其中我们利用了式 (9.30) 和

λ(X)2 = L\.x~t \72 f(x)~Xnt ~ mll~Xntll~. 

由于步长 i=m/M 满足

f(x + t.ó.xnt)ζf(z)-ZLλ(X)2 ζ f(x) 一 α队(X)2 ，
2λ4 

符合直线搜索的退出条件，所以直线搜索确定的步长满足 t 注 ßm/M， 由此可知目标函

数的减少量为

f(x+) - f(x) ~一αtλ(X)2

运 一αFZW)2

运一αβ茹 11 \7f(x)ll~ 

ζ -aßη2盏，
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其中我们利用了

λ(X)2 = \] f(x)T\]2 f(X) - l\] f(x) ;;?! (l/M) II\] f(x)II~. 

因此，式 (9.32) 能被下式满足，

γ=α向2条 (9.38) 

二次收敛阶段

现在我们推导不等式 (9.33)。假定 II\] f(x)112 < η。我们首先说明，如果

一2
η 运 3(1 一 2α)云，

回溯直线搜索的步长就是单位步长。根据 Lipschitz 条件 (9.31)，对于 t ;;?! 0，我们有

11 \]2 f(x + U~Xnt) - \]2 f(x)112 :::; tLII~XntI12 

于是

I~X~t (\]2 f(x + t~Xnt) - \]2 f(x)) ~XntlζtLII~xntll~. 

令 f(t)=f(z+tAZnt)，我们有 1"(t) = ~X~t \]2 f(x + t~Xnt)~X肘，因此上面的不等式

是

II" (t) - 1"(0)1 ζtLII~Xntll~. 

我们将利用这个不等式确定 f(t) 的一个上界。我们从下式开始

户'(t) 运1"(0) + tLII~Xntll~ζλ (X)2 + t击时，

其中利用了 1"(0) =λ(X)2 和 λ(X)2 ;;?! mll~xntll~。对上式积分;利用户(0) =一λ(X)2

可得

再次积分又可得到

l'(t) 运 j'(O) + t入(X)2 + t2一旦τλ(X)3
自11 ψ ，

=一λ(X)2 + tλ(z)2+t2-iτλ(X)3. 
27)ι ， 

j(t) 运 f(0)-tλ(z)2+t21λ(z)2+t3-iτ入(X)3.2"'-' 'v 6m3, 
最后，取 t=l 得到

f(x + ~Xnt) 运 f(z) -l入(X)2 + 一土亏λ(X)32"'-' '6m3J 

现在，假定 II\] f(x)112 :::;ηζ3(1- 2α)m21 L ， 由强凸性可知

(9.39) 
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λ(x) ζ3(1 - 2α)m3/2/L. 

利用式 (9.39) 我们有

2 (1 Lλ(x) \ 
f(x + ð.xn以 f(x) 斗(x)~ t ;一百5万)

ζ f(x) 一 αλ(x )2 

= f(x) + α'Vf(xf ð.xnt. 

该式表明 t=1 满足回溯直线搜索退出条件。

现在我们分析收敛速度。应用 Lipschitz 条件，我们有

II'V f(x+)112 = II 'V f(x + ð.xnt) - 'V f(x) - 'V2 f(x)~XntI12 

= 11 

('V2阳山nt) - 'V
2 f(x)) ð.川 2

运 ;||Ah||2

=;||泸州内仲)I I~ 
运在II 'Vf(x)II~ ， 

即不等式 (9.33) 。

综上所述，如果 I I 'V f(X(k)) 112 <η，算法将选择单位步长，并能满足条件 (9.33)，其

中

η = min{L3(1 - h)}if 
将上述上界和式 (9.38) 代入式 (9.37)，我们看到总的选代次数不会超过上界

M 2L 2 / 
6 + ---::::-LAhm a 叫、 (f(x(O)) - p*). (9.40) 

9.5 .4 例子

R2 中的例子

我们首先采用回溯直线搜索的 Newton 方法优化测试函数 (9.20) t 直线搜索参数选

择 α= 0. 1. β= 0.7。图 9.19 显示最初两次 (k = 0, 1) 的 Newton :ì去代以及椭圆

{x Illx - x(k) lI v2f(川的) ~ 1} 

由于这些椭圆很好地近似了下水平集的形状，因此 Newton 方法能够很好地工作。

图 9.20 给出同一例子的误差和法代次数的关系。图像显示仅仅经过了 5 次迭代就

收敛到了很高的精度。二次收敛性非常明显:最后一次选代误差大约从 10-5 收敛到

10-10 。
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图 9.19 用 Newton 方法解决 R2 中的问题，目标函数 f 在式 (9.20) 中给出，回溯直线搜索参

数 α = 0.1. ß = 0.7. 圈中也显示了最初两次运代过程中的椭圆 {x I lIx - X(k) 11 V' j(X ( k)) 运 1} 。
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图 9.20 用 Newton 方法求解 R2 中一个问题的误差和选代次数 k 的关系。经过 5 次迭代就收

敛到了很高的精度。

R100 中的例子

图 9.21 显示分别用回溯直线搜索和精确直线搜索的 Newton 方法求解 RlOO 中的

一个问题的收敛情况。目标函数在式 (9.21)中给出，采用图 9.6 使用的同样数据和同样

的初始点。回溯直线搜索的图像显示经过 8 次迭代就获得了很高的精度。如同 R2 中的

例子一样，二次收敛性在大约 3 次选代后就表现得非常明显。精确直线搜索的 Newton

方法的选代次数只比回溯直线搜索的少一次。这也是典型情况。采用 Newton 方法时，

精确直线搜索通常只对收敛速度有很小的改进。图 9.22 给出了该例中的迭代步长。在

两次阻尼步长后，因溯直线搜索就采用完全步长，即 t = 1. 

对于这个例子(以及其他例子)，关于回溯直线搜索参数 α 和 β 取值的试验揭示它

们对 Newton 方法性能的影响很小。将 α 固定在 0.01，让 β 取值在 0.2 和 1 之间变动，

所需要的法代次数在 8 和 12 之间变动。将 β 固定在 0.5，让 α 在 0.005 和 0.5 之间变

动时，迭代次数都是 8。由于这些原因，大多数实际应用中对回溯直线搜索都采用一个

较小的 α，如 0.01，和一个较大的 β，如 0.5。
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图 9.21 用 Newton 方法求解 R100 中一个问题的误差和法代次数 k 的关系。回溯直线搜索参

数取为 α = 0.01 ， β= 0.5. 收敛速度同样极其迅速:经过 7 次或 8 次选代就获得了很高的精度。

采用精确直线搜索的 Newton 方法的选代次数只比回溯直线搜索的少一次。
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图 9.22 对 RlOO 中的一个问题，采用回溯直线搜索和精确直线搜索的 Newton 方法的步长 t

和法代次数的关系。回溯直线搜索在最初两次选代中采用回溯后的步长，以后总是采用 t=l。

RIOOOO 中的例子

最后我们考虑一个大规模的例子，目标函数具有下述形式

Z 
Tet 

α
 

'
的

FD O 
m

艺
国

Z FO o n

艺
同

Au qhu m -m .m 

我们取 m = 100000 和 n = 10000。问题的数据均为随机产生的稀疏向量。图 9.23 显

示采用 α= 0.01. ß = 0.5 的回溯直线搜索的 Newton 方法的收敛情况。对该例的求解

性能和前面的收敛图像非常相似。最初的线性收敛阶段大约法代了 13 次，随后的二次

收敛阶段再经过 4 或 5 次选代就获得了非常高的精度。
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图 9.23 用 Newton 方法求解 RIOOOO 中一个问题的误差和迭代次数的关系。回溯直线搜索参

数取为 α= 0.01, ß = 0.5. 即使对于这个大规模问题. Newton 方法只需要 18 次迭代就获得了

很高的精度。

Newton 方法的仿射不变性

Newton 方法一个非常重要的特点是它独立于坐标的线性(或仿射)变换。令 X{k)

是将 Newton 方法应用于 f: Rn → R 的第 k 次迭代值。假定 Tε Rnxn 是非奇异的，

定义 f(ν) = f(Ty)。如果我们应用 Newton 方法(采用相同的回溯直线搜索参数)从

ν(0) = T-1x(0) 开始极小化 f. 对于所有的 k 我们有

Ty(k) = X(k). 

换言之， Newton 方法迭代过程一样:两种坐标下的迭代点由坐标变换相联系。由于 f

在 y(k) 处的 Newton 减量和 f 在 X(k) 处的 Newton 减量相同，因此停止准则也是一样

的。这一点和梯度(或最速下降〉方法全然不同，后者受坐标变换的强烈影响。

作为一个例子，考虑式 (9.22) 给出的一族问题，其可变参数为 γ，它能够影响下水

平集的条件数。我们己经看到(在图 9.7 和图 9.8 中) ，当 γ 小于 0.05 或大于 20 时，

梯度方法慢到完全无用的程度。与之相对， Newton 方法(采用 α= 0.01 ， β= 0.5) 对

10-10 和 1010 之间的所有 γ，均能经过 9 次选代解决问题〈实际上，所得精度远高于梯

度方法的精度)。

实际应用时，由于计算精度有限 ， Newton 方法并非精确独立于坐标仿射变换，或

者下水平集的条件数。但我们可以说，即使条件数增加到很大的值，比如 1010，都不会

对 Newton 方法的实际应用产生不利的影响。而应用梯度方法时只能容忍小得多的条

件数。虽然坐标选择(或下水平集条件数)是梯度和最速下降方法头等重要的问题，它

对 Newton 方法却是次要问题，只在数值钱性代数方面对 Newton 方向的计算有影响。

总结

Newton 方法与梯度和最速下降方法相比有若干非常重要的优点:
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· 一般情况下 Newton 方法收敛很快，在 f 附近二次收敛。一旦进入二次收敛阶

段，至多再经过 6 次左右的法代就可以产生具有很高精度的解。

• Newton 方法具有仿射不变性。它对坐标选择或者目标函数的下水平集不敏感。

• Newton 方法和问题规模有很好的比例关系。它求解 RlOO∞中问题的性能和 RlO

中问题的性能相似，在所需要的迭代次数上只有不大的增加。

• Newton 方法的良好的性能并不依赖于算法参数的选择。与之相对，最速下降方法

的范数选择对性能有至关重要的影响。

Newton 方法的主要缺点是计算和存储 Hessian 矩阵以及计算 Ne川on 方向〈要求

解一组线性方程〉需要较高的成本。在 99.7 我们将会看到，很多情况下有可能利用问题

的结构大量减少 Newton 方向的计算盘。

一族被称为拟 Newton 方法的无约束优化算法提供了另外一种可供选择的方案。

这些方法构造搜索方向所需要的计算量较少，但它们享有 Newton 方法的一些重要优

点，比如在 f 附近的快速收敛性。由于拟 Newton 方法不在本书主要框架内，而且很

多书中均有介绍，因此本书不考虑这方面的内容。

9.6 自和谐

在 99.5 .3 给出的 Newton 方法的经典的收敛性分析有两个主要缺点。第一个是实

用性方面的。前文所导出的复杂性估计包含 m， M 和 L 这三个实践中几乎不可能知道

的常数。因此， Newton 方法所需迭代次数的上界 (9.40) 几乎不可能具体确定，因为它

依赖于这三个通常无法知道的常数。当然，收敛性分析和复杂性估计在概念上仍然是有

用的。

第二个缺点如下:尽管 Newton 方法是仿射不变的， Newton 方法的经典分析过多

的依赖于所采用的坐标系。如果改变坐标系，参数 m， M 和 L 均会发生变化。即便只

为更加精致的理由，我们也应该追寻一种在仿射变换不变性方面和 Newton 方法本身

保持一致的分析手段。换言之，我们要寻找下述假设的替代内容，

mI 三 \72 f(x) :三 MI， 11 \72 f(x) - \72 f(ν) 11 2 ~ Lllx - y112 , 

它既独立于坐标的仿射变换，又使我们能够分析 Newton 方法。

Nesterov 和 Nemirovski 发现了一个能够达到这个目的的简单且精致的假定，他们

将其命名为自和谐条件。有若干理由说明自和谐函数的重要性。

· 它们包含很多对数障碍函数，这些函数在求解凸优化问题的内点法中起重要作

用。
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·自和谐函数的 Newton 方法分析不依赖任何未知常数。

·自和谐具有仿射不变性，即如果对一个自和谐函数的变量进行线性变换，仍然得

到一个自和谐函数。因此将 Newton 方法应用于自和谐函数时导出的复杂性估计

独立于坐标的仿射变换。

9.6.1 定义和例子

R 中的自和谐函数

我们从 R 中的函数开始。如果一个凸函数 f: R → R 对所有 zεdomf 满足

If'"(X)1 ~ 2f" (X)3/2, (9.41) 

它就是自和谐的。既然线性和 〈 凸的〉 二次函数的三阶导数为零，它们显然是自和谐的。

下面给出其他一些有意义的例子。

例 9.3 对数和惰。

·负对数。函数 f(x) = - logx 是自和谐的。使用 f"(x) = 1/泸 ， 1'"但) = -2/x3 ， 我

们发现
If'气x) 1 2/x3 咱

2f" (x)3/2 - 2(1/ x2)3/2 - .L 

因此定义不等式 (9.41)作为等式成立。

·负摘加负对颤。函数 f(x) = xlogx 一 logx 是自和谐的。为了验证这一点，我们利用

''', x + 1 川 x+2
f" (x) = 亏7' f'气x) = 一亏了

得到
1f"'(x)1 x+2 

2严而言7言一去x + 1)3/2 

右边的函数当 x=o 时在 R+ 中取得最大值 1 。

负摘函数本身不是自和谐的:参见习题 11.13.

对自和谐定义 (9.41)我们要给出两个重要的注释。第一个和出现在定义中的神秘

常数 2 有关。实际上，选择这个常数是为了方便简化后面的公式i 它可以被任何其他的

正数所代替。例如，假设凸函数 f: R → R 满足

I f'气功|ζ kf"(X)3/2 ，

其中 k 是某个正的常数。则函数 l(x) = (k2/4)f(x) 满足

|户， (x川= (k2/4)lflll(X)J 

ζ (k3/4)f气X)3/2

(9.42) 
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因此是自和谐的。这表明如果一个函数对某个正数 k 满足式 (9.42)，那么一定可以通过

比例变换满足标准的自和谐不等式 (9.41)。因此重要的是函数的三阶导数存在一个和其

二阶导数的 3/2 次方成比例的上界。通过对函数进行恰当的比例变换，我们总能将相应

倍数变成常数 2。

第二个注释是说明自和谐重要性的一个简单计算:它是仿射不变的。假设我们定义

函数 f 为 !(ν) = f(仰 + b) ， 其中 α 并 0。则当且仅当 f 是自和谐函数时， f 是自和谐
函数。为了说明这一点，我们将

1"(ν)=α2 f" (X) , l'气ν)=α3f"'(x) 

代入 f 的自和谐不等式，即|户'(ν) 1 ~ 2]'气y)3/2 ， 其中 x=仰 + b， 由此得到

|α3 f"'(x)1 ζ2(α2 f" (X))3/2 , 

这是(除以 α3 后) f 的自和谐不等式。粗略地说，自和谐条件 (9.41) 是限制函数的三

阶导数的一种方式，该方式独立于仿射坐标变换。

Rn 中的自和谐函数

我们现在考虑 n>l 时 Rn 中的函数。我们称一个函数 f: Rn → R 是自和谐的
如果它在其定义域内任何一条直线上都是自和谐的，即如果函数 j(t) = f(x + tV) 对于
所有的 zε domf 和所有的 u 都是 t 的自和谐函数。

9.6.2 自和谐计算

比例和求和

自和谐性对大于 1 的因子相乘能够保持不变:如果 f 是自和谐的， α 注1，则 αf 也

是自和谐的。自和谐性对加法也能保持不变:如果元， 12 是自和谐的，则 fI +h 也是

自和谐的。为说明这一点，只需考虑函数元， h: R → R。我们有

Iff' (x) + f~"(x)1 ζ If{"(x)1 + If2" (x)1 

在最后一步我们用了不等式

它对 U， υ~O 成立。

~ 2(f{'(X)3/2 + f 2'(X)3/2) 

运 2(f{'(x) + f 2'(X))3/2 , 

(也3/2 + V3/2)2/3 ζ u+ υ， 
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仿射函数的复合

如果 f: Rn → R 是自和谐的 ， A ε Rnxm ， bERn ，则 f(Ax+ b) 也是自和谐的。

例 9.4 线性不等式的对数障碍。函数

f(x) = -艺 log(bi - a'[ x) 
也=1

在 domf = {x Iα72<b毡， t=1，… ， m} 上是自和谐的。每个甲 log(b; 一 α'{x) 是一 logν

和仿射变换 ν = 仇一 αfz 的复合函数，是自和谐的，所以所有项的和也是自和谐的。

例9.5 对数·行列式。函数 f(X) = 一 logdetX 在 domf = S~+ 上是自和谐的。为说明

这一点，我们考虑函数 f(t) = f(X + tV)， 其中 X >- 0 , V ε sn。可以将其表示成

J(t) =一 logdet(X 1/2 (I + tX-1/2V X-1/ 2)X1/ 2 ) 

=一logdetX -logdet(I + tX - 1/2VX-1/2) 

=一 logdetX - ì二 log(l +叭) , 
i = 1 

其中 λt 是 X- 1/2VX-1/2 的特征值。每个 - log(l + tλi) 是 t 的自和谐函数，所以它们的

和f是自和谐的。由此可知 f 是自和谐的。

例 9.6 囚的二次函数的对数.函数

f(x) = 一 log(xTPx + qT X + r) 

在
domf = {x I xT Px + qT X + r > O} 

上是自和谐的，其中 Pε-s~。为了说明这一点，只需考虑 η=1 的情况〈因为把 f 限制

子直线上就将一般情况转换为 n=l 的情况〉。我们可以将 f 表示成

f(x) = -log(px2 + qx + r) = -log (-p(x 一 α)(b - x)) > 

其中 domf = (α> b) (即 α 和 b 是 px2 + qx + r 的根〉。利用这个表达式，我们有

f(x) = -log( -p) -log(♂ -α) 一 log(b 一叫，

由此可看出自和谐性。

对数复合

令 g: R → R 为一个凸函数> domg = R++> 并且对所有的 z 成立

俨(x)
Ig'''(x)Iζ3-z一， (9.43) 
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则

f(x) = 一 log(-g(x)) - logx 

在 {x I x > 0, g(x) < O} 上是自和谐的。(证明见习题 9.140 ) 
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条件 (9.43) 是齐次的，并且对加法保持不变。它被所有(凸的)二次函数(即具有

ω2 +bx+c 的形式并且 α~ 0) 所满足。因此，如果式 (9.43) 对函数 g 成立，它就对所

有满足 α 注。的函数 g(x) + α泸 +bx+c 都成立。

例 9.1 下述函数 g 均满足条件 (9.43)。

• g(X) = -XP ' O<p ζ1. 

• g(X) = - logx。

• g(X) = xlogx. 

• g(X) = xP ， - l ζpζO. 

• g(X) = (ω+ b)2/X。

进一步可知，每种情况下，函数 f(x) = 一 log(-g(x)) -logx 都是自和谐的。更一般的情

况，只要 α 注 0，函数 f(x) = 一 log( -g(X) - ax2 - bx - c) -logx 在定义域

{x l x>O, g(x) +αx2 + bx+c<0} 

上也是自和谐的。

何~ 9.8 利用对数复合规则可以说明以下函数都是自和谐的e

• f(x , y) = - log(泸 - xTx) ， 定义域为 {(x ， ωI IIxll2 < 的。

• f(x ， y) =-21ogy 一 log(泸/P - X勺 ， p 注1，定义域为{(尘， ν) E R 2 Il xlP < 吵。

• f(x， y) = 一 logy -log(logy - x) ， 定义域为{忡， y) I eX < y} 。

我们将详细证明留作习题(习题 9.15) 。

9.6.3 自和谐函数的性质

在 39. 1.2 我们利用强凸性导出了点 z 基于 z 处梯度范数的次优性上界。对于严格

凸的自和谐函数，我们可以导出基于下述 Newton 减量的类似上界

λ(x) = (\1 f(x)T \12 f(x)-hç f(X))1/2 

(可以说明，一个严格凸的自和谐函数的 Hessian 矩阵处处正定;见习题 9.17.) 同基于

梯度范数的上界不同，基于 Newton 减量的上界不受坐标仿射变换的影响。
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为便于以后参考，我们指出 Newtοn 减量也可以表示成

- vTV f(x) 
λ(x) = sup 

呼o (VTV2 f(X)V)1/2. 
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〈见习题 9.9. )换言之，对于任何非零的旬，我们有

- vTVf(x) 
中。问《 λ(x) ， (9.44) 

(υT飞72f(x)υ)1/2 

而等式只在 v = ~Xnt 时成立。
二阶导数的上下界

假定 f: R → R 是严格凸的自和谐函数。我们可以将自和谐不等式 (9.41) 写成对

于所有的 tεdomf 成立

二 (1"内H气勺切阶f气勺切(tωt吟旷俨俨)γ尸-斗叫1ν/ρ叩2

〈见习题 9.16ω〉。假设 t 注 0，并且 0 和 t 之间的区间属于 domf，通过从 o JÚ t 对

式 (9.45) 积分可以得到

一→t ζ Ift t (Off阶I"(r)气吩，气ν忖(卡例7叶旷俨)γ俨-1叫1
即 一斗tζf气t)γ- 1/ρ2 一 f"气'(仰0)γ- 1/ρ2 运 t仁。由此可得1"(例t均)的上下界:

f气。) ../'" ~1I 1.L\ ./ f "(0) 
9 吨 1" (t)ζ? (9创)(1 + tf" (0)1/2)~ -. , / - (1 - tf" (0)1/2)" 

下界对所有非负的 tεdomf 有效;上界当 tεdomf 和 o ~ t < 1"(0)-1/2 时有效。

次优性的界

令 f : Rn → R 为严格凸的自和谐函数， v 是一个下降方向(即任何满足

vTVf(x) < 0 的方向，不要求一定是 Newton 方向)。定义 f : R → R 为 f(t) = 

f(x + tv)。按照定义，函数 f 是自和谐的。

对式 (9.46) 的下界积分产生 j'(t) 的一个下界:

l' (t) ~户(0) +户"(0)1/2 一 l卫:2
1 + tj" (0)1/2 

(9.47) 

再次积分产生 f(t) 的一个下界:

f(t) 注 j(O) + t l' (O) + tj"(0)1/2 -log(l + t l"(O)1/2). (9.48) 

右边项在
7-1'(0) 
U - j"(O) + 户'(0)1/2户(0)
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时达到最小值，估算 f 在 f处的取值可产生下述下界:

igif(t) 注 j(O) + [1'(0) + [1" (0)1/2 一 log(1 + [j"(0)1/2) 

= j(O) -1'(0)户(0)-1/2 + log(1 + j' (0)户， (0)-1/2) 

不等式 (9.44) 可以表示成

入(x) ;;;:: -1'(0) j" (0)-1/2 , 

(等式在 v = .ð.xnt 时成立， )因为我们有

1'(0) = VTV f(x) , j"(O) = VTV 2 f(x)v 

现在利用上述不等式以及 u + log(1 - u) 是 u 单减函数的性质，我们得到

法:f(t) 》 f(0) + λ(x) + log(1 一 λ(x))

该不等式对任何下降方向 u 成立。因此，只要入(x) < 1，就有

p* 注 f(x) + λ(x) + log(1 一 λ(x)).

图 9.24 给出了函数一 (λ+ log(l 一入))的图像。它对小的 λ 满足

一 (λ+ log(1 一入))纪 λ2/2，

并且当 λζ0.68 时成立

- (入 + log(l- λ)) 主运 λ2. 

于是，次优性上界

p* ;;;:: f(x) 一 λ(X)2

对 λ(x) ζ0.68 有效。

0.8 , , , 

06 

0.4 
' , , , , , , , 

0.2~ 
, , , , , , 

_.五/

0.2 C.4 0.6 。.8 1 

. 479 . 

(9.49) 

(9.50) 

图 9.24 实线表示函数一(λ + log(l … λ))，对于小的 λ 它近似等于 λ2/2. 虚线表示 λ2，当

o ~二 λζ0.68 时它是一个上界。
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前面提到过， λ(x?/2 是基于尘的二次模型对 f(x) - p* 的估值;不等式 (9.50) 表

明对于自和谐函数，加倍该估值就可得到一个可证明的上界。特别是，它表明对于自和

谐函数，我们可以采用停止准则

λ(X)2 ~ E, 

(其中 E < 0.682 ) ，并且保证算法停止时有 f(x) -p* ζh 

9.6.4 自和谐函数的 Newton 方法分析

我们现在针对严格凸的自和谐函数 f 分析采用回溯直线搜索的 Newton 方法。同

以前一样，我们假定已知初始点 x(时，下水平集 s = {x I f(x) ζ f(x(O))} 是闭的。我们

也假定 f 有下界。〈这意味着 f 有极小解 f; 见习题 9.190 ) 

分析过程和 39.5 .2 给出的经典分析非常相似，不同之处在于采用自和谐的基本假

设代替 Hessian 矩阵的强凸性和 Lipschitz 条件，从而 Newton 减量将起到梯度范数的

作用。我们将说明存在只依赖直线搜索参数 α 和 9 的 η 和 γ> O. 0 <η 运 1/4. 它们

能使下式成立:

·如果入(川的) >η，则
f(X(k+ l)) - f(x(k)) ζ-γ 

·如果 λ(X(k)) ζη，回溯直线搜索将选择 t = 1，并且

以(X(k叫《。λ(X(k))f 

(9.51) 

(9.52) 

这些结果与式 (9.32) 和式 (9.33) 相似。同 39.5.3 中一样，第二个条件可以递推使用，因

此可以断定，对所有的 l 注 k 有 λ(X(l)) ~η，以及

纵川川州) ζ (2仙阳阳纵叭圳入列柿(归叫Z

由此可得，对所有的 l ~ k. 

唱/吨、 21-10+1 /，、 21- 10+1

f(x (l)) - p* ζλ(x(l))2 ζ 土(土) ~ (土)
\ 2 J 飞飞 2)

因此，如果 l- k 注 log2 log2 (1/叶，就有 f(x(!)) 一扩《 ε 。

第一个不等式意味着阻尼阶段迭代次数不可能超过 (f(x(O)) - p*)/γ。因此从 x(O)

出发达到精度 f(x) - p* 运 ε 所需要的总的迭代次数不会超过上界

f(x(O)) - p* 
+ log2 1og2(1/ε). 

γ 

这是和 Newton 方法经典分析中的上界 (9.36) 相似的结果。

(9.53) 
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阻尼 Newton 阶段

令 I(t) = f(x + t~Xnt)' 我们有

1'(0) = 一λ(X)2 ， 1"(0) = 入(X)2

如果对式 (9.46) 中的上界积分两次，就可得到 f(t) 的一个上界:

f(t)d(0)+ 的。) - tl"(0)1/2 一 log (1 -沪(0)1/2 ) 

=f(0) - tλ (X)2 - tλ(X) -log(l - tλ(x)). (9.54) 

它对 0ζt < 1/λ(X) 有效。
我们可以用这个上界说明回溯直线搜索产生的步长总满足 t 注。/(1 +λ(x))。为证

明这一点，我们指出 f=l/(l+ 树立))满足直线搜索的终止条件:

f(句 ζ 1(0) - fλ(X)2 - iλ(x) -log(l - iλ(x)) 

=f(O) 一 λ(X) + log(l +λ(x)) 

λ (X)2 
~ f(O) 一 α一一一

+λ(X) 

=f(0) 一 αλ(x)2i

第二个不等式来自以下事实: X ~ 0 时有

-X + log(l + x) + 一三L一(1 + x) 吨

既然 t 注 β/(1 +λ(x)) ， 我们有

因此式 (9.51)对

成立。

二次收敛阶段

我们将说明可以取

λ(x)2 
月) - f(O) ~ -aß一一一

1+λ(功'

2 
γ=αβη -

1+η 

η= (1- 2α)/4， 

(它满足。 <η< 1/4，因为 0<α< 1/20) 即如果入(X{k}) ζ(1 - 2α)/4，回溯直线搜

索将选择单位步长，并且式 (9.52) 成立。

我们首先指出上界 (9.54) 意味着当 λ(x) < 1 时单位步长 t = l 将产生属于 domf

的点。不仅如此，如果入(x) 运 (1 - 20.)/2 ， 利用式 (9.54) 可得
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f(1)ζf(0) 一入(X)2 一 λ(x) -log(l 一 λ(x) ) 

《υdf火(0) … i争扒扑λ刻柿(归附2
ζf(O) 一 αλ(x)户2

9 无约束优化

因此单位步长满足充分减少的条件。(第二行利用了对所有的 0 运 z 运 0.81 有

-x 一 log(l - x) 运如2+ 沪的性质。〉

不等式 (9.52) 来自下述事实，证明见习题 9.18。如果入(x) < L 并且 x+ = 
x - \12 f ( X ) - 1 \1 f ( x ) ，则有

特别是，如果 λ(x) 运 1/4，

+λ(X)2 
入(x-l-) ~一一一一

飞 (1- 入(x))2

λ(x+) 运 2λ(X)2

它证明了当 λ(X(k)) ~η 时式 (9.52) 成立。

最终的复杂性上界

将已有结果结合在一起， Newton 选代次数的上界 (9.53) 变成

(9.55) 

f(x(O)) - p* + log2 1og2(1/ε)=20-8α? (J (X(O)) - p*) + IOg2Iog2(1/ε). (9.56) 
γαβ(1 - 2α、

该表达式仅依赖直线搜索参数 α 和 β 以及最终的精度 ε。并且，含有 ε 的项可以相当

安全的用常数6代替，因此这个上界实际上只依赖 α 和 β。对于 α 和 β 的典型取值，和

f(x(O)) - p* 成比例的常数在数百的数量级。例如，对于 α= 0. 1. β= 0.8，比例因子是

375。当误差阙值 ε= 10-10 时，所得到的上界等于

375(J (x(O)) - p*) + 6. (9.57) 

我们将会看到这个上界相当保守，但确实反映了最坏情况下所需 Newton 迭代次数的

一般形式。更精细的分析，比如 N臼terov 和 Nemirovski 给出的原始分析，所建立的上

界具有相似的形式，但和 f(x(O)) - p* 成比例的常数要小得多。

9.6.5 讨论和数值例子

一族自和谐函数

将上界 (9.57) 和优化自和谐函数的实际迭代次数对比很有意义。我们考虑一族下

述形式的问题

f(x) = -艺 log(bi - a; x). 
i=l 

该问题的数据向和乌由以下方式产生。对每个实例，系数 αi 产生于均值为 0 方差

为 1 的独立正态分布，而系数 bi 则产生于 [0， 1] 上的均匀分布。所产生的无解实例
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均不选用。对于每个问题我们首先计算 x*o 然后选择一个随机方向 V， 并取初始点

五0) = x* 十 四，其中 s 的选取要满足 f(x(O)) - p* 的取值在预先规定好的 0 和 35 之

间。(需要指出初始点满足 f(x(O)) - p* = 10 或更大的数值实际上非常靠近多面体的边

界。)然后我们采用回溯直线搜索的 Newton 方法极小化函数，参数 α = 0. 1， β= 0.8 , 

误差阑值为 ε= 10- 10 。

图 9.25 给出 150 个问题实例所需要的 Newton 迭代次数和 !(x(O)) - p* 的关系。

圆圈表示 m = 100，优 = 50 的 50 个问题;方块表示 m = 1000 , n = 500 的 50 个问题;

菱形表示 m = 1000 ， η= 50 的 50 个问题。
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图 9.25 优化自和谐函数所需要的 Newton 法代次数和 f(x(Ol ) - p* 的关系。函数 f 的形式为

f(x) = - L: log(仇 - ar x) ， 其中数据 αt 和的随机产生。圈圈表示 m = 100, n = 50 的问题i

方块表示 m = 1000, n = 500 的问题:菱形表示 m = 1000, n = 50 的问题。每个问题给出了

50 个实例。

对于所采用的回溯直线搜索参数，上述复杂性上界是

375(f(x(0)) - p叮+ 6. (9.58) 

显然这是比所需要的法代次数大得多的数(对这 150 个实例而言)。图像表明存在具有

相同形式的有效上界，但和 !(x(O)) - p* 成比例的常数要小得多〈比如， 1.5 左右)。确

实，表达式
f(劣(0)) _ p* 十 6

是所需要的 Newton 法代次数的不坏的粗略预测，尽管比例因子显然不唯一。首先，有

大量问题实例其中 Newton 法代次数较小，我们猜测这些实例对应于"幸运的"初始

点。还要注意到对于 500 个变量的较大问题 (用方块表示)，似乎有更多的实例其中

Newton 法代次数异乎寻常的小。

这里需要提到我们所研究的问题族不仅仅是自和谐的，实际上是最低程度自和谐

的，该术语表示如果 α<1 那么 αf 就不是自和谐的。因此，上界 (9.58) 不能通过简单
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的对 f 乘以某个比值而改进。(函数 f(x) = -20 log x 是个例子，它是自和谐的，但不

是最低程度自和谐的，因为 (1/20)f 也是自和谐的。〉

自和谐的实际重要性

我们已经看到对于强凸的目标函数 Newton 方法通常能够很好地工作。我们可以

采用经验方式验证这个模糊的论断，也可以通过对 Newton 方法进行经典的分析达到

目的，后者可以产生一个复杂性上界，但该上界依赖于若干几乎总是未知的常数。

对自和谐函数我们可以多说一些。我们有一个完全明确的复杂性上界，它不依赖任

何未知常数。经验方式的研究表明该上界可以较大幅度的收紧，但它的一般形式，一个

小常数加上 f(x<O)) - p* 的若干倍，似乎能够(至少粗略地〉预测优化一个近似最低程

度自和谐的函数所需要的 Newton 迭代次数。

我们仍然不清楚实践中自和谐函数是否比非自和谐函数更容易被 Newton 方法

所优化。 (我们甚至不清楚怎样准确的阐述这句话。〉当前我们能够说的是，关于用

Newton 方法优化自和谐函数的复杂性，相对于优化非自和谐函数而言，我们可以说得

更多。

9.7 实现

本节我们讨论实现无约束优化算法时会遇到的一些问题。读者可以参考附录C获得

关于数值代数更详细的资料。

9.7.1 直线搜索的预先计算

在直线搜索的最简单的实现方式中，对每个 t 确定 f(x + tð.x) 是以相同的方式对
任何 zε domf 计算 f(z)。但在一些情况下，利用所需计算 f(在精确直线搜索时包括

它的导数)的很多点均在射线 {x + tð.x I t ?::: O} 上的事实，可以减少总的计算量。为此

往往需要一些预先计算，其计算量和在任何点确定 f 的计算量相当，但利用预先计算

结果可以沿着相应射线更有效地确定 f (及其导数〉。

假定 x E dom f , .ð.x E R n ， 定义 f 为 f 限制在 2 和 ð.x 确定的直线或射线上的

函数，即 f(t) = f(x + tð.x)。在回溯直线搜索时我们必须对若干，可能很多，个 t 值确

定 f; 在精确直线搜索中我们必须对一些 t 值确定 f 及其1阶或高阶导数。在上面描述

的简单方法中，我们确定 f(t) 的方式是先形成 z = x + tð.x 再计算 f(z)。同样，为了确

定 }'(t)，我们先形成 z = x + tð.x ， 然后计算Y'f(z) ， 然后再计算 }'(t) = Y' f(zf ð.x 。

在下面的一些代表性例子中我们将说明如何更有效地计算 f 在若干 t 上的值。

复合仿射函数

预先计算可以加快直线搜索过程的一种非常一般的情形是目标函数具有 f(x) = 

cþ(Ax 十 b) 的形式，其中 AεRPXn， φ 容易计算(例如是可分的)。使用简单方式确定
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f(t) = f(x + t~x) 在 k 个 t 上的值时，我们先对每个 t 形成 A(x + t~x) + b (约 2kpn

次浮点运算)，然后对每个 t 计算 Iþ(A(x + t~x) + b)。更有效的方法是，先计算 Ax+b

和 A~x (4pn 次浮点运算)，然后对每个 t 利用

A(x + t~x) + b = (Ax + b) + t(A~x) 

形成 A(x+t~x)+b， 需 2kp 次浮点运算。总的计算成本，只统计主导项，是 4pn+2kp

次浮点运算，相应的简单方式是 2kpη 次。

线性矩阵不等式的解析中心

这里给出一个更具体也更完全的例子。我们考虑计算线性矩阵不等式解析中心的

问题 (9.6)，即极小化 log det F(X)-l ， 其中 x E R n , F: Rn → SP 是仿射的。在 z 处沿

方向 ~x 有

j(t) = logdet(F(x +t~X))-l = 一 logdet(A + tB) , 

其中

A = F(x) , B = ~xIFl + … +~xnFn εSP 

因为 A >- 0，所以有 Cholesky 因式分解 A = LLT ， 其中 L 是下三角非奇异矩阵。因此

我们可以将 f 表示为

p 

f(t) 二logdet (L(I + tL- 1 BL- T)LT ) = 一 logdetA 一艺log(l +圳， (9.59) 
i=l 

其中 λ1 ， . . . ，入p 是 L-1BL-T 的特征值。一旦求出这些特征值，利用式 (9.59) 右边的公

式，就可以用 4p 次简单的算术运算对任何 t 求出 f(t)。同样，利用公式

P 、

f'(t)= - 2:Ji 

我们可以用 4p 次运算求出 f'(t)(类似地，求出任何高阶导数〉。

让我们对两种实现直线搜索的方法进行比较，假设需要对 k 个 t值计算 f(x+t~x) 。

采用简单方式时，对每个 t ， 我们先要形成 F(x + t~X) ， 然后计算 -logdetF(x + t~X) 
确定 f(x+ t~X)。例如，我们可以先确定 Cholesky 因式分解 F(x + t~X) = LLT ， 然后

计算
p 

一问detF(x + t~X) = -2艺 log Lii 
i=l 

形成 F(x + t~X) 的成本是 np2 ， 加上 Cholesky 因式分解的 (1/3)抖。因此直线搜索的

总成本是

k(np2 + (1/3)p3) = knp2 + (1/3)kp3. 
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采用上面描述的方式，我们先形成 A. 戚本为 np2 ， 然后对其因式分解，成本为

(1/3)护。我们同样先形成 B(成本叩勺，再得到 L-1BL-T ， 成本为 2护。然后计算矩

阵特征值，成本约为 (4/3)护。该预先计算所需要的总成本为 2叩2 + (11/3)p3。完成了
这些预先计算，我们就可以以句的成本对每个 t 计算 f(t)。这样总的成本为

2η，p2 + (11/3)p3 + 4kp. 

假定 k 相对 p(2n + (11/3)p) 较小，上式意味着进行直线搜索的工作量和计算 f 的相

当。它相对于简单方式节约的计算量依赖于 k. p 和 η 的具体数值，可以和 k 同步增

长。

9.7.2 计算 Newton 方向

本节我们简单描述实现 Newton 方法时会遇到的一些问题。大多数情况下，计

算 Newton 方向 ~Xnt 的工作量和直线搜索相比占主导地位。为了计算 Newton 方向

~Xnt' 我们首先要确定 Hessian 矩阵 H = \72 f(x) 和 z 处的梯度 g= \7f(x)。然后求解

线性方程组 H~xnt =-g 得到 Ne刑on 方向。这组方程有时被称为 Newton 系统(因

为它的解给出 Newton 方向〉或正规方程，因为求解最小二乘问题时会遇到同样类型的

方程组(见 S9. 1. 1) 。

虽然可以应用求解线性方程组的一般方法，但更好的做法是利用 H 具有正定性和

对称性的优点。最常用的方法是先确定 H 的 Cholesky 因式分解，即计算满足 LLT=H

的下三角矩阵 L (见 SC.3.2) .然后通过前向代入得到 Lω = -g 的解 ω = _L-1g ， 然

后再用后向代入的方式得到 LT~Xnt = ω 的解

~Xn也 = L-Tω = -L-TL-19 = -H-19· 

对于 Newton 减量，我们可以利用泸 =-Aziig 或者下述公式进行计算，

入2 = gTH- 1g = I IL-lgll~ = "ω ，，~ • 

如果 Cholesky 因式分解是稠密的 〈无结构)， Cholesky 因式分解的成本相比前后向代

入占主导地位，约为 (1/3)η30 因此计算 Newton 方向 ~Xnt 的总成本为 F + (1/3)川，

其中 F 是形成 H 和 g 的成本。

对于 Newton 系统 H~Xnt = -g ， 常常可以利用 H 的特殊结构，比如带状结构或

稀疏性，设计更有效的求解方法。这里所说的 "H 的结构"是指对所有的 z 相同的结

构。例如，当我们说 "H 是三对角的"矩阵时，我们是指对所有的 zε domf ， 矩阵

\72 f(x) 都是三对角的。

带状结构

如果 H 是带宽为 k 的带状矩阵，即对所有的 li - il > k 都有 Hij = 0，那么就
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可以采用带状 Cholesky 因式分解以及带状前后向代入方法。此时计算 Newton 方向

Aznt=-H-19 的成本是 F + nk2 (假定 k~ η)，而对应的稠密情况下的因式分解和

代入方法的成本为 F+ (1/3)川。
Hessian 矩阵对所有 X E domf 的带状结构条件

δ2 f(x) 
'Ç72 f(仇=一一一 =0 对于 li -jl > k 

J ðXiðXj 

有一个基于目标函数 f 的有意义的解释。粗略地说，它意味着在目标函数中，每个变量

均只和 2k+ 1 个变量巧'j=t-k，…， i + k 存在非线性藕合关系。这发生于 f 具有

部分可分的形式

f(x) = ψ1 (Xl ,… ,Xk+l) + ψ2(句， . . . , Xk+2) + . . . + ψ'n-k(Xn-k ， . . . , Xn) , 

其中如: Rk+l→ R。换言之 ， f 可以表示成一些函数之和，每个这样的函数仅和 k 个

连贯的变量相关。

曹;tl9.9 考虑极小化 f: RrI→ R 的问题，其中

f(x) = ψ1(XI， X2) + ψ2(X2 ， X3) + . . . +ψ'n-l(Xn-l ， Xn) ， 

而仇: R2 → R 是二次可微的凸函数。因为对任意的 li - jl > 1 都有伊f/θ均θXj = 0，所
以 Hessian 矩阵 \72f 是三对角的。〈反之，如果一个函数的 Hessian 矩阵对所有的工都是

三对角的，那么它一定具有上述形式。〉

利用三对角矩阵的 Cholesky 因式分解及前后向代入算法，对此类问题可以用和 n 成比例

的成本求解 Newton 系统。与此相比，如果不利用 f 的特殊结构，相应的计算量和川成比

例。

稀疏结构

在求解 Newton 系统时可以利用 Hessian 矩阵 H 更一般的稀疏结构。只要每个变

量均只和其他少数几个变量有非线性藕合，或者等价地说，只要目标函数可以表示成

一些函数之和，每个这样的函数只依赖少数几个变量，并且每个变量只出现在少数几个

这样的函数中，那么就存在可以利用的稀疏结构。

求解系数矩阵 H 决定的方程 Ht:::..X = -g 时，可利用稀疏的 Cholesky 因式分解计

算满足下式的交换矩阵 P 和下三角矩阵 L

H = PLLTpT . 

该因式分解的成本依赖于特殊的稀疏模式，但通常远小于 (1/3)川，经验上常见的复杂

性和 n 成比例(对于大川。前后向代入和没有交换的基本方法非常相似。我们先利用
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前向代入求解 Lω = _pTg， 然后利用后向代入确定 LTV = ω 的解

u=L-TttJ=-L-TL-1pTg, 

然后得到 Newton 方向 .ð.x = pvo 

因为 2 变动不改变 H 的稀疏模式〈或者更准确地说，因为我们只利用和 g 取值无

关的稀疏性)，我们可以对每个 Newton 方向应用同样的交换矩阵 P。在整个 Newton

迭代的过程中，只需执行一次确定交换矩阵 p(称为符号因式分解〉的步骤。

对角加低秩

很多其他类型的结构也可以用于加快 Newton 系统 H.ð.xnt = -g 的求解。这里我

们简单介绍其中一种类型，读者可以从附录C获得更详细的资料。假定 Hessian 矩阵 H

可以表示成一个对角矩阵加上一个低秩(例如 p) 矩阵。当目标函数 f 具有下述形式时

就会发生这种情况，

J(X) = 汇如(问)+ψo(Ax + b) , (9.60) 
也=1

其中 A G RPXn ，仇， … ， 'lþn : R → R， ψ。 : RP → R。换言之， J 是一个可分函数加上

依赖尘的一个低维仿射函数的某个函数。

为了确定式 (9.60) 的 Newton 方向.ð.xnt' 我们必须求解 Newton 系统 H .ð.xnt = 

-g， 其中

H= D+ATHOA. 

这里 D = diag(ψ~(xI)，... ， ψ'~(xn)) 是对角阵， Ho = \l句。(Ax +b) 是响的 Hessian 矩

阵。如果我们不利用特殊结构计算 Newton 方向，求解 Newton 系统的成本是 (1/3)η30

用 Ho = LoLt; 表示 Ho 的 Cholesky 因式分解。我们引入临时变量ω = Lt; A.ð.xnt 巳

RP ， 将 Newton 系统表示为

D .ð.xnt + AT Low = -g， ω = Lt; A.ð.x川

将.ð.xnt = -D-1(ATLoω + g) (来自第一个方程)代入第二个方程，我们得到

(1 + Lt; AD-1 AT Lo)ω = - L t; AD-1g, (9.61) 

这是 p 个线性方程。

现在我们按以下步骤计算 Newton 方向 A尘nt。我们首先计算 Ho 的 Cholesky 因

式分解，成本为 (1/3)抖。然后形成式 (9.61) 左边的稠密正定对称矩阵，成本为 2p2倪。

然后利用 Cholesky 因式分解及前后向代入方法求解式 (9.61) 确定 w， 成本为 (1/3)抖。

最后，我们利用.ð.xnt = -D-l(AT Loω + g) 计算 .ð.x邸，成本为 2叩。总的计算.ð.xnt

的成本(仅保留主导项〉是 2p2饥，当 p<< η 时远小于 (1/3)n3 。
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参考文献

Dennis 和 Schnabel [DS96J 与 Ortega 和 Rheinboldt [OROOJ 是两篇关于无约束优化算法和非

线性方程组求解算法的标准文献。在 Hessian 矩阵的强凸性和 Lipschitz 连续性的假设下获得的

二次收敛的结果，漉自 Kantorovich [Kan52]. 关于含有未知常数的收敛分析结果的作用，比如

在 ~9.5.3 推导出的结果. Polyak [Po187, 91.6J 给出了有深刻见解的注释。

自和谐函数由 Nesterov 和 Nemirovski [NN94] 引入。我们在 99.6 以及习题 9.14"-'习题 9.20

中的所有结果可以在他们的书中找到，只不过经常会具有更一般的形式或者采用了不同的符

号。Renegar IRen01J 对自和谐函数及其在分析原对偶内点算法中的作用给出了准确和精致的陈

述。 Peng. Roos 和 Terlaky [PRT02] 从自正则函数 (和自和谐函数相似但不相同的一类函数〉

的观点对内点方法进行了研究.关于~9.7 中有关资料的参考文献列在附录 C 的后面。

习题

元约束极小化

9.1 极小化二次函数。 考虑二次函数极小化问题

minimize I(x) = (1/2)xT PX + qT X + r 

其中 Pε sn (但我们不假定 P >- 0) 。

(a) 证明如果 P 崔 O. 即目标函数 f 非凸，则该问题无下界。

(b) 如果 P>- 0 (因此目标函数是凸函数).但最优性条件 Px* =-q 无解，证明该问题无
下界。

9.2 极小化二次-线性分式函数。考虑极小化 1: Rn → R 的问题，其中

IIAx - bll~ 
I(x) = 丁rzτ了'

我们假定 rankA =η ， b \i R(A) 。

(a) 证明 f 是阔的。

dom 1 = {x I cT 
X + d > O}. 

(b) 证明 f 的最小解 f 囱下式给出，

2俨 = X1 + tX2 , 

其中 Xl = (AT A)-l ATb. X2 = (AT A)-lC. 并且 tζR 可以通过解一个二次方程确

定。

9.3 初始点和下水平集条件。考虑函数 !(x) = x~+吨，定义域 domf = {(町， X2) I X1 > l} 。

(8.) p* 是什么?

(b) 对 x(O) = (2 ， 2) 画出下水平集 s = {x I f(x) ~ !(x(O))}. s 是闭集吗? !是 S 上的

强凸函数吗?
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(c) 如果我们从 x(o) 开始应用回溯直线搜索的梯度方法，将发生什么情况? f(x(k)) 收敛

于扩吗?

9.4 你是否同意以下推理?向量 zεRm 的 f1-范数可以表示为

IIxlll = 叫到(兰辛仨xU执川川川+札叫lT

因此， f1-范数逼近问题

minimize II Ax - bl1 1 

等价于极小化问题

minimize f(川)=艺(αrx - bi )2/Yi + l T Y 
i=l 

(9.62) 

相应的 domf = {(x ， ν) E R n x R m I ν 〉时，其中可是 A 的第 4 行。既然 f 是二次可
微的凸函数，我们可以通过对式 (9.62) 应用 Newtoll 方法求解 ll-范数逼近问题。

9.5 回溯直线攫寰。假设 f 是满足 mI 主 V2 f(x) :! MI 的强凸函数。令 ßx 为 2 处的下降

方向。证明对于

O<t~ 一旦旦旦主
、 MIIßxll~

回溯终止条件能够满足。利用该结果建立回溯迭代次数的上界。

梯度和最这下降法

9.6 R2 中的二次问题。验证 S9.3.2 中第一个例子的迭代点 X(k) 的表示式。

9.7 令 ßXnsd 和 ßXsd 为工处对应于范数 11. 11 的规范化和未规范化的最速下降方向。证明下
述等式。

(a) Vf(x)T ßXnsd = -IIVf(x) 1Iμ 

(b) V f(x)T ßXsd =一IIVf(x) lI :。

(c) ßXsd = a.rgminv(Vf(xfv + (1/2)llv Il 2 ) 。

9.8 l∞·范数的最速下降方向。说明如何确定 t∞·范数的最速下降方向，并给出简单的解释。

Newton 方法

9.9 Newton 减量。证明 Newton 减量 λ(x) 满足

T~ rl __\\ ____ - vTVf(x) 
λ(z) = sup(-vlvf(z))=SUP J 

V T ÿ'2 f(功。=1 v西 (VTV'2 f(x)v)11 

9.10 纯 Newton 方法。如果初始点不太接近 x* ， 固定步长 t = 1 的 Newton 法可能发散。在

这里我们考虑两个例子。

(a) f(x) = log(eX 十 e-X) 有一个唯一的最小解 x* = 0。从 x(o) = 1 和工(0) = 1. 1 开始运

行固定步长 t = 1 的 Newton 方法。



习题 . 491 . 

(b) f(x) = -logx + x 有一个唯一的最小解 x* = 1。从 x(o) = 3 开始运行固定步长 t=l

的 Newton 方法。

画出 f 和1'.并标出最初几次选代点。

9.11 复合函戴的梯度法和 Newton 方法。假设 <þ: R → R 是单增凸函数• f : Rn → R 是凸
函数，因此 g(x) = φ(f(x)) 是凸函数。(我们假定 f 和 g 二次可微。)极小化 f 和极小化

9 显然是等价问题。

比较用梯度法和 Newton 方法求解 f 和 9 的情况。对应的搜索方向有何联系?如果采用

精确直线搜索这两种方法有何联系?提示:利用逆矩阵引理(见 9C.4.3) 。

9.12 信赖域 Newton 方法。 如果 \72f(x) 奇异(或者严重病态).那么对 Newton 步径

ðXnt = -\72f(x)-1 \7f(x) 没有严格定义。此时可以将搜索方向 ðXtr 定义为下述问题的

解，
minimize (1/2)vT Hv + gT V 

subject to IIvll2ζγ 

其中 H= \72f(x). g= \7f(x). 而 γ 是一个正的常数。点 x+ðxtr 在约束lI(x+ ðXtr) 一

叫12 ~γ 下极小化 f 在 z 处的二阶近似。集合 {v 1 11叫12 运 γ} 称为信赖域。参数 γ 是信

赖域的尺度，反映我们对二次模型的信心。

证明 ðXtr 对于某些 β 极小化

(1/2)vT Hv + gT V +应11ν11 ~ . 

该二次函数可以解释为 f 在 z 附近经过调整的二次模型。

自和谐

9.13 自和谐与倒数障碍函数。

(a) 证明定义域为 (0， 8/9) 的 f(x) = l/x 是自和谐函数。

(b) 证明定义域为 domf = {x εRnlα72<bhtz1，… ， m} 的函数

f(x) = α艺」由

当 domf 有界且满足下述条件时是自和谐函数，

α> (9/8) . J!lax sup (bi - a; x). 
.=!.....m xEdomf 

9.14 对数复合函数。令 g: R→ R 是定义域为 domg = R++ 的凸函数，并且对所有 2 成立

9气x)
Ig"'(x) 1 运 3-z--

证明 f(x) = 一 log(-g(x)) -logx 是 {x l x>O， g(x) <O} 上的自和谐函数。提示z 利用

对满足 p2 + q2 +r2 = 1 的 p， q ， r εR+ 均成立的不等式

;4+q3+ 争2q + r3 运 1



, 
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9.15 证明下述函数都是自和谐函数。在证明中，将函数限制在直线上，并利用对数复合函数的

性质。

(a) f(x ,y) = - log(泸 - XTX)' 定义域为 {(x ， y) IIIxll2 <的。

(b) f(笃，的= -21ogy -log(ν2/p -X勺 ， p 注 L 定义域为 {(x ， y) εR2 I lxlP <的。

(c) f(x ,y) = 一 logy -log(logy 一功..定义域为 {(x ， y)lex < ν} 。

9.16 令 f: R → R 为自和谐函数。

(a) 假设 f"(x) 笋 o. 证明白和谐条件 (9.41) 可以表示为

￡ (f"(Z)-1/2)| 运 l

找出单变量"极端"自和谐函数，即函数 f 和 f 分别满足

￡ (f"(2)-1/2)=L ￡ (fH(z)→/2) = - 1 

(b) 证明或者对所有zε domf 满足 f气x) = 0，或者对所有 zε domf满足 f气笃) > o. 
9.17 关于自和谐函数 Hessian 矩阵的上下界。

(a) 令 f: R2 → R 为自和谐函数。证明对所有尘 ε domf 成立

θ3f(笃) I ~内 /θ2 f(x) 飞 3/22 唱 n
θ3Xi I '" ~ \.θxt) , ,, - .L, ~ 

θ3 f(x) I ~"θ2 f(x) ( θ2 f(x)γ/2J J 二
θz?OZj|vh31θX~) 

, • r J 

提示:如果 h: R 2 
X R 2 

X R2 → R 是对称三线性形式，即

h(包， V ， ω)=αl'UlVlω1+α2('UIVIW2 +'U1吨叫 +'U2V1叫)

+α3(也归2ω2 + 'U2V1叫 +U2V2ω1) +α4U2V2ω2 ， 

则
h(u, V ， ω) 牛 h(u， u， u).......... - .~.... -

uJZ二。lIul12 11V 11211wl12 忡。lIull ~

(b) 令 f: Rn → 民为自和谐函数。证明 v2f(x) 的零空间独立于 ι 证明如果 f 是严格
凸函数，则对于所有的 zε domf ， V2f(x) 非奇异。

提示:证明如果对于某些zε domf成立 WTV2f(x)ω = 0，则对于所有的 νε domf
成立 ωTV2f(y)ω=0。为证明该结论，可对自和谐函数 j(t， s) = f(x+t(y-x)+sw) 

应用 (a) 的结果。

(c) 令 f: Rn → R 为自和谐函数。假定 zξ domf ， V εRn。证明对于 x+tv ε domf ，

0ζ t< α 成立

(1 -叫2V2f(x) 刊2f(叶 tV) 主 7毛有的(x), 

其中 α = (vTV 2 f(X)V)1/2 。
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9.18 二次收敛。令 f : Rn → R 为严格凸的自和谐函数。假定 λ(x) < 1，定义 x+ = 
x - V 2 f(X)-hil f(功。证明 λ(x+ ) ζλ(x)2/(1 一 λ(X))2. 提示:利用习题 9.17 的 (c) 的不

等式。

9.19 与最忧解之间距离的上界。令 f: Rπ → R 为严格凸的自和谐函数。

(a) 假设 λ(x) < L 下水平集 {x I f(x) ~ f(x)} 是闭集.证明 f 的最小值可达到，并且

((x - x*f的(2)(2-f))1/2r 」型
飞 1 一 λ(x)"

(b) 证明如果 f 有一个闭的下水平集，并且有下界，则其最小值可达到.

9.20 自和谐函数的共辄性。假设 f : Rn

→ R 是闭的严格凸的自和谐函数。我们证明其共
辄〈或 Legendre 变换〉户是自和谐函数。

(a) 证明对每个 uεdom户，有唯一的 zε domf 满足 ν = Vf(x)。提示:参考习

题 9.19 的结果。

(b) 假设 ÿ= Vf(去)。定义

g(t) = f(军 + tV) , h(t) = r(ÿ + tω)， 

其中 vER饵， ω = V2f(x)v. 证明

9"(0) = h气。)， 9'气。) = -h"'(O). 

利用这个等式证明户是自和谐函数。

9.21 直线搜索的最优参数。考虑极小化严格凸的自和谐函数所需要的 Newton 选代次数的上

界 (9.56)。如果我们优化 α 和 β，该上界的最小值是多少?

9.22 假设 f 是满足式 (9.42) 的严格凸函数。给出从 x(o) 开始在 ε 的误差范围内确定 f 所需

要的 Newton 法代次数的上界。

实现

9.23 亘线搜索的预处理.对下述每个函数，说明如何通过预处理减少直线搜索的计算量。给出

预处理的计算成本，以及采用或不采用预处理方法计算 9(t) = f(x + t~x) 和 g'(t) 的成

本。

(a) f(x) = -εlog(句一 αfz) 。

(b) f(x) =叫兰叫Tx + bi)) 。
(c) f(x) = (Ax-b)T(PO+X1 Pl +…+xn只l)-l(Ax-b) ， 其中 Pi E Sm , A E R mxn • b ε 

R m. dom f = { x I 乌+主XiPi >- O} 。
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9.24 利用 Newton 系统的分块结构。假设凸函数 f 的 Hessian 矩阵 \72f(x) 是分块对角阵。

在计算 Newton 步径时如何利用这种结构?相应的 f 具有什么性质?

9.25 对给定敢据的光滑拟合。考虑问题

Z + Z 川
艺
闷

、
A

+ NNV Z 仙
V

由
艺
同

一
-

2 2J 
rmnlIlllze 

其中 λ>0 是光滑参数， ψ 是凸的罚函数. x E Rn 是变量。我们可以将尘解释为向盘 y

的光滑拟合。

(a) f 的 Hessian 矩阵有什么结构?

(b) 推广到二维数据光滑拟合问题，即极小化函数

, z 
·
·
申
·
·

Z 叫
艺
M

n

艺
创

+ Z + z n

艺
倒

叫
艺
创

艺 ψ(Xij - Y好)+λ

其中 Xε Rnxn 为变量， y ε Rnxn 和 λ >0 为给定数据。

9.26 线性结构的 Newton 方程。考虑下述形式的函数的极小化问题

(9.63) 
N 

f(x) =艺队(Aix + bi), 

其中 Ai E Rm;xn. bi ζ Rffi; ，队 :R叫→ R 是二次可微凸函数。函数 f 在汇处的

Hessian 矩阵 H 和梯度 g 由下式给出，

(9.64) 
N 

9=艺AT9‘
N 

H=汇ATHiAi'

其中 f主 = \72ψi(A卢 + bi)' 9i = \7ψi(Aix + bi ) 。

说明如何实现极小化 f 的 Newton 方法。假定 n >>叫，短阵 Ai 非常稀疏，但 Hessian

矩阵 H 是稠密的。

给出计算下述函数 Newton 步径的最有效9.27 具有变量上下界约束的线性不等式解析中心。

方法，

f(x) = -艺 log(xi + 1) - :L)og(l - Xi) - 艺log(bi - aT X) , 

domf = {x εRn 1-1 -< X -< 1, Ax -< b} ， 其中 α了是 A 的第 4 行向量。假定 A 是稠密
的，分别考虑以下两种情况:m;注 n 和 mζη。(参考习题 9.30. ) 

9.28 二次不等式解析中心。绘出计算下述函数 Newton 步径的有效方法

f(x) = 一艺 log(_ xT Aix - bT x - 勾)，

dom f = {x I xT AiX + bT X + Ci < 0, i = 1，… ， m}。假设矩阵 Ai ξS~+ 均为稀疏大矩
阵，并且 m~η。
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提示: f 在 z 处的 Hessian 矩阵和梯度由下式给出，

H = 艺(2αiAi+ α;(2Aix + bi)(2Aix + bi )勺 ， g= 艺创(2Aix + bi) , 
i = 1 i=1 

其中向= 1/( _xT Aix - b'[ x - Ci) 。

9.29 利用两阶段优化问题的结构。本习题是习题 4.64 的继续，后者描述了依赖情景的优化

问题，或两阶段优化问题。我们采用习题 4.64 的符号和假设，并另外假设对每个情景

i = 1，… ， S ， 成本函数 f 是 (x， z) 的二次可微函数。

说明对于策略优化问题如何有效计算 Newton 步径。如何比较你的方法和一般方法(不利

用结构的方法)的近似计算量，并将其表示为情景个数 S 的函数?

数值试验

9.30 梯度法和 Newton 方法。考虑无约束问题

minimize f(x) = - 2二 log(l - a'[ x) 一 汇 log(l - x;) , 
;=1 ;=1 

变量 zεR飞 domf = {x 1α72<1， 4=王 1 ， .… ,m , IXi 1 < 1, i = 1，…，叶。这是计算下
述线性不等式组解析中心的问题，

αfzζ1 ， 4z1， ··gm，|均|《 1， 4=1，··，几

可以选择 X(O) = 0 作为初始点。你可以通过从 R饨的某种分布中选择向来生成该问题的

实例。

(a) 用梯度法求解该问题，合理选择回溯参数，采用 11 \7f(x)112 ζη 类型的停止准则。画

出目标函数和步长关于选代次数的图像。 (一旦你以很高精度逼近 p* ， 也可以画出

f -p* 关于法代次数的图像。)实验中可改变回溯参数 α 和 3 的数值以观察它们对所

需要的法代次数的影响。对不同规模的多个实例进行上述实验。

(b) 用 Newton 方法重复上述实验，停止准则基于 Newton 减量 λ2。观察二次收敛性。不

需要像习题 9.27 那样用有效的方法计算 Newton 步径:你可以采用针对稠密矩阵的

通用求解软件，当然最好采用基于 Cholesky 因式分解的方法。

提示:采用链式规则确定 \7f(x) 和 \72f(x) 的表达式。

9.31 近似 Newton 方法。 Newton 方法的计算成本主要为计算 Hessian 矩阵 \72f(x) 和求解

Newton 系统的戚本。对于大规模问题，用一个正定矩阵近似 Hessian 矩阵以便于确定搜

索步径，有时是非常有用的。在这里我们基于这种想法研究一些常规例子。

对于下面描述的每个近似 Newton 方法，用习题 9.30 给出的解析中心问题的一些实例进

行试验，并和 Newton 方法及梯度方法比较计算结果。

(a) 重复使用 Hessian 矩阵。我们只在每 N 步迭代后计算 Hessian 矩阵，并对其进行因

式分解，其中 N> 1. 每次搜索步径仍采用 .ð.x = -H-l\7f(吟，其中 H 是最近计算

的 Hessian 矩阵。(我们需要每经过 N 次选代就计算一次 Hessian 矩阵，并对其进行

因式分解;对于其他次数的法代，只需采用后向和前向代入来确定搜索方向。〉
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(b) 对角化近似.我们用 Hessia.n矩阵的对角元素代替它自身，因此仅需要计算 η 个二

阶导数。2f(x)fδ近，此时搜索步径也很容易计算。

9.32 凸的非线性最小二乘问题的 Gauss-Newton 方法。我们考虑 (非线性)最小二乘问题，

极小化函数的形式为

忡忡 i乞(X)2 ，
其中 fi 是二次可微函数。 f 在 z 处的梯度和 Hessian 矩阵由下式给出，

"V f(x) =艺 fi(X)"Vft(X) ， "V2 f(x) = 艺 ("Vfi(X)"V fi(X)T + ft(X) "V2 ft(X)) 
i=1 i=1 

我们考虑 f 是凸函数的情况。例如，如果每个 fi 或者是非负凸函数，或者是非正的凹函

数，或者是仿射函数，就会出现这种情况。

Gauss-Newton 方法。采用以下搜索方向，

ðXgn = - (~会轩轩叼阳Aμ仰刷W川(伊仙阳阳阳z叫m啊)阿附v盯f叫4
〈这里我们假设逆矩阵存在，即向量飞7ft(x) ， …， "V fm(x) 张成 R飞〕这个搜索方向可以

视为近似的 Newton 方向〈参考习题 9.31)，通过在 f 的 Hessian 矩阵中剔除二阶导数得

到。

我们可以对 Gauss-Newton 搜索方向 ðXgn 给出另一个简单的解释。利用一阶近似

ft(x + v) 纪元(x) + "VMx)Tv 可以得到近似式

f川)勾 iz(hh)+VA(Z)TU)2

Gauss-Newton 搜索步径 ðXgn 就是使 f 的这个近似式达到最小的 v 值。(此外，可以通

过求解线性最小二乘问题确定 ðxgno)

用下述问题的实例试验 Gauss-Newton 方法，

fï(x) = (1f2)xTAix+bTx+1 , 

其中 AεS~+ ， bT Ai1bi ~ 2 (由此可保证 f 是凸函数)。



10 等式约束优化

10.1 等式约束优化问题

本章讨论下述等式约束凸优化问题的求解方法，

minimize f (x ) 

subject to Ax = b, 
(10.1) 

其中 f: Rn → R 是二次连续可微凸函数， A ε RPxn ， rankA = p < 饥。对 A 的假设

意味着等式约束数少于变量数，并且等式约束互相独立。我们假定存在一个最优解 x* , 

并用 f 表示其最优值，扩 = inf{f(x) I Ax = b} = f(x*) 。

之前曾说明过(见 ~4.2.3 或 ~5.5.3) ，点 fξ domf 是优化问题 (10.1)的最优解

的充要条件是，存在川 εRP 满足

A♂ = b, '\l f(x*) + AT♂ = O. (10.2) 

因此，求解等式约束优化问题 (10.1) 等价于确定 KKT 方程 (10.2) 的解，这是含有

η +p 个变量 x* ， 沪的 η +p 个方程的求解问题。第一组方程， Ax* = b， 称为原可行

方程，是线性的。第二组方程， '\l f(x*) + AT川= 0，称为对偶可行方程，通常是非线性

的。同无约束优化一样，很少情况下可以用解析方法求解这些最优性条件。最重要的特

殊情况是 f 为二次函数，我们将在 ~10. 1. 1 分析这种问题。

任何等式约束优化问题都可以通过消除等式约束转化为等价的无约束问题，此后

就可以用第 9 章的方法求解。另一种处理方法是利用无约束优化方法求解对偶问题(假

设对偶函数是二次可微的)，然后从对偶解中复原等式约束问题 (10.1) 的解。在 ~10. 1.2

和~1O.1.3 中我们将分别对消除方法和对偶方法进行简要的讨论。

本章主要内容是对 Newton 方法进行扩展，使之能够直接处理等式约束。很多情况

下这些方法比将等式约束问题转换为无约束问题的方法更好。一个原因是消除方法 (或

对偶方法)通常会破坏问题的结构，比如稀疏性i 与此相反，直接处理等式约束的方法

能够利用问题的结构。另一个原因是概念上的:直接处理等式约束的方法可以被视为直

接求解最优性条件 (10.2) 的方法。
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10.1.1 等式约束凸二次规划

考虑等式约束凸二次规划问题

Irlinin山e f(x) = (1/2)xT Px + qT X + r 

subject to Ax = b, 
(10.3) 

其中 P E S:j:, A εR户口。该问题不仅本身具有重要性，同时也是扩展 Newton 方法处

理等式约束问题的基础。此时最优性条件 (10.2) 成为

Ax* = b, P~♂ +q+ATν*=0， 

我们可以将其写为
P AT I I x* I I -q 
A 0 J lv* J l b 

(10.4) 

这组 n+p 个变量 x*. 沪的 n+p 个线性方程称为等式约束优化问题 (10.3) 的 KKT

系统。系数矩阵称为 KKT 矩阵。

如果 KKT 矩阵非奇异，存在唯一最优的原对偶对(矿， ν*)。如果 KKT 矩阵奇异，

但 KKT 系统有解，任何解都构成最优对(扩， v*)。如果 KKT 系统无解，二次优化问题

或者无下界或者无解。确实，在这种情况下存在 νεRn 和 ω E RP 满足

Pv + AT 
W = 0, Av = 0, _qT V + bT 

W > O. 

令￡为任意可行点。对于任何 t， 点 x=x+切都是可行解，并且

f(x 十 tv) = f(x) + t(VT Px + qT v) + (1/2)t2vT pv 

=f(企)+t(-xTATω +qTV) 一 (1/2)t2ωTAv

= f(x) + t(-bTω + qT V) , 

它可以随着 t →∞一直减少没有下界。

KKT 矩阵的非奇异性

之前曾假定 PεS:j:， rankA = p < 倪。在该假定下对 KKT 矩阵的非奇异性有若

干等价条件:

• N(P) nN(A) = {O}，即 P 和 A 没有共同的非平凡零空间。

• Ax = 0, x 并 o =中 xTpx> 0 ， 即 P 在 A 的零空间是正定的。

• pTpp >- 0，其中 P E Rnx(n-p) 是满足冗(F) = λf(A) 的矩阵。

(见习题 10. 1. )作为一个重要的特殊情况，我们指出如果 P>- 0, KKT 矩阵必然非奇

异。
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10.1.2 消除等式约束

求解等式约束问题 (10.1) 的一种一般性方法是先消除等式约束，像 34.2 .4 描述的

那样，然后用无约束优化方法求解相应的无约束问题。我们首先确定矩阵 Fε Rnx(n-p)

和向量￡ εRn，用以参数化 (仿射〉可行集

{x I Ax = b} = {Fz + 企 Izε Rn-P}

这里企可以选用 Ax=b 的任何特殊解， F ε Rnx(n-p) 是值域为 A 的零空间的任何矩

阵。然后形成简化或消除等式约束后的优化问题

minimize j(z) = j(Fz +剖， (10.5) 

这是变量 zεR吼一P 的无约束问题。利用它的解 f 可以确定等式约束问题的解

x* = Fz* + 念。

我们也可以为等式约束问题构造一个最优的对偶变量川，这就是

ν*- 一(AAT)-l AV j(x*). 

为了说明这个表达式的正确性，我们必须验证对偶可行性条件

\l j(扩) +AT(一(AAT)-lAVj(x*)) = 0 (10.6) 

成立。为说明这一点，我们指出

FT 
A I (Vf(x*) - AT (AAT )-l A\lf(x训 = 0) 

其中上面的矩阵块利用了 FTV f(x*) = \l j(z*) = 0 和 AF=O。既然左边的矩阵是非

奇异的，该式意味着式 (10.6) 。

例 10.1 受资源约束的最优配置.我们考虑问题

minimize 2二 Ii(Xi)
i = l 

subject to 2二句斗，
i=l 

其中 h:R → R 是二次可微凸函数， b εR 是问题的参数。我们将其解释为一种总量为

b (预算值〉的资源在 η 个相互独立的活动中进行最优配置的问题。我们可以利用下式消

除(比如)缸，

X ,.. = b - Xl 一… - Xn- l , 
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它对应子下述选择

, F = [斗 E RnX
(n-l ) 

于是简化问题为

minimize fn(b - Xl 一 - X归)+ 艺 !ï (Xi) , 
i=l 

变量为 Xl ， … ， Xn-l 。

选择消除矩阵

显然 ， Rnx(n-p) 中任何满足究(F) = λf(A) 的矩阵都可以用作消除矩阵，因此对

矩阵 F 存在很多可能的选择。如果 F 是这样一个矩阵，并且 Tε R(n-p)x(n-p) 是非奇

异的，那么 F=FT 也是一个合适的消除矩阵，因为

记(F) = 冗(F) = N(A). 

反之，如果 F 和 F 是任意两个合适的消除矩阵，那么总存在某个非奇异矩阵 T 使得

F=FT。

如果使用 F 消除等式约束，我们将求解无约束问题

minimize f(Fz + x) . 

而如果使用 F，我们将求解无约束问题

minimize f (F z + 企) = f(F(Ti) + 剖，

这个问题和上面的等价，就是简单地通过坐标变换 z =Ti 得到。换言之，改变消除矩

阵可以视为对简化问题进行变量变换。

10.1.3 用对偶方法求解等式约束问题

求解优化问题 (10.1) 的另一个途径是先求解其对偶问题，然后复原最优的原变量

x* ， 在 S5.5.5 中对此进行了描述。优化问题 (10.1) 的对偶函数是

g(ν) = _bTν + inf(f (x) + vT Ax) 

= 一bTv - sup (( -AT v)T x - f(x)) 

=_bTν - j* (_ATν) ， 

其中户是 f 的共辄，因此对偶问题是

maximize _bTν - 1*(…ATV) 
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既然根据定义存在最优解，该问题是严格可行的，因此 Slater 条件成立。于是强对偶性

成立，最优对偶目标可以达到，即存在川满足 g(v*) = 扩。

如果对偶函数 g 是二次可微的，那么在第 9 章描述的无约束优化方法可以用于极

大化 go (一般情况下，即使 f 是二次可微的，对偶函数 g 也不一定二次可微。)一旦找

到最优的对偶变量川，我们就可以由它构造出原问题的最优解 x* 0 (并非总能简单完

成;见 95.5 .50 ) 

例 10.2 等式约束的解析中心。我们考虑问题

minimize f (x) = - L log Xi 

i=1 (10.7) 

subject to Ax = b, 

其中 Aε RPX白，隐含约束 x>- o. 利用

J* (y) =艺(-1 一 log(一执)) =-n一汇 log(一协
i=1 i=l 

( dom f* = -R~+)，对偶问题为

maximize g(ν) = -bTv + π+艺 log(ATν)i , (10.8) 
i=l 

隐含约束 ATV >- 0。这里我们可以很容易的求解对偶可行性方程，即确定极大化 L怡， ν) 的

二1::

Vf(x) + ATν = -(l/x l, ' . . , 1/xn) + AT 
V = 0, 

于是

Xi(ν) = l/(AT v )i. (10.9) 

为求解等式约束的解析中心问题 (10.7)，我们先求解 (无约束的〉 对偶问题 (10.8) ，然后利

用式 (10.9) 复原问题 (10.7) 的最优解。

10.2 等式约束的 Newton 方法

本节讨论能够处理等式约束的扩展 Newton 方法。除了以下两点不同，该方法和没

有约束的 Ne'wton 方法几乎一样:初始点必须可行 (即满足 zεdom f , Ax = b) ， 根

据等式约束的需要对 Newton 方向的定义进行了适当的修改。具体地说，我们要保证

Newton 方向 A尘nt 是可行方向，即 A.6.xnt = 0。
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10.2.1 Newton 方向

基于二阶近似的定义

为导出等式约束问题
minimize f(x) 

subject to Ax = b, 
在可行点 z 处的 Newton 方向.ð.xnt' 我们将目标函数换成其在 z 附近的二阶 Taylor

近似，形成下述问题

minimize fb+υ) = f(x) + 'i7 f(xf v + (1/2)vT 'i72 f(x)υ 
subject to A(x + v) = b, 

(10.10) 

该问题的变量为切。这是一个(凸的)带等式约束的二次极小问题，可以用解析方法求

解。我们假定有关的 KKT 矩阵非奇异，在此基础上定义 z 处的 Newton 方向.ð.xnt 为

凸二次问题 (10.10) 的解。换言之， Newton 方向.ð.xnt 是一个向量，将其加到 2 上就形

成以 f 的二阶近似为目标函数的对应问题的最优解。

根据 310. 1.1 对等式约束二次问题的分析， Newton 方向.ð.xnt 由以下方程确定

\l2f(x) AT I I .ð.xnt I I - 'i7 f(x) 

A 。 w 。
, (10.11) 

其中 w 是该二次问题的最优对偶变量。 Newton 方向只在 KKT 矩阵非奇异的点有定

义。

如同用 Newton 方法求解无约束问题一样，当目标函数 f 是严格的二次函数

时， Newton 修正向量 x + .ð.xnt 是等式约束极小化问题的准确最优解，在这种情况下
向量 ω 是原问题最优的对偶变量。由此想到，正如无约束情况一样，当 f 接近二次

时 ， x + .ð.xnt 应该是最优解 f 的很好估计，而 ω 则应该是最优的对偶变量沪的很好

估计。

线性化最优性条件的解

我们可以将 Newton 方向.ð.xnt 及其相关向量 ω 解释为最优性条件

Ax* = b, 'i7 f(x*) + ATν*=0 

的线性近似方程组的解。我们用 x + .ð.劣的代替 x* ， 用 ω 代替沪，并将第二个方程中

的梯度项换成其在 z 附近的线性近似，从而得到

A(x + .ð.xnt) = b, 'i7 f(x + .ð.xnt) + AT W ~ \l f(x) + 'i72 f(x) .ð.xnt + AT w = O. 

利用 Ax = b ， 以上方程变成

A .ð.xnt = 0, 'i72 f(x ).ð.xnt + AT w = - 'i7 f(吟，

这和定义 Newton 方向的方程 (10.11) 完全一样。
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Newton 减量

我们将等式约束问题的 Newton 减量定义为

λ(x) = fD.x~ \72 f(X) b.xnt)1/2. (10.12) 

这和无约束情况的表示 (9.29) 完全一样，因此也可以进行同样的解释。例如， λ(x) 是

Newton 方向的 Hessian 矩阵范数。

用

Î{x + v) = f(x) + \7 f(x? v + (1/2)VT \72 f(x)v 

表示 f 在 z 处的二阶 Taylor 近似。 f(x) 和二次模型之间的差值满足

f(z)-inqfiz+ν)IA(x+v) = b} = λ(x)2/2， (10.13) 

同无约束情况完全一样(见习题 10.6) 。这说明，如同无约束情况，入(x)2j2 对 z 处的

f(x) -p* 给出了基于二次模型的一个估计，而 λ(x) (或者 λ(X)2 的倍数〉也可以作为

设计好的停止准则的基础。

Newton 减量也出现在直线搜索中，因为 f 沿方向b.xnt 的方向导数是

和无约束'情况一样。

可行下降方法

4f(z+山川)1 = \7 f(xf b.xnt = -λ(X)2 ， (10 叫
..，，~ I t=O 

假定 Ax=b。我们说 υεRn 是一个可行方向，如果 Av=O。在这种情况下，每个

具有 x+切形式的点也是可行解，即 A(x + tv) = b。我们说 u 是 f 在 z 处的一个下降

方向，如果对小的 t> 0 ， 有 f(x + tv) .< f(功。
Newton 方向总是可行下降方向 〈除非 z 已经是最优解，此时b.xnt = 0)。确实，定

义b.xnt 的第二组方程是 AD.xnt = O. 说明它是可行方向;而式 (10.14) 则说明它也是

下降方向。

仿射不变性

同无约束优化问题一样，等式约束优化问题中的 Newton 方向和 Newton 减量也

是仿射不变的。假定 Tε Rnxn 是非奇异的，定义 f(ν) = f(Ty)。我们有

\7 f(y) = TT \7 f(Ty) , \72 f(ν) = TT\72 f(Ty)T, 

而等式约束 Ax = b 则成为 ATy=b。

现在考虑在 ATy = b 的约束下极小化 f(y) 的问题。在 u 处的 Newton 方向是

D.Ynt. 它是以下方程的解
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TT '\J2 f(Ty)T TT AT 

AT 。

ð.Ynt 

w 

-TT'\J f(Ty) 

。

同式 (10.11) 给出的 f 在 x=Ty 处的 Newton 方向 ð.xnt 进行比较，可以看出

T ð.Ynt = .ð.xnt ) 

(并且 ω = iiJ. )即 u 和 z 处的 Newton 方向由和 Ty=x 相同的坐标变换相联系。

10.2.2 等式约束的 Newton 方法

等式约束下 Newton 万法的框架和无约束情况完全一样。

算法 10.1 等式约束优化问题的 Newton 方法。

给定满足 Ax = b 的初始点 zε domf. 误差阑值 ε>0。

重复进行

1.计算 Newton 方向和 Newton 减量 ð.x时， λ(功。

2. 停止准则。如果 λ2/2ζE 则退出。

3. 直线搜索。通过回溯直线搜索确定步长 t。

4. 修改。 x := x + t ð.xnto 

这是一种可行下降方法，因为所有迭代点都是可行的，并且满足 f(川的1)) < f(x(k)) ( 除

非 X(k) 己经是最优解)0 Newton 方法需要每个 z 处的 KKT 矩阵可逆;我们将在~1O.2.4

对收敛性需要的假设进行更准确的描述。

10.2.3 Newton 方法和消除法

我们现在说明，对等式约束问题 (10.1) 采用 Newton 方法的法代过程，和对简化

问题 (10.5) 采用 Newton 方法的迭代过程完全一致。假定 F 满足冗(P) = N(A) 和

rankP =η-p， 企满足 A企 =b。简化目标函数 j(z) = f(Fz+ 企)的梯度和 Hessian 矩

阵是

'\J j(z) = FT'\J f(Fz +剖) '\J2 j(z) = pT '\J2 f(Pz + x)卫

从 Hessian 矩阵可以看出，等式约束问题的 Newton 方向有定义，即 KKT 矩阵

'\J2f(x) AT 

A 0 

可逆的充要条件是简化问题的 Newton 方向有定义，即 '\J2j(z) 可逆。

简化问题的 Newton 方向是

.ð.znt = _ '\J2j(z)-1 '\J j(z) = 一(pT'\J2 f(x)F)-l pT'\J f(x) , (10.15) 
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其中 X = Pz+x。简化问题的这个搜索方向对应于原始的等式约束问题的方向是

P l:l.znt = _p(pT \72 f(X)p) - l p T\7 f(x). 

我们将说明这个方向和式 (10.11) 定义的原始的等式约柬问题的 Newton 方向I:l.xnt 完

全一样。

为说明以上等价性，我们定义.ð.xnt = P I:l.znt ' 选择

ω = _ (AAT)-l A(\7 f(x) + \72 f(x) .ð.xnt) , 

然后验证它们能满足定义 Newton 方向的方程

\72 f(x) .ð.xnt + AT w + \7 f(x) = 0, A l:l.xnt = O. (10.16) 

第二个方程 A.ð.xnt = 0 成立是因为 AP=O。为了验证第一个方程，我们利用

dT 

~A I (的(x).ð.xnt + AT w + \7 f(x)) 

=0. 

pT\72 f(x) .ð.xnt + pT AT w + pT\7 f(x) 

A \72 f(x) .ð.xnt + AATw + A \7 f(x) 

因为第一行左边的矩阵是非奇异阵，我们可以断定式 (10.16) 成立。

类似地，下式说明 f 在 z 处的 Newton 减量 λ(Z) 和 f 在 2 处的 Newton 减量相

等:

10.2.4 收敛性分析

又(z)2 = AzEv2f(z)Aznt

= .ð.z~pT\72 f(x)P .ð.znt 

= .ð.x~\72 f(x) .ð.xnt 

=λ(X)2 

我们已经知道，用 Newton 方法求解等式约束问题和用 Newton 方法求解消除等

式约束的简化问题完全等价。因此，我们关于无约束问题 Newton 方法收敛性的所有结

果都可以推广于等式约束问题的 Newton 方法。特别是，用 Newton 方法求解等式约束

问题的实际性能应该和用 Newton 方法求解无约束问题的性能完全一样。 一旦 X(k) 接

近 x* ， 收敛速度将非常快，经过几次选代就可以获得非常高的精度。

4民.t是

我们给出以下假设。
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·下水平集 s = {x 1 x E domf, f(x) ~ f(x(O)) , Ax = b} 是闭的，其中 x(O) ε

domf 满足 Ax(O) = b。该假设对闭的 f 成立(见!ìA.3.3 )。

·在集合 S 上，我们有 'Çl2f(x) 主 MI，

'Çl2 f(x) AT l-l 
A 0 

主二 K , (10.17) 

2 

即 KKT 矩阵的逆矩阵在 S 上有界。(当然，为了使 Newton 方向在 S 的每个点有

定义，该逆矩阵必须存在。)

·对于 z，￡ ε S ， 'Çl2 f 满足 Lipschitz 条件1I'Çl2 f(x) - 'Çl2 f(x) 112 运 Lllx - x1l2' 

KKT 矩阵逆有界假定

条件 (10.17) 的作用同分析标准 Newton 万法的强凸性假设类似 ( !ì9.5.3，第 465

页)。如果没有等式约束，式 (10.17) 退化为在 S 上 11 'Çl2f(x)-1Ib 运 K ， 因此我们可以

当 'Çl2f(x) 主 mI 在 S 上成立时取 K = 11m， 其中 m>O。有等式约束时，这个条件不

会像最小特征值存在正下界那样简单。因为 KKT 矩阵是对称的，条件 (10.17) 是指它

的所有特征值，其中 η 个为正， p 个为负，和 0 之间的距离都有下界。

利用消除等式约束问题的分析

以上假设意味着消除等式约束后的目标函数 f，和相应的初始点 z(O) = 企 + Fx(O) 

一起，满足!ì9.5.3 给出的无约束 Newton 方法收敛性分析的假定 (其中参数仇， M 和

ι 不同〉。由此可知等式约束的 Newton 方法收敛于 x* (以及川〉。

容易证明，上面的假设意味着消除等式约束后的问题满足无约束 Newton 方法的

假定(见习题 10.4)。这里我们证明一个隐含的巧妙结果:KKT 矩阵逆有界的条件和上

界假定 'Çl2f(x) 主 MI 一起，意味着 'Çl2j(Z) 兰 mI 对某个正常数 m 成立。更准确地说，

我们要证明这个不等式对
m=σmin(F)2 
一- K2M 

成立，因为 F 是满秩的，它确实是正的。

(10.18) 

我们用反证法证明上述论断。假定 FTHF 搓 mI ， 其中 H = 'Çl2 f(x)。我们可以找

到也满足 11叫12 = 1 , uTFTHFu < m，即 IIH1/2Ful12 < m1/2。利用 AF=O， 我们有

因此

H AT 

A 0 

Fu 

o 
HFu 

o , 
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H AT 1-1 

A 0 

利用 I IF叫12 法 σmin(F) 和

2 

二〉F 

L 

Fu 

o 

HFu 

。

2 _ IIF叫12
岳 阳瓦12.

2 

IIH Ful12 ~ IIHl/2 11211Hl/2 F也||2<MI/2mI/23

我们可断定

H AT 1-1 
'- I IFul12 、 σmin(F) T/ 
'一- .. 

A 0 1 11:>' IIHF也112 .;- Ml/2m1/2
一口，

2 

其中用到我们在式 (10.18) 给出的 m 的表示式。

自和谐函数的收敛性分析

. 507 . 

如果 f 是自和谐的，那么 ï(z) = f(Fz + x) 同样也是。由此可知对于自和谐的 f ，

我们有和无约束问题完全一样的复杂性估计:产生满足精度 ε 的解所需要的迭代次数不

会大于

乓兰瓷号知;尹抖言耳(J(x(阶川) 一才千呐p*川*η)忖+ω岛ωω(υ俐1ν阶川/卢州E咛)
其中 α 和 β 是回溯直线搜索的参数(见式(仰9.5邱6)) 。

10.3 不可行初始点的 Newton 方法

如同 glO.2 描述的那样， Newton 方法是一个可行下降方法。本节我们描述一种推

广的 Newton 方法，它能够从不可行的初始点开始进行迭代。

10.3.1 不可行点的 Newton 方向

和 Newton 方法一样，我们从等式约束优化问题的最优性条件开始:

Ax* = b, "f(x*) + AT v* = O. 

用尘表示当前点，我们不假定它是可行的，但假定它满足 x E domf。我们的目的是找

到一个方向 ð.x 使 x+ ð.x 满足〈至少近似满足〉最优性条件，即 x + ð.x ~ x*。为此我

们在最优性条件中用 x +ð.x 代替 x* ， 用 ω 代替川，并利用梯度的一阶近似

"f(x + ð.x) 但 "f(x) + ,,2f(x)ð.x 

得到

A(x + ð.X) = b, "f(x) + ,,2 f(x) ð.x + AT w = O. 
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T AO 
程
刘
方

W
A

性

-
v

线组的ω
 

和Z A 
是这

w 

飞7f(x)

Ax-b 
(10.19) 

.ð.x 

这组方程和在可行点 z 处定义 Newton 方向的式 (10.11)相似，只有一点差别:右边第

二块元素含有 Ax - b ， 它是线性等式约束的残差向量。如果 z 是可行的，残差等于零，

方程 (10.19) 退化为在可行点 z 处定义 Newton 方向的方程 (10.11)。因此，如果 z 是

可行的，由式 (10.19) 定义的方向 .ð.x 和前面描述的 Newton 方向(只对可行的 z 有定

义)一致。由于这个原因，我们用符号.ð.xnt 表示式 (10.19) 定义的方向 .ð.x ， 井在不会

混淆时将它称为 2 处的 Newton 方向。

作为原对偶 Newton 方向的解释

我们可以基于等式约柬问题的原对偶方法对方程 (10.19) 给出一种解释。所谓原对

偶方法是指同时修改原变量 z 和对偶变量 ν 使最优性条件(近似〉满足的方法。

我们将最优性条件表示成 r(x*， 1I*) = 0，其中 r: R n x RP → RnxRP 由下式定义

r(x， ν) = (rdu剖(x ， ν) ， rp叫x， ν)).

这里

rdual(X ， ν) = \7 f(x) + ATν， rpri(X ， ν)=Ax-b 

分别是对偶残差和原残差。在当前估计 u 附近 T 的一阶 Taylor 近似是

r(ν + z) 纪 f(ν + z) = r(y) + Dr(y)z, 

其中 Dr(ν)εR(n+p)x (n+p) 是 T 在 ν 处的导数(见 ~A.4.l)。我们将原对偶 Newton 方

向.ð.Ypd 定义为使 Taylor 近似俨(y + z) 等于 0 的步径 z， 即

Dr(ν) .ð.νpd = -r(ν). (10.20) 

注意此处我们将 z 和 ν 都视为变量; .ð.Ypd = (.ð.Xpd , .ð.lIpd) 同时给出了原对偶问题的

步径。

对 T 求导数，可以将式 (10.20) 表示为

rpri 

\7 f(x) + AT 1I 

Ax - b 
(10.21) 

\72f(x) AT 

A 0 
.ð.xpd I = 
.ð.Vpd 

rduaJ 

将 ν+ tr.Vpd 写成计，上式又可表示成

V 2 f(x) AT 

A 0 

tr.Xpd \7 f(x) 
(10.22) 

+ ν Ax-b l ' 
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这和方程组 (10.19) 完全一样。因此，式 (10.19) 、式 (10.21) 和式 (10.22) 的解之间存在

以下联系

LlXnt = LlXpd ， ω=ν+=ν+ Lll/pd. 

这表明(不可行) Newton 方向和原对偶方向中的原问题对应向量相同，而相应的对偶

向盘 ω 则是修正的原对偶变量 ν+_ν+ Lll/pd 。

由式 (10.21) 和式 (10.22) 给出的 Newton 方向和对偶变量〈或对偶方向〉的两种

表达式彼此等价，但每种表达式揭示了 Newton 方向一种不同的特点。方程 (10.21) 表

明 Ncwton 方向和相应的对偶方向是以原对偶残差为右边项的方程组的解。而我们最

初定义 Newton 方向的式 (10.22) 则给出了 Newton 方向和修正的对偶变量，从中可以

看出对偶变量的当前值对计算对偶方向或者其修正值都不起作用。

残差范数的编或性质

在不可行点处的 NewtoD 方向不一定是 f 的下降方向.从式 (10、 19) 可以看出

二古护只巾(x+ 山叫)才|Lt』=Jvf(归z俨
= -LlxT

、

('12 f(x) Llx + ATω) 
= -LlxT '12 f(x) Llx + (Ax - bfω， 

它并不一定是负的(当然，除非 z 是可行的，即 Ax = b)。然而，原对偶解释表明残差范

数沿 Newton 方向下降，即

主 11俨(y+tLlYpd)II~1 =2r(ν)T Dr(y)LlYpd = - 2r(yf r(y) 
..." It=O 

利用上面范数平方的导数，可以得到

2||T(什 tLlYpd)112 时 = -llrω)112 (10.23) 

该式让我们能够利用 Ilr ll2 检测不可行 Newton 方法的进展，例如，检测直线搜索的进

展。(对于标准 Newton 方法，我们利用函数 f 的取值检测算法的进展，至少在二次收

敛阶段以前是这样。〉

完整步径的可行性质

由式 (10.19) 给出的 Newton 方向Llxnt (根据定义〉具有以下性质

A(x 十Llxnt) = b. (10.24) 

由此可知，如果沿 Newton 方向Llxnt 前进的步长等于1，下一个迭代点将是可行的。

- u_ x 是可行点 ， Newton 方向就成为可行方向，不管以后的步长等于多少，所有的法

代点都将是可行点。
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我们可以在更加一般的情况下分析阻尼步长对等式约束残差 Tpri 的影响。选定步

长 t E [0, 1] ，下一个法代点是 x+ = X + tô.xnt' 利用式 (10.24) 可求出其等式约束残差

rti = A(x + ô.xntt) - b = (1 - t)(Ax - b) = (1 - t)rpri' 

因此，阻尼步长 t 能使残差缩减为原来的 1-t 倍。现在假设对于 i = 0，…，k-1 我们有
x(忡。 = X(i) + t(i) ô.x~2 ' 其中 Az2 是点笃。) E domf 处的 Newton 方向 ， t(i) ξ[0， 1] 0 

于是

r(k) = ( rr (1 - t(勺 i T(0) , 
i=O 

其中 r(i) = AX(i) - b 是 X(i) 的残差。该式表明迭代过程中原问题的残差向量始终和初

始残差向量方向相同，但每次迭代后都按比例缩减。它也表明一旦某个步长等于1.其

后所有迭代点都是原问题的可行点。

10.3.2 不可行初始点 Newton 方法

利用式 (10.19) 定义的 Newton 方向ô.xnt' 我们可以对 Newton 方法进行推广，使

之能够处理 x(O)ε domf ， 但不一定满足 Ax(O) = b 的情况。我们同时利用 Newton 方

向的对偶部分:在式 (10.19) 中给出的Ô.Vnt =ω 一 ν，或者等价的，在式 (10.21) 中给

出的Ô.Vnt = Ô.Vpd 。

算法 10.2 不可行初始点 Newton 方法。

给定初始点 zε domf ， v ， 误差阔值 ε> 0 ， αε(0， 1/2) ， βε(0， 1) 。

重复进行

1.计算原对偶 Newton 方向.ð.xnt' .ð.vnt。

2. 对 IIrl12 进行回溯直线搜索。

t:= 1 。

只要 Ilr(x + t .ð.xnt, v + t .ð.vnt) 112 > (1 一 αt) I l r(x， ν)112 ， t :=御。

3. 改进。 X := X + t.ð.x时， ν:=ν+ t.ð.vnt 。

直到 Ax=b 并且 IIr怡， ν)112 ~ E。

该算法和处理可行初始点的标准 Newton 方法非常相似，仅有少数不同。首先，搜索方

向包括额外的依赖原问题残差的修正项。其次，直线搜索目标是残差的范数，而不是函

数 f。最后，算法停止时不仅要求原问题可行性被满足，还要求(对偶〉残差的范数也

很小。

对步骤 2 中的直线搜索有必要进行一些注释。同基于目标函数的直线搜索相比，对

残差范数进行直线搜索可能增加成本，但其增量通常是微不足道的。同样，直线搜索
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一定在有限次选代后结束，因为式 (10.23) 表明当 t 很小时直线搜索的终止条件能够

满足。

方程 (10.24) 表明，如果某次迭代的步长等于1，下一个迭代点就是可行的，由此

可知在那以后所有的选代点都将是可行的。因此，一旦得到某个可行点，不可行初始点

Newton 方法给出的搜索方向，将和 glO.2 描述的〈可行) Newton 方法给出的搜索方向

完全吻合。

关于不可行初始点 Newton 方法存在很多变形。例如， 一旦满足了可行性，我们就

可以切换到!ì10.2 描述的(可行) Newton 方法。(换言之，我们可以将直线搜索的目标

函数换成 f， 将终止条件换成入(x)2/2~Eo) 当可行性满足时，不可行初始点 Newton

方法和标准(可行) Newton 方法只在回溯和终止条件方面有些差别，其算法性能非常

相似。

利用不可行初始点 Newton 方法简化初始化

不可行初始点 Newton 方法的主要优点在于对初始化的要求简单。如果 domf = 
Rn，初始化(可行) Newton 方法就是计算 Ax = b 的一个解，在这种情况下用不可行

初始点 Newton 方法，除了方便一点，没有什么特别的优点。

如果 domf 不等于 R吨，在 domf 找到满足 Ax = b 的点本身就具有挑战性。一

种一般性的处理方法，当 domf 很复杂并且不知道是否和 {z I Az = b} 相交时可能

也是最好的方法，是采用阶段 I 方法(见 911.4)求出这样一个点(或者证实 domf 和

{z I Az = b} 不相交)。但如果 domf 比较简单，并且已知含有满足 Ax = b 的点，那
么不可行初始点 Newton 方法就是一种简单的可选方案。

一种常见的例子发生于 domf = R~+ 的情况，例如在例 10.2 中描述的等式约束

解析中心点问题。为了对以下问题初始化 Newton 方法，
n 

minimize 一艺logxi
(10.25) 

subject to Ax = b, 

我们需要找到满足 Ax = b 的 x(o) >- 0，这等价于求解一个标准形式的线性规划可行性

问题。该问题可以采用阶段 I 方法处理，或者等价的，采用不可行初始点 Newton 方法，

选取任何正分量的初始点，例如 ， x(O) = 1 。

同样的技巧可以用于求解无约束问题时未知 domf 的初始点的情况。作为一个例

子，我们考虑等式约束解析中心点问题 (10.25) 的对偶问题，

maximize 忡忡 -bTv+ η+艺i鸣(ATV)i 
i=l 

为了对该问题初始化(可行初始点) Newton 方法，我们必须找到满足 ATv(O) >- 0 的

川的，即我们必须求解一组线性不等式。该问题可以用阶段 I 方法求解，或者在重新描
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述问题后用不可行初始点 Newton 方法求解。我们先采用新的变量 νεR饵将其表示为

一个等式约束问题

maximize _bT v +叶艺log饥
i=1 

suþject to y = AT v, 

然后就可以从任何正分量的 ν(0) (和任意的 ν(0) )开始应用不可行初始点 Newton 方

法。

对于不知道是否存在严格可行的初始点的问题，采用不可行初始点 Newton 方法

进行初始化存在一个缺点，这就是不能明确判断不存在严格可行点的情况;因为此时

残差范数仍然会很慢地收敛于某个正数。(作为对比，阶段 I 方法能够清楚地判定这

种情况。)此外，在可行性满足以前，不可行初始点 Newton 方法可能收敛地很慢;见

Sl1 .4.2 。

10.3.3 收敛性分析

本节说明，如果一些假设成立，那么不可行初始点 Newton 方法将收敛到最优解。

收敛性证明和标准 Newton 方法或者等式约束的标准 Newton 方法的收敛性证明非常

相似。我们将证明， 一旦残差范数足够小，算法将选取完全的步长(意味着可行性被满

足)，此后将保持二次收敛速度。我们也将证明，在二次收敛以前，每次迭代都能使残差

范数至少减少一个固定的量。由于残差范数不能为负值，经过有限次迭代，残差必然减

少到能够保证选取完全步长的程度，从而进入二次收敛。

假设

我们提出以下假设。

.下水平集

s = {(x ， ν) 1 x ε dom J, IIr(x ， ν) 112 运 ||T(z(0) ， ν(0)) 1I2} (10.26) 

是闭的。如果 f 是闭的，则 Ilr 112 是一个闭函数，此时该条件被任何 x(O) E domJ 

和任何 ν(0)εRP 所满足 (见习题 10.7) 。

·在集合 S 上对某些 K 成立

IIDr怡， ν)-1 1 12 = 
'72 J(X) AT 1-1 

A 0 
主二 K. 

2 

·对于怡， ν) ， (去 ， D) ε S， Dr 满足 Lipschitz 条件

II Dr(x ， ν) - Dr(轧 D) 1I2 ~ LII(尘， ν) 一位， D) 1I 2'

〈该式等价于 '72J(X) 满足 Lipschitz 条件:参见习题 10.70 ) 

(10.27) 
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下面将看到，这些假设意味着 domf 和 {z 1 Az = b} 相交，并存在一个最优解

(扩，川)。

和标准 Newton 方法比较

上述假设和 310.2.4 (第 505 页)分析标准 Newton 方法时采用的假设非常相似。其

中第二和第三个假设，即 KKT 的逆矩阵有界和 Lipschitz 条件，本质上相同。但是，对

于不可行初始点 Newton 方法，下水平集条件 (10.26) 比 310 .2.4的下水平集条件更有

一般性。

作为一个例子，考虑等式约束的最大精问题

minimize f (x) = L Xi log Xi 

subject to Ax = b, 

其中 domf = R++。 目标函数 f 是非闭的;它有非闭的下水平集，因此，至少对于一

些初始点，关于标准 Newton 方法的假定不成立。这里遇到的问题是，当 Xi → 0 时，负

娟函数不趋于∞。但在另一方面，不可行初始点 Newton 方法的下水平集条件 (10.26)

对该问题能成立，这是因为当的→ 0 时负娟函数的梯度的范数趋于∞。因此，不可行

初始点 Newton 方法可以保证解决等式约束的最大娟问题。(在这里我们并不知道标准

Newton 方法是否不能解决该问题:我们能够看到的仅是我们的收敛性分析不成立。〉请

注意，如果初始点满足等式约束，那么标准 Newton 方法和不可行初始点 Newton 方法

的差别仅在于直线搜索，它只在阻尼阶段才会发生。

一个基本不等式

我们从推导一个基本不等式开始。令 Y = (尘， ν)εS 满足 Ilr(ν)112 并 0，令

ßYnt = (ßx时， ßvnt)为 ν 处的 Newton 方向。定义

tmax = inf{t > 0 1 Y + tßYnt ~ S} 

如果对所有的 t ~ 0 成立 Y + tßYnt 巳 S ， 我们按照惯例定义 tmax = ∞。否则， tma.x 

表示满足 Ilr(ν+ tßYnt) 112 = I lr(ν(0))1 12 的最小的正的 t。特别是，由此可知对任意的

。 ζtζtmax 都成立 ν+tßYntεS。

我们将证明对于任意的 o ::二 t ~ min{l , tmax} 都成立

Ilr(y + tßYnt)112 运 (l-t) llr(ν)112 + (K2Lj2)t2 1Ir (ν) II ~. (10.28) 

我们有

T叫(y+tßνYn川t) = r叫(νω) + I Dr叫(ωy+r忖tßνYn川t山Aνn旧t dr
JO 
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可刊斗叫(ωωνω)+ ω肋酬T叫仙(

=俨(ωνω) +tDr叫(yω) .6.Yn川t 十 e

= (1 - t)r(ν) + e, 

其中利用了 Dr(ν) .6.Ynt = -r(y) ， 并定义了

e= 1
1

飞(仰川D

10 等式约束优化

现在假设 o ~ t ~ tma皿X' 因此对所有的 o ~二 T ~二 1 均成立 y + Tt.6.YntεS。我们可以对

IIel12 建立以下上界:

11 e 11以 11叫12 1
1

11D加叫nt) 一 D圳圳叫T叫巾州(ωωνω川)川|

ζ11比如112 1
1

L剖叫|川|叫n川叫ntll巾i川112
=(Lj2刽)t♂内2气|川1 .6.νn川叫t川II~

= (Lj2)♂ IIDr(ν)-lr(ν) I I~ 

ζ (K2 L j2)t21Ir(ν) II~ ， 

其中第二行利用了 Lipschitz 条件，最后利用了上界 IIDr(y)-1112 ~ K。现在我们可以

导出式 (10.28) 中的上界:对于任意的 0 运 t 运 min{l ， tmax} l 

Ilr(ν + t .6.Ynt) 112 = 11 (1 - t)r(y) + el12 

ζ(1 - t) lIr(y)112 + IIel12 

~ (1 - t) lIr(y)112 + (K2 Lj2)t2 I1 r(y)II~. 

阻足. Newton 阶段

我们首先说明如果 Ilr(ν)112> lj(K2L) ， 不可行初始点 Newton 方法的一次选代将

把 IIrl12 至少减少一个确定的量。

基本不等式 (10.28) 的右边是 t 的二次函数，并在 t=O 和它的最小解

t=K2L||T(U)||2<1 

之间单调减少。我们有 tmax > [，否则将可推出不正确的关系 11俨(ν+ tmax.6.Ynt) 112 < 

Ilr(ν) 112。因此基本不等式在 t=t 时成立，于是

Ilr(ν+ f.6.Ynt) 112 运 Ilr(的 112 -lj(2K2L) 

创Ir(y) 112 一 αj(K2L)

= (1 一 α句IIr(ν) 112) 



10.3 不可行初始点的 Newton 方法 . 515 . 

它表明步长 f 满足直线搜索的停止条件。因此我们有 t~ 厉，其中 t 是回溯算法确定的

步长。从 t~ βf可得(根据回溯直线搜索算法的停止条件)

Ilr(ν+ t ð.Ynt) 112 (; (1 一 αt)llr(ν)112

ζ(1 一 α3月IIr(ν)112

= 11 - T;? αβ1 Ilr(y) 112 
飞 K2Lllr(ν)112)

= Ilr(y)112 一去在
于是，只要 Ilr(y)112 > 1/(K2L) ，每次迭代就能把 IIrl12 至少减少 αβ/(K2L)。由此可知，

至多经过
|Ir(y(O)) 112K2 L 

α3 

次迭代就可得到 IIr(ν(k)) lb (; 1/(K2L) 。

二次收敛阶段

现在假设 IIr(ν)112 (; 1/(K2L)。基本不等式保证

117.(Y + t ð.Ynt)112 ::;;; (1 - t + (1/2)t2)111.(y)112 (10.29) 

对任意的 o ::;;; t 运 min{l ， tma.x}均成立。此时我们有 tma.x > 1，否则由式 (10.29) 可得

Ilr(ν + tma.xð.Ynt)112 < Ilr(ν) 112 '它和 tma.x 的定义相矛盾。因此不等式 (10.29) 对 t = 1 
成立，即我们有

11 1" (ν+ ð.Ynt)lb 运 (1/2) Ilr(ν)112 ::;;; (1 一 α) 11 1"(ν) 112. 

该式表明 t=l 能够满足回溯直线搜索算法的停止条件，因此可以取完整步长。不仅如

此，对于此后所有迭代我们都街 IIr(Y)112 (; 1/(K2日，于是在此后所有法代中均可取完

整步长。

我们可以把不等式 (10.28) (对于 t = 1)写成

的Ilr(y+) 112 (; (K与||;(U)||2)2

其中 ν+=ν+ 6.Ynt 。 于是，如果用 r(y+k) 代表 IIr(y) 112 (; 1/ K 2 L 出现后再进行 k 步

迭代后的残差，我们有

K2Lllr鱼兰)112ζ (K2Lllr(ν) 1 12俨 ζ (! \ 2
k 

、飞 2 J 、飞 2 J ' 

即我们得到 Ilr(Y)112 相对零的二次收敛。
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为了证明迭代序列收敛，我们将说明它是一个 Cauchy 序列。假设 u 满足 IIr(ν)112 ~ 

1j(K2日，用 y+k 表示 ν 以后再进行 k 次选代得到的相应值。既然这些迭代均在二次

收敛的区域内，步长都等于1.因此我们有

lIy+k … yll2 运 11ν+k _ y+(k-l) 112 + . .. + IIY+ 一 ν112

= II Dr(y+(k-l))-lr (y+(k-I)) 112 + ... + IIDr(y)- lr(ν) 11 2 

α(IIr(y中1)) 11 2 +... + 1 1吻)112)

午~(K2Lllr(ν)112 \ 2' - 1 
~Kllr(y) II 2 ) : ( AA ~ II~ '"/11''' J 

i=O 、/

ζα叫叫叫K扪叫附州|川忻阳|什川俨叫咆喇俐唰(ωω刷ωνω州训)川川11唔i
~2KI加|廿r(ωνω)川|川1 2刽, 

其中第三行对所有迭代利用了假设 IIDr-1 112 运 K. 因为 IIr(y(k)) 112 收敛于零，我们

可以断定 ν(的是一个 Cauchy 序列，因此收敛。由 T 的连续性可得，旷的极限满

足 r(扩) = 0。由此建立了我们较早的论断，即本节开始时的假设意味着存在最优解

(x* )ν*) 。

10.3.4 凸·凹对策

从不可行初始点 Ncwton 方法的收敛性证明可以发现，除了等式约束的凸优化问

题，该方法还可用于更加广泛的一类问题。假设 r: Rn → Rn 是可微的，它的梯度在 S

上满足 Lipschitz 条件，井且 IIDr(x)- 1112 在 S 上有界，其中

s = {x εdomr 1 IIr(x) 1I2 ~ IIr(x(O))II2l 

是一个闭集。此时从任何 x(O) 开始不可行初始点 Newton 方法，都将收敛于 r(x) = 。

在 S 中的一个解。在不可行初始点 Newton 方法中，我们将该性质应用于 T 是等式约

束优化问题残差的情况。然而它也可以应用于若干其他有意义的情况。 一个有意义的例

子就是求解凸·四对策。(关于其他有关对策问题的讨论可参见 ~5.4.3 和习题 5.25) 。

在 RP X Rq 上的一个无约束(二人零和〉对策由其支付函数 f: Rp+q → R 所定

义。其含义是，参与对策的甲方选择一个值(或称为动作)也巳 RP，参与对策的乙方选

择一个值(或动作)v εRq; 基于这些选择，甲方支付乙方 f(包， v)。甲方的目的是极小

化其支付量，而乙方的目的则是极大化甲方的支付量。

如果甲方首先选定 U， 而乙方知道其选择值，那么乙方将选择使 f(包， υ) 达到最大

的 V ， 由此产生支付量 supv f仙， υ) (假设上确界能够达到)。如果甲方预见到乙方将做

出上述选择，他就应该选择使 sUPv f(认 v) 达到最小的 u。由此产生的甲方对乙方的支
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付量为

inf sup f(u， υ) ， (10.30) 
u v 

(假设上确界能够达到。)另一方面，如果乙方首先做出选择，相反的推理成立，由此产

生的甲方对乙方的支付量等于

sup inf f(u， υ) (10.31) 
V 'lJ 

支付量 (10.30) 总是大于或等于支付量 (10.31);两者之间的差距可以解释为知道对方

的选择后再进行选择的优势。如果对所有的问飞

f(旷， v) 运 f(♂，♂)运 f(饥，♂)，

我们就称仙台，俨)是对策的一个解，或者是对策的一个鞍点。当对策有鞍点时，最

后选择的优势将不复存在; f(旷， v*) 将同时等于支付量 (10.30) 和 (10.31). (参见习

题 3.14. ) 

如果对于每个机 f(u， v) 是 u 的凸函数，而对于每个饥， f仙， v) 是 υ 的凹函

数，相应对策被称为凸-凹对策。当 f 可微(且凸-凹〉时，对策的鞍点将满足方程

Vf(旷， v*) = 0。

用不可行初始点 Newton 方法求解

我们可以应用不可行初始点 Newton 方法计算具有二次可微支付函数的凸-凹对策

问题的解。我们定义残差为

Vu.f(u， υ) 
r(u,v) = Vf(u， υ) = I 

Vvf(u, v) 

并对其应用不可行初始点 Newton 方法。对于对策问题，不可行初始点 Newton 方法

被简单地称为 Newton 方法(针对凸-四对策而言)。

只要 Dr=V勺的逆矩阵有界，并在以下下水平集上满足 Lipschitz 条件，

s = {(u ,v) E domf I IIr(u,v)II2 ~ IIr(u(0), v(0))II2} , 

其中 u(0) ， υ(0) 是对策双方的初始选择，我们就可以保证(不可行初始点) Newton 方法

的收敛性。

和无约束优化问题中的强凸性条件有一个简单的类似之处，如果存在 m> 0，对所

有的仙， υ) E S 成立 V~uf仙， v) 兰 mI 和 V?rof(u， υ) 主 -mI ， 我们就称支付函数 f 是

强凸-凹的。很自然地，这个强凸-凹性假设包含着逆矩阵有界假定(习题 10.10 )。

10.3.5 数例

一个简单的例子

我们用不可行初始点 Newton 方法求解等式约束的解析中心点问题 (10.25)。我们
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不满足 310.2.4给出的假设;考虑该例仅仅为了说明当 domf 和 {z I Az = b} 不相交

时应用不可行初始点 Newton 方法会发生什么情况。 ) 图 10.3 给出了该实例的残差范

数，图 10.4给出了对应的步长。当然，在这种情况下步长永远不会等于1，而残差也不

会等于 0。

10'1 

.0- 0 - e - 0 -0. -0- 4- -0- ~- e- 9' - é- -。协〈如

"
一一-量

三
言
龄4
-
E
L
=

20 15 1。
这代次数

5 

F 

1'- ' 
J 、泣，'
，、6

1oj 

图 10.3 用不可行初始点 Newton 方法求解一个 100 个变量， 50 个等式约束的解析中心点问

题，其定义域 dornf=RIRf 和 {z I Az = b} 不相交。图中绘出了 Ihrdl2 ( 实线) 和

IIrduadb (虚线〉。在这种情况下，残差不收敛于 0。

0.3 

0.2 

。. 1

咕

20 15 10 
迭代次数

, d 4 
不同行实例的步长和法代次数之间的关系。步长永远不等于 L 并趋近于 o.图 10.4

(10.32) 

一个凸·凹对策

我们最后考虑一个 R100 X R100 上的凸-凹对策问题，支付函数

f(u ,v) = UT Av + bTu + CTV -log(l - uT也) + log(1 - VT v) , 

其定义域

domf = {(吼叫 luTu<1， vTv<1}. 
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随机产生实例数据 A， b 和 c。从也(0) = v(O) = 0 开始(不可行初始点) Newton 方法，

回溯参数选取 α = 0.01 和 β= 0.5，图 10.5 显示了法代过程。

" 
( 

'" 

105 

100 

.. 10-5 

‘三、
E二

10 I C) 

10-1,. 
6 8 

选代次数

图 10.5 用 (不可行初始点) Newton 方法求解凸-凹对策。

5 次迭代后出现明显的二次收敛特征。

10.4 实现

10.4.1 消除法

为了实现消除法，我们必须计算满足下式的满秩矩阵 F 和￡

{x I Ax = b} = {Fz + x I z ε Rn-P}. 

在 ~C.5 介绍的几种方法可以解决这个问题。

10.4.2 求解 KKT 系统

本节我们介绍计算 Newton 步径或不可行 Newton 步径的方法，其中都需要求解

KKT 形式的线性方程组

H AT 

A 0 

v 

w 

g 

h 
(10.33) 

此处我们假定 Hεs~ ， A εRPXn，并且 rankA = p < 倪。类似方法可以用于计算

凸.凹对策的 Newton 步径，其中系数矩阵的右下角块是负半定的〈参见习题 10.13) 。

整体求解 KKT 系统

一个直接的方法就是简单求解由 η +p 个变量的 η +p 个线性方程组描述的 KKT

系统 (10.33) 0 KKT 矩阵是对称的，但可能不正定，因此一个好的做法是采用 LDLT 因
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式分解(参见 3C.3 .3)。如果不利用矩阵的结构，计算量是 (1/3)(n + p)3 次浮点运算。
当问题较小时(即 n 和 p 都不大) ，或者 A 和 H 是稀疏矩阵时，这是一个合理的处理

方法。

通过消元求解 KKT ~统

通常比整体求解 KKT 系统更好的方法是基于变量 u 的消元法(参见 SC.4)。我们

从描述最简单的情况开始，此时 H>- 0。利用 KKT 方程组第一个方程

Hv+ATw=-g , Av = -h, 

求解 u 可得
v = _H- 1(g + ATω). 

将其代入 KKT 方程组的第二个方程又可得到 AH-1(g + ATω)=ι 因此我们有

ω = (AH-1 AT)-l(h - AH-1g) 

这些公式给了我们计算 υ 和切的方法。

在计算 w 的公式中出现的矩阵是 KKT 矩阵中 H 的 Schur 补 S:

S = -AH-1AT. 

由于 KKT 矩阵的特殊结构，加上我们已经假定 A 的秩为 p， 可知 S 是负定的。

算法 10.3 采用消元法求解 KKT 系统。

给定 KKT 系统 H>- O. 

1.计算 fJ-1AT 和 fJ-lg。

2. 计算 Schur 补 S=-AfJ-1AT.

3. 求解 Sω = AH-lg - h 确定 ω。

4. 求解 Hv=-ATw-g 确定 h

步骤 1 可以采用先进行 H 的 Cholesky 因式分解再递推计算 p +l 个变量值的方

式完成，计算盘为 f+(p+1)s 次浮点运算，其中 f 是对 H 进行因式分解的计算量， s 

为计算相关变量值的计算量。步骤 2 需要进行 px η 和 η xp 的矩阵乘。如果不利用矩

阵的结构，计算量为 p2η 次浮点运算。(因为结果是对称的，我们只需要计算 S 的上三

角部分。〉在某些情况下可以利用 A 和 H 的结构更加有效地完成步骤 2。步骤 3 可以

利用 -S 的 Cholesky 因式分解完成，如果不进一步利用 S 的结果，计算量为 (1/3)p3

次浮点运算。步骤 4 可以利用步骤 1 已经求出的 H 的因式分解，因此计算量为加p+s

次浮点运算。如果在计算 Schur 补的过程中不利用问题的结构，那么总的浮点运算量为
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1 +ps +p2η+ (1/3)p3 , 

(只保留主导项)。如果在计算 S 时利用问题的结构，后两项可以更小。

如果能够对 H 进行有效的因式化，那么采用分块消元方法比直接利用 LDLT 因式

分解求解 KKT 系统在计算量上更有优势。例如，如果 H 是对角阵(对应于可分目标函

数的情况)，我们有 1=0 和 s= η，因此总的计算量是 p2n + (1/3)p3 次浮点运算，它
仅随饥线性增长。如果 H 是带宽为 k<<n 的带状矩阵，那么 1= 句川， s = 4nk ， 因此

总成本约为 ηk2 +4nkp+ p2η+ (1/3)抖，仍然仅随 η 线性增长。其他可以利用的 H 的

结构分别是对角块矩阵(对应于可分块的目标函数)，稀疏矩阵，或对角加低秩矩阵;可

参见附录 C 和 99. 7 获得更多细节与例子。

例 10.3 等式约束的解析中心。我们考虑问题

mmlIIllZC 一艺 logxi
i=1 

subjcct to Ax = b, 

此处目标函数是可分的，因此任意 z 处的 Hessian 矩阵是对角阵

H z diagbf,-··Jf). 

如果我们采用一般方法，如利用 KKT 矩阵的 LDLT 因式分解，计算 Ncwton 方向，浮点

运算成本为 (1/3)(π + p)3 。

如果采用分块消元方法计算 Newton 步径，戚本为叩2 + (1/3)沪，远小于一般方法的
成本。

实际上这个成本和第 501 页例 10.2 中描述的计算对偶问题 Newton 步径的戚本一样。对

于(无约束)对偶问题， Hessian 矩阵是

Hdllal = -ADAT , 

其中 D 是对角阵，其对角元素为 Dii = (ATν)J2. 计算这个矩阵的浮点运算成本为 np2 ，

而利用 -Hdllal 的 Cholesky 因式分解确定 Newton 步径的戚本为 (1/3)p3.

例 10.4 等式约束的最小长度分片线性曲线。我们考虑 R2 空间结点为 (0， 0) ， (1 ，叫) ,…, 

仰， Xn) 的分片线性曲线。为了确定满足等式约束 Ax = b 的最小长度曲线，我们构造下述

问题

minimize (1 + xi) 
1 /2 十 三二 (1 + (川

_
Xi)2) 

1/2 

i= l 

subject to Ax = b, 
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其中变量 zε Rn ， A ε RPxn。在这个问题中，目标函数是若干对相邻变量的函数和，因

此 H臼Slan 矩阵 H 是三对角阵。采用分块消元法计算 Newton 步径的浮点运算戚本约为

p2η + (1/3)ρ3. 

H 为奇异矩阵时的消元法

上面描述的分块消元方法显然不能用于 H 是奇异矩阵的情况，但对原方法进行一

些简单的改变就可以处理这种更一般的情况。这种更一般的方法是基于以下结果:KKT

是非奇异矩阵，当且仅当存在 Q 泣。满足 H + ATQA >- 0，在这种情况下对于所有的
Q>-O 成立 H + ATQA >- O. (见习题 10. 1. )例如，我们可以推断，如果 KKT 矩阵非

奇异，则 H十 ATA >- 0。

令 Q >- 0 是满足 H + ATQA >- 0 的一个矩阵。那么 KKT 系统 (10.33) 等价于

H+ATQA AT v I I 9 + ATQh 
A 0 ωI I h 

由于 H+ATQA >- 0，可以利用消元法求解该线性方程。

10.4.3 例

本节我们描述一些较长的例子，说明如何利用结构有效计算 Newton 步径。我们也

给出一些数值结果。

等式约束的解析中心

我们考虑等式约束的解析中心问题

minimize f(x) = - 2二 logxi
i=l 

subject to Ax = b. 

(见例 10.2 和例 10.3. )我们利用 p = 100 ， η= 500 的一个问题比较三种方法。

第一种方法是等式约束的 Newton 方法(~1O.2). Newton 步径D.xnt 由以下 KKT

系统 (10.11)所定义:

H AT 

A 0 

6xnt I I -g 
ωI I 0 

其中 H = diag(l/叶，…， l/x~) ， 9 = -(1/町，… ， 1/xn)。我们在第 522 页的例 10.3 中

解释过，用消元法可以有效地求解 KKT 系统，即求解

AH-1 AT W = -AH-1g, 

并令.6xnt = _H-1(ATω + g)。换言之，
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ð.xnt = - diag(x)2 ATω+ 泣，

其中 ω 是以下方程的解，

Adiag(x)2AT w=b. (10.34) 

图 10.6 给出误差和法代次数的关系。不同曲线对应于四个不同的初始点。我们采用

α= 0. 1， β= 0.5 的回溯直线搜索方法。

10' 

AHV 

o l n" '1 

5 10 
k 

15 20 

100 
民

H 
乓

10-5 

图 10.6 将 Newton 方法应用于一个 p = 100， η = 500 的等式约束解析中心问题所产生的误差

f(川的) - p*. 不同曲线对应于四个不同的初始点。最后的二次收敛性非常明显。

第二种方法是应用 Newton 方法求解对偶问题

maximize 9(ν) = -bTv+艺 log(ATv)什 η
i= l 

(参见第 501 页的例 10.20 )此处 Newton 步径通过求解以下方程得到，

Adiag(ν)2 AT ð.vnt = -b + Ay, (10.35) 

其中 ν = (lj(ATv)I， … ， 1j(ATν)n)。比较式 (10.35) 和式 (10.34) 我们看到两种方法具

有相同的复杂性。图 10.7 给出了不同初始点产生的误差。我们采用了 α = 0. 1， β = 0.5 

的回溯直线搜索方法。

第三种方法是 310 .3 介绍的不可行初始点 Newton 方法，我们将其应用于优化问题

V' f(x*) + AT v* = 0, 

Newton 步径通过求解以下方程获得

Ax* = b. 

H AT 

A 0 

ð.xnt 

ð.vnt 

9+ ATV 

Ax -b 
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图 10.7 将 Ncwton 方法应用于一个等式约束解析中心问题的对偶问题所产生的误差

Ig(V(k)) - p*1 。

其中 H = diag(1/吨，… ， 1/x~) ， 9 = 一(1/Xlγ. . ， 1/xn)。采用消元法可以有效求解该

KKT 系统，其计算成本和式 (10.34) 或式 (10.35) 相同。例如，如果首先求解

则ð.vnt 和 ð.xnt 由下式确定

A diag(x)2 AT w = 2Ax - b, 

ð.vnt = w - V, ð.xnt = X - diag(x)2 ATω. 

图 10.8 显示对应于四个不同的初始点所产生的残差

r(x， ν) = (\7 f(x) + AT v,Ax - b) 

的范数和迭代次数的关系。我们采用了 α =0.1， ß=0.5 的回溯直线搜索方法。

1010 
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k 

图 10.8 将不可行初始点 Newton 方法应用于一个等式约束解析中心问题所产生的残差

IIr(x(k), v(k) ) 112 。
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图形显示对该问题对偶方法似乎收敛速度最快，但也仅有 2 或 3 倍比例因子的差

别。对偶方法大约经过 6 次选代进入二次收敛，而原方法和不可行初始点 Newton 方

法则分别经过 12，，-，15 和 10，，-，20 次法代进入二次收敛。

这些方法对初始化的要求也不一样。原方法需要知道原问题的一个可行点，即满足

Ax(O) = b, x(O) >- 0 的点。对偶方法需要对偶问题的一个可行解，即 ATv(O) >- 0。哪种

初始点更容易得到，取决于具体问题。不可行初始点 Newton 方法不需要初始化;唯一

的要求是 X(O) >- 0。

最优网络流

我们考虑由 η 条边和 p+l 个结点组成的连通有向图或网络。用 zj 代表通过边 j

的流量或交通， Xj > 0 表示流量和边同向 ， Xj < 0 表示流量和边反向。对结点 t 另外

给定一个外部源流(或汇流) Si' Si > 0 表示进入结点，们 <0 表示离开结点。进出每个

结点的流量必须满足流量守恒方程，其含义是进入一个结点的所有流量之和，包括外部

源(汇)流，等于零。该守恒方程可以表示成 A2=s，其中 AεR{P+1)川是有向图的

结点进入矩阵，

1 边 j 离开结点 t

Ãij = ~ 一1 边 j 进入结点 4
。 其他情况。

我们假定 1T S = 0，杏则流量守'恒方程 4z=s 不能保持一致。(换言之，所有源流之和

必须等于所有汇流之和。〉由于 1T Ã = O. 流量守恒方程 A2=s 中存在多余的等式方

程。我们可以消除任何一个方程得到独立的方程组，用 Ax = b 表示，其中 A E RPxn 

是有向图的简化的结点进入矩阵(即删除一行的结点进入矩阵)，而 bE RP 是简化的源

向量(即删除相应分量的 s) 。

总之，流量守恒由 Ax= b 表示，其中 A 是有向图的简化的结点进入矩阵， b 是简

化的源向量。矩阵 A 是非常稀疏的矩阵，因为其每列至多只有两个非零元素(只能是

+1 或-1)。

我们给定所有源〈汇)流，取交通流 z 为变量，引入目标函数

f(x) = 汇队(Xi) ，
i= J 

其中白 :R → R 表示边 t 上的流量成本函数。我们假定流量成本函数是严格凸的二次

可微函数。

在流量守恒约束下选择最佳流量的问题是

minimize L队(Xi)
i=l (10.36) 

subjcct to Ax = b 
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这里 Hessian 矩阵 H 为对角短阵，因为目标函数可分。

对于最优网络流问题 (10.36) 我们有多种计算 Newton 步径的方法。最直接的方法

是利用稀疏的 LDLT 因式分解求解完全的 KKT 系统。

利用分块消除方法计算 Newton 步径可能是更好的选择。我们可以根据有向图确

定 Schur 补 S=-AH→AT 的稀疏模式:当且仅当结点 4 和结点 3 由一个边相连时我
们才有 Sij 并 0。由此可知，如果网络是稀疏的，即每个结点由边连接到很少几个其他结

点，那么 Schur 补 S 是稀疏的。在这种情况下，我们可以利用稀疏性计算 S， 进行有关

的因式分解以及求解步骤。可以期望，计算 Newton 步径的计算复杂性随边的数目(即

变量的数目)的增加而近似线性的增长。

最优控制

我们考虑问题

N N-l 
minimize '2二白(z(t)) + 汇 ψt(u(t))

subject to z(t + 1) = Atz(t) + Btu(t) , t = 0,… ,N -1. 

此处

• z(t) ε Rk 是系统在 t 时刻的状态，

. 也(t) ε R1 是 t 时刻对系统的控制，

. 白 : Rk → R 是状态成本函数，

· ψt : R1 → R 是输入成本函数，

. N 称为问题的时间视野。

假定输入和状态成本函数是严格凸的二次可微函数。问题变量为叫0) ， . . . ，也(N - 1) 和

z(l) ， … ， z(N)。初始状态 z(O) 给定。线性等式约束称为状态方程或动态演化方程。我

们将整体优化变量 z 定义为

x = (u(O) , z(l) , u(l) ， …，也(N - 1) , z(N)) ε RN(k+l) 

因为目标函数可分块〈即一些 z(t) 和 u(t) 的函数之和)， Hessian 矩阵是分块对角

阵:

H = diagC~， Ql , … ,RN-l , QN) , 

其中

Rt = \72ψt(u(t)) ， t = 0,… ,N -1, Qt = \72φt(z(t)) ， t = 1,... ,N 

我们将所有等式约束(即状态方程〉写成 Ax = b ， 其中
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A 的行数(即等式约束数〉是 Nk。采用稠密的 LDLT 因式分解直接求解 KKT 系统确

定 Newton 步径，浮点运算量为

(lj3)(2Nk + Nl)3 = (lj3)N3(2k + l)3. 

采用稀疏的 LDLT 因式分解可获得很大改进，因为这种方法能利用 A 和 H 中的

大量零无素。

事实上，利用 H 和 A 的特殊的块状结构，采用分块消元方法计算 Newton 步径，

可以取得更好的结果。此时 Schur 补 8= -AH-1AT 具有 kxk 的块状三对角形式:

8=-AH-1A1' 
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其中

i = 2,…, N. 

8 11 = -BoRü1 B6 - Qï1, 

S饥 =-A←1Q二lA乙1 - Bi-lR二IBL - QJ1 ，

特别是，由于 S 是带宽为 2k -1 的带状矩阵，我们可以用川N 的计算量对其因式

分解。因此，当 k~N 时，计算 Newton 步径的成本为川N。该计算量随着时间视野

N 的增加线性增长，而一般方法计算量的增长与 N3 同阶。

对于这个问题我们可以利用 S 的分块三对角结构再前进一步。应用针对分块三对

角矩阵的标准因式分解方法将导出求解二次最优控制问题的经典的 Ricca.ti 递归。不
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过，如果只利用 S 的带状性质仍然只能得到具有相同计算复杂性的算法。

线性矩阵不等式的解析中心

我们考虑问题

minimize f (X) = - log det X 

subjcct to tr(AiX) = bi , i = 1,…, p , 

其中 Xε sn 是变量， Ai ε sn ， bi ε R， domf = s~+。该问题的 KKT 条件是

. 529 . 

(10.37) 

_X*-l +艺咛Ai = 0, 忧(AiX*) = 凯， i = 1,' . . ,p. (10.38) 
i=l 

变量 X 的维数是 η(n + 1)/2。我们可以简单地忽略 X 的矩阵结构，将其视为〈向

量)变量 xERπ(n+1)/2，然后来用一般方法求解饨(η+ 1)/2 个变量 p 个等式约束的问

题得到问题 (10.37) 的解。这样计算 Newton 步径的成本至少为

(1/3)(n(n + 1)/2 + P户，

它和 η 的 η6 同阶。我们将看到存在一些更有吸引力的替代方案。

第一个选择是求解对偶问题。可求得 f 的共辄

f* (Y) = logdet(一y)-l _ n , 

而 dom1* = -s~+ (见第 86 页的例 3.23) ，因此对偶问题为

p 

maximize-bTν+ log det ( :L l.Ii Ai 1 +饥， (10.39) 
i=l 

其定义域为{1.I 1 兰的Ai >- o}。这是变量为 uεW 的无约束问题。最优的 X*
可以利用最优的 f 通过求解式 (10.38) 中的第一个 (对偶可行性〕方程确定， 即

X* = (兰队) -1 。
考虑对偶问题 (10.39) 的 Newton 步径的计算成本。我们需要先计算 g 的梯度和

Hessian 矩阵，然后确定 Newton 步径。梯度和 Hessian 矩阵由下式给出

"Çl2 g(ν)ij = … tr(A-1Ai A-1Aj ), i , j=l,"',p, 

"Çl g(ν)i=tr(A- 1Ai) - bi , i = 1,… ,p, 

其中 A= 兰的A。为了计算 "Çl2g(ν) 和"Çlg(吟，我们进行如下操作。首先，我们对每个

j 计算 ACpn2 次浮点运算〉和 A-1Aj C2pn3 次浮点运算〉。然后我们计算矩阵 "Çl2g(ν) 。
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矩阵 'V2g(ν) 有 p(p + 1)/2 个不同元素，每个元素都是 sn 空间两个矩阵的内积，计算

每个元素需要 η(n + 1) 次浮点运算，因此总的计算量(略去非主导项〉为 (1/2)p2川。

既然已经有了 A-1Ai' 再计算 \!g(ν) 就只简很少计算量。最后，我们确定 Newton 步

径 _\!2g(ν)-l\!g(时，成本为 (1/3)p3 次浮点运算。加在一起，井忽略非主导项，计算

Newton 步径的总成本为 2pn3 + (1/2)p2川 + (1/3)p3 次浮点运算。这是 η 的 η3 函数，

比上面描述的处理原问题的简单方法好很多，后者是 n6 函数。

我们也可以利用原问题的特殊的矩阵结构获得更加有效的求解方法。为了导出确

定可行点 X 处的 Newton 步径6.Xnt 所需要的 KKT 系统，我们在 KKT 条件中用

X + ð.Xnt 替换 X飞用 ω 替换川，并用一阶近似对第一个方程进行线性化

(X + 6.Xnt)-1 何 X-1 - X - 16.X ntX - 1 . 

由此产生 KKT 系统
P 

-X-1 + X飞XntX-1 + L WiAi = 0，叫Ai6.Xnt) = 0, i = 1, . . . ,p. (10.40) 
i=l 

这是6.Xntε sn 和 W εRP 的 η(n+1)/2+p 个线性方程。如果用一般方法求解该方

程组，计算成本的阶次为川。

我们可以用分块消元方法更加有效地求解 KKT 系统 (10.40)。求解第一个方程可

以确定6.Xnt , 

6.Xnt = X - X ( t WiAi) X = X一立问XA也X. (叫
i=l i=l 

将该表达式代入另一个方程的 ð.X川可得
p 

叫Aj6.Xnt) = tr(句X) - 2二 ωi tr(AjXAiX) = 0, j = 1,... ,p. 
也=1

这是 ω 的 p 个线性方程:

Cω = d, 

其中 Cij = tr(AXAjX) , di = tr(AiX)。系数矩阵 C 是对称正定阵，因此可以利用

Cholesky 因式分解确定 W。 一旦有了 ω，就可以用式 (10.41) 计算6.Xnt 。

该方法的计算成本如下。首先计算 AiX (2pn3 次浮点运算)，然后计算矩阵 GoG

有 p(p + 1)/2 个不同元素，每个是 Rnxn 空间两个矩阵的内积，因此计算 C 的成本为

p2η2 次浮点运算。然后我们计算 ω = G- 1d ， 其成本为 (1/3)抖。最后我们计算6.Xnt o

如果利用式 (10.41) 的第一个表达式，即先求和然后分别左乘和右乘 X， 成本约为

pη2+3η3. 所有加在一起，利用分块消元方法计算原问题的 Newton 步径的总成本为

2pn3 + p2n2 + (1/3)p3 次浮点运算。这比阶次为川的简单方法好很多，和计算对偶问
题的 Newton 步径的成本一样。

, 
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参考文献

我们在分析不可行 Ncwton 方法中采用的两个关键假设(导数 Dr 存在有界逆和满足 Lipschitz

条件).对 Ncwton 方法的大多数收敛性证明都是核心条件;见 Ortega 和 Rheinboldt !OROO]以

及 Dennis 和 Schnabel !DS96]. 

在求解 KKT 系统时，对完整的系统直接进行因式分解，或采用消元法的相对好处已经在线性和

二次规划的内点法框架中进行了广泛的研究;例如，见 Wright [Wri97， 第 11 章l 以及 Nocedal

和 Wright INW99, !ì 16.1升。最优控制中的 Riccati 递推可以解释为对第 527 页的例子利用 S

的 Schur 补的分块三对角结构的方法，该发现来自 Rao， Wright 和 Rawlings !RWR饨， 但到。

习题

等式约束优化

10.1 KKT 矩阵的非奇异性。考虑 KKT 矩阵

[~ ~T] A 0 

其中 Pεs~ ， A ε RPX白， rank A = p < 悦。

(a) 证明以下每个论断等价TKKT 矩阵非奇异。

• N(P) nN(A) = {O} 。

• Ax = O. x 券。 -争 xTpx > 0。

• FTPF >- O. 其中 Fε Rnx(n-p) 是满足冗(F) = λf(A) 的矩阵。

. 对某个 Q >- 0 成立 p+ATQA>-O。

(b) 证明如果 KKT 矩阵非奇异，它就正好有 η 个正特征根和 p 个负特征根。

10.2 投影梯度法。本题研究梯度法对等式约束优化问题的…种扩展。假设 f 是凸的可微函

数• X E domf 满足 Ax = b. 其中 Aε RPx吨. rank A = p < n. 负梯度 - '9 f(x) 在

N(A) 上的 Euclid 投影由下式给出

6.xpg = argmin 11-'9 f (x) - U 1l2. 
11-,,=0 

z ggdnu v -u

ω
 

「
l
B
E
E
-
L

J附
F
o

唯

I
A

的

I
l
l

程方下以为ω
 

U 令a 

证明 v = 6.xpg .ω = argmilly 11 '9 f(x) + AT vl1 2。

(b) 假定 FTF = 1. 那么投影负梯度6.xpg 和问题 (10.5) 的简化问题的负梯度之间有什

么关系?

(c) 等式约束优化问题的投影梯度法采用步径6.xpg • 对 f 进行回溯直线搜索。利用

上面 (b) 的结果给出投影梯度法收敛于最优解的条件，假定从满足 Ax(O) = b 的
X(O) ε domf 开始迭代。
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等式约束的 Newton 方法

10.3 对偶 Newton 方法。 本题研究用 Newton 方法求解等式约束优化问题 (10.1) 的

对偶问题。假设 f 二次可微，对所有 2ξ domJ 成立 \72J(x) >- 0，并且对每个

νε RP ， Lagrange 函数 L(x， ν) = f(x) + vT(Ax - b) 有唯一最小解，用 x(ν) 表示。

(a) 证明对偶函数 g 二次可微。对每个的用 J ， \1j ， 以及在 x = x(ν) 处的 \12j 表示对

偶函数 9 的 Newton 步径。可以利用习题 3.40 的结果。

(b) 假设对所有的 zε domf 存在 K 满足

[Vfh)ATl-12 
11 

A 0 

证明 g 是强凹函数，满足 \12g(ν) 兰一(l/K)!。

10.4 简化问题的强凸性和 Lipschitz 常数。假定 f 满足 505 页给出的假设。证明简化的目标

函数 f(z)=f(Fz+￡)是强凸的，并且其 Hessian 矩阵是 Lipschitz 连缕的(在相应的下
水平集 S 上〉。用 K ， M , L ， 以及 F 的最大和最小奇异值表示强凸性和 f 的 Lipschitz
常数。

10.5 在目标中增加二次项。假设 Q~二 00 问题

rninimize J(x) + (Ax - b)TQ(Ax - b) 

subject to Ax = b 

等价于原始的等式约束优化问题 (10.1)。该问题的 Newton 步径是否和原始问题的

Newton 步径相同?

10.6 Newton 减量。证明式 (10.13)成立，即

f(x) 一 inf{fb + 也) IA(x + v)=b}= λ(x)2/2.

不可行初始点 Newton 方法

10.7 关于不可行初始点 Newton 万法的假设。 考虑 512 页给出的假设条件。

(a) 假设 f 是闭函数。证明该假设意味着残差的范数 Ilr(x ， ν)112 是闭函数。

(b) 证明 Dr 满足 Lipschitz 条件的充要条件是伊f 满足该条件。

10.8 不可行初始点 Newton 方法和初始点己满足的等式约束。假定在 α72= 仇， i = 1, … ,p 
的约束下用不可行初始点 Ncwton 方法极小化 f(x) 。

(a) 假设初始点 x(o) 满足线性等式 α72= 仇。证明以后的法代点将始终满足该线性等

式，即可X{k) = bi 对所有 k 均成立。

(b) 假定某个等式约束在第 k 次法代后被满足，即我们有 α72(k-1):并 bi ， a[x(k) = b;o 

证明在第 k 次送代后，所有等式约束被满足。
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10.9 等式约束下的精极大化。考虑等式约束下的娟极大化问题

rninirnize f (x) = 艺 Xi logx雹
i =1 (10础)

sub ject to Ax = b 

其中 domf = R~+. A E RPx飞我们假设该问题是可行的，并且 rankA=p<n.

(a) 证明该问题有唯一的最优解 f 。

(b) 确定 A. b 和可行的川的使下水平集

{x εR~+ I Ax = b, f(x) ζ f(x(O))} 

不是闭集。由此可知，某些可行初始点也不满足 505 页 SlO.2.4列出的假设。

(c) 证明对于任何可行初始点，问题 (10.42) 满足 512 页 910.3.3 列出的关于不可行初始

点 Newton 方法的假设。

(d) 导出 (10.42) 的 Lagrangc 对偶，说明如何利用对偶问题最优解求得问题 (10.42) 的

最优解。证明对于任意初始点，对偶问题满足 505 页 910.2.4列出的假设。

以上(时， (c) 和 (d) 的结果并不意味标准 Ncwton 方法失效，也不能说明不可行初始点

Newton 方法或者对偶方法在实践中工作得更好。它只表示当我们的收敛性分析可以应

用于不可行初始点 Ncwton 方法和对偶方法时，却不能应用于标准 Newton 方法。(见习

题 10.15. ) 

10.10 强凸·凹对策的逆导数有界条件。考虑支付函数为 f 的凸-凹对策〈见 517 页)。假设对任

意的 (u， v) ε domf 成立 \1~，J(包， v) 主 mI 和 \1~vf(包， v) :三 -ml。证明

IIDr(u, v)-1 1l 2 = 11 \12 f(饥， v)-1112 运 11m.

实现

10. 11 考虑例 10.1 描述的资源配置问题。可以假设 fi 强凸，即对所有 z 成立刀'(z) 注 m>O。

(a) 确定对简化问阻计算 Ncwton 步径所需要的计算盘。要求利用 Newton 方程的特殊

结构。

(b) 说明如何通过对偶求解该问题。可以假设容易计算共辄函数 ft 及其导数，并对给定

的 ν 容易关于尘求解方程 fi(x) = ν。给出计算对偶问题 Newton 步径的计算复杂

性。

(c) 给出计算资源配置问题 Newton 步径的计算复杂性。要求利用 KKT 方程的特殊结

构。

10.12 给出计算下述问题 Ncwton 步径的一种有效方式，

minirnize tr(X-l) 

subject to tr(AiX) = bi , i = 1,…, p, 

其定义域为 SZ+，假设 p 和 n 为阶次相同的数。另外导出其 Lagrange 对偶问题，并给

出计算对偶问题 Newton 步径的计算复杂性。
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10.13 计算凸-凹对策 Newton 步径的消元法。 考虑支付函数为 f : RP X Rq → R 的凸-凹对

策(见 517 页)。假设 f 是强凸-凹函数，即对所有(包， v) ε domf 和某个 m> 0 成立

VLιf(u ， v) 兰 mI 和 \7~，J(U， V) 三 -mI。

(a) 说明如何利用 \7~1Lf(u ， v) 和- \72 f",, (u , v) 的 Cholesky 因式分解计算 Newton 步
径。假设 \72f仙， v) 稠密，比较以上方法和利用 \7J仙， v) 的 LDLT 因式分解的方法

的计算成本。

(b) 说明如何利用 \7~.. J(1L , v) 和/或 \7~vf仙， v) 的对角或分块对角结构。如果假设

\7~vf('u， v) 稠密，能够节省多少计算量?

数值试验

10.14 对数-最优投资。考虑习题 4.60 描述的对数-最优投资问题，没有 zE二 0 的约束。采用

Newton 方法计算以下问题数据对应的解:n = 3 种资产， m = 4 种情景，收益为

2 2 0.5 0.5 
v
h
υ
 噜

E
A

nu 
一-

A-P-qd 

唱
E
A

咽
'
且
'

一-
qdv p whd 

咱
i

nu --俑'
e

p qd 

咱E
·
晶

唱
-
A一一

-A ny 

四种情景的概率由霄= (1/3 ， 1/6， 1/3 ， 1/6) 给出。

10.15 等式约束摘极大化。考虑等式约束摘极大化问题

minimize f (x) = 艺创 logxi

subject to Ax = b, 

其中 domf = R~十 ， A E RPxn , p < 肌(一些相关分析见习题 10.9. ) 

生成一个 n = 100 , p = 30 的问题实例，随机选择 AC验证其为满秩阵)，随机选择一个

正向量作为 x (例如，其分量在区间 [0， 1 J 上均匀分布 )，然后令 b = A念。(于是，企可
行。)

采用以下方法计算该问题的解。

(a) 标准 Newton 方法。可以选用初始点 X(O) = 念。

(b) 不可行初始点 Newton 方法。可以选用初始点 X(O) = 企 (和标准 Newton 方法比
较)，也可以选用初始点 X(O) = 1 。

(c) 对偶 Newton 方法，即将标准 Newton 方法应用子对偶问题。

证实三种方法求得相同的最优点(和 Lagrange 乘子〉。比较三种方法每步法代的计算量，

假设利用了相应的结构。(但在你的实现中不需要利用结构计算 Newton 步径。)

10.16 凸·四对策。采用不可行初始点 Newton 方法求解形如式 (10.32 ) 的凸·凹对策，随机产
生数据。画出残差范数和步长关于迭代次数的图像。对直线搜索参数和初始点的影响进

行实验(但要求它们必须满足 lIull2 < 1 , IIvl12 < 1) 。
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11.1 不等式约束的极小化问题

本章讨论求解含有不等式约束的凸优化问题的内点法，

minimize fo{x) 

subject to 元(x) ::::; 0, i = 1,…,m 

Ax=b 

(11.1) 

其中儿… ， fm : RTh→ R 是二次可徽的凸函数， A ε RPxn ， rankA = p <η。我们假

定该问题可解，即存在最优的 f。我们用扩表示最优值 fo(x*) 。

我们还假定该问题严格可行，即存在 2ξD 满足 Ax = b 和 fi(X) < 0 , i = 
1，…，m。这意味着 Slater 约束品性成立，因此存在最优对偶 Yε Rm，川 E RP，它们

和 f 一起满足 KKT 条件

Ax* = b, h(x*) ~ 0, i = 1,…, m 
入*::-0

霄B

\l fo(x*)干汇入i\lli(x*) + AT川=0
(11.2) 

λih(x*) = O， i = 1,…, m 

用内点法求解问题 (11.1) (或 KKT 条件 (1 1.2)) ，就是用 Newton 方法或者求解一

系列等式约束问题，或者求解一系列 KKT 条件的修改形式。我们将集中讨论一种特殊

的内点法，障碍洼，并给出其收敛性证明和复杂性分析。我们也将描述一种简单的原对

偶内点法 (gl1 .7) ，但不进行分析。

我们可以把内点法视为凸优化算法递阶结构中新层次的方法。线性等式约束二次

目标函数是最简单层次的问题。对于这些问题， KKT 条件是一组线性方程，可以得到

解析解。 Ncwton 方法处于这个递阶结构的下一个层次，它是求解线性等式约束二次可

微目标函数优化问题的一种技术，该技术将所考虑的问题简化成一系列线性等式约束

二次目标函数问题求解。内点法形成上述道阶结构的另外一个层次:它求解线性等式

和不等式约束的优化问题，通过将其简化成一系列线性等式约束问题求解。
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例子

很多问题已经具有问题 (1 1. 1) 的形式，并且满足目标函数和约束函数均二次可微

的假设。显然，线性规划、二次规划、二次约束的二次规划以及凸儿何规划都是这种例

子:而下面的线性不等式约束俯最大化问题是另外一个例子，

其定义域为 D=R~+。

n 

minimi:te L Xi log Xi 

subject to Fx 二"'i g

Ax = b 

很多其他问题虽然不具备问题 (11 . 1) 所要求的形式，包括具有二次可微的目标函

数和约束函数，但可以将其重新表示成所需要的形式。我们已经遇到过很多这样的例

子，比如将无约束凸分片线性极小化问题

minimize maxi=l，...，m(α72+bt) 

(具有不可微的目标函数)，转换成线性规划问题

minimize t 

subject toα72+bt 《 t， 4=1,…,m 

(具有二次可微的目标函数和约束函数)。

其他一些凸优化问题，比如二阶锥规划和半定规划，虽然不能轻易地转换成所需要

的形式，但是可以采用针对广义不等式约束的扩展内点法处理，我们将在 gl 1.6 进行介

绍。

11.2 对数障碍函数和中心路径

我们试图将不等式约束问题 (11.1) 近似转换成等式约束问题，从而可应用 Ncwton

方法求解。我们第一步是重新表述问题 (11.日，把不等式约束隐含在目标函数中:

minimize fo(尘)+艺 L(fi(x))
i=l 

subject to Ax = b 

其中 L: R → R 是非正实数的示性函数，

L(u) = o u ~二。

∞ u>Û 

(11.3) 

问题 (1 1.3) 没有不等式约束，但是其目标函数(一般情况下)不可微，因此不能应用

Newton 方法。
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11.2.1 对数障碍

障碍方法的基本思想是用以下函数近似示性函数 1_ , 

L(也) =一(1ft) log(-u) , dom L = - R ++ , 

其中 t > 0 是确定近似精度的参数。同 L 一样， L 是凸的非减函数，并且(根据我们

的惯例)当 u>ü 时取值为∞。但是，和 L 不一样， 1二是可微闭函数: 当 u 趋于 0 时

它趋于∞。图 11.1 给出函数 L 以及若干 t 值对应的乙。随着 t 变大，近似精度逐渐

增加。

10 

5 

- 5 
- 3 - 2 -1 

1.1 
。 1 

图 11.1 虚线表示函数 L(时，实曲线分别表示 t = 0.5, 1, 2 所对应的

L(u) = -(lft)log(一也)。对应于 t = 2 的曲线给出最好的近似。

用 fL 替换式 (1 1.3) 的人可得以下近似

minimize fo(x) +汇 一(1ft) log( -fi(x)) 
i = l 

subject to Ax = b 

(11.4) 

由于 一 (1ft) log(-u) 是 u 的单增凸函数，上式中的目标函数是可微凸函数。假定恰当

的闭性条件成立，则可用 Newton 方法求解该问题。

我们将函数

忡忡 - 2二 log(-fi(x)), (11 .5) 
i=l 

domφ = {x E R n l fi(x) < 0, i = 1，… ， m} 称为问题 (11.1) 的对数障碍函数或对数

障碍。其定义域是满足问题 (11.1) 的严格不等式约束的点集。不管正参数 t 取什么值，

对于任意'/"当 fi(X) → 0 时，对数障碍函数将趋于无穷大。

当然，问题 (11叫只是原问题 (11.3) 的近似，因此，马上要回答的一个问题是，用
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问题 (11叫的解近似原问题。1.3) 的解效果如何。直觉表明，我们很快也将证实，其近

似精度会随着参数 t 增加而不断改进。

另一方面，当参数 t 很大时，很难用 Newton 方法极小化函数 !o + (1ft沛，这是因
为其 Hessian 矩阵在靠近可行集边界时会剧烈变动。我们将看到通过求解一系列形如

问题 (1 1.4) 的优化问题可以规避上述困难，这一系列问题中的参数 t 将逐渐增加 〈因而

解的近似精度也逐渐增加)，对每个问题应用 Newton 方法求解时可以用上个 t 值对应

问题的最优解为初始点开始迭代。

为便于以后参考，这里我们给出对数障碍函数￠的梯度和 Hessian 矩阵
1ft _ 

V制=L二→~\1f州、

护。叭=宁主.\? \1!i (X) \1 f州T 斗了-LJ2j州
ZIJtwyz=1 

(见 ~A.4.2和 ~A.4.4)。

11.2.2 中心路径

现在我们更详细地讨论如何极小化问题 (11.4)。为了以后简化符号，我们用 t 乘目

标函数，考虑等价问题

minimizc t!O(X) + <Þ(X) 

subject to Ax = b 
(11.6) 

两者最优解集相同。从现在开始我们假定问题 (1 1.6) 能够用 Newton 方法求解，并特别

假定对任何 t>O 存在唯一解。 (我们将在 ~11.3.3 节更加仔细地时论这个假定。 〉

对任意 t > 0，我们用 x*(t) 表示问题 (11.6) 的解，称 x*(t) ， t > 0 为中心点，将这
些点的集合定义为问题 (1 1.1) 的中心路径。所有中心路径上的点由以下充要条件所界

定扩(t) 是严格可行的，即满足

Ax*(t) = b, fi(x*(t)) < 0, i = 1,…, m , 

并且存在 ρε R?使

。=t\l!O(X*(t)) + \lφ(x* (t)) + ATρ 

= t'\l fo(x*(加

成立。

例 11. 1 线性规划的不等式形式。不等式形式线性规划问题

ao <
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劣

的
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eM Ut 
m

时
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应
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γ
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nb
 

(11.8) 
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的对数障碍函数由下式给出

dom lþ = {x I Ax -< b}, 仰) = - L: log(bi -α; x) , 

其中 α1 …， α二是 A 的行向量。障碍函数的梯度和 Hessian 矩阵为

Tt 
α
 

α
 

-z -TZ 
1
-
α
 

m

艺
创

z eAV V 
'ïllþ(x) - 艺JTα"

或者更紧凑地写成

'ïl2 1þ(x) = AT diag(d)2 A, 'ïllþ(x) = AT d, 

其中 dζ Rm 的分量为 di = 1/(bi - α;x)。由于 z 是严格可行的，我们有 d>- 0 ， 因此当且

仅当 A 的秩为 n 时￠的 Hessian 矩阵是非奇异的。

中心条件 (1 1.7) 是

tc+ 了?土-;:p-ai = tc + A1"d = O. i=í Oi - Q.; X 

我们可以对这个巾心条件给出一个简单的几何解释。在中心路径上的任意点 x*(t) 的

梯度 'ïllþ(x*(t)) 是￠的水平子集在 x* (t) 处的法线，必须平行于吨。换句话说，超平面

cTx = CTX*(t) 是功的水平子集在 x* (t) 处的切平面。圈 11.2 绘出 m=6 和 n=2 的一个

例子。

(11.9) 

圈 11.2 π=2 和 m=6 的线性规划问题的中心路径。虚曲线分别表示对数障碍函数￠的

三条等值线。当 t →∞时中心路径收敛于最优点扩。图中也标出了中心路径上 t = 10 的

点。该点上的最优性条件 (1 1.9) 可以用儿何方式验证:直线 cTX = CT x"(10) 与￠的等值

线相切子 x"(lO) 处。

每个中心点产生对偶可行解，

(11.10) 1I* (t) = ρjt， 

中心路径的对偶点

从条件 (11.7) 可以导出中心路径的一个重要性质:

因而给出最优值f 的一个下界。更具体地说，定义

λi(t) = -~.r f!..f 、、， 4=1,…, m , 
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我们要说明 ，À*(t) 和 v*(t) 是对偶可行解。

首先，由于 fi(x*(t)) < 0 , i = 1,…, m，显然有 ，À*(t) >- 0。将最优性条件 (11.7)表

示成

时(x*(t)) +汇 λ~(t)\lli(扩(t)) + AT川(t) = 0, 
i=l 

可看出 x*(t) 使 λ = λ气功， ν = V*(t) 时的 Lagrange 函数

L怡，入， ν) = fo(x) + 汇入汕(x) + vT(Ax - 的
i = l 

达到极小，这意味着 λ气功 ， v*( t) 是对偶可行解。因此，对偶函数 g(λ咐)，川(t)) 是有限

的，并且

g( ,À *(t), V*(t)) = fo(x*(t)) +艺λ;(t)元(扩 (t)) 十川(t)T(A♂(t) 一 b)
i=l 

=fo(x*(t)) - mft 

这表明 x*(t) 和对偶可行解 ，À*(t) ，川(t) 之间的对偶间隙就是 mft。作为一个重要的结

果，我们有

fo(x*(t)) - p* :::;; m/t, 

即 x*(t) 是和最优值偏差在 mft 之内的次优解。这个结论证实了前面提到的直观想

法; x* (t) 随着 t →∞而收敛于最优解。

例 11.2 不等式形式的线性规划问题。不等式形式的线性规划 (11.8) 的对偶问题是

maximize -bTλ 

subject to ATλ + c=o 

λ>-0 

从最优性条件 (11.9) 可以清楚看出

衬(hl
t(仇一 αrx*(t)) , 

是对偶可行的，其对偶目标值为

一bT )..*(t) = cT x* (t) + (Ax* (t) - b)T).. * (t) = cT x* (t) - mlt. 

基于 KKT 条件的解释

我们也可以将中心路径条件 (1 1.7) 解释为 KKT 最优性条件 (1 1.2) 的连续变形。
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点 z 等于 x*(t) 的充要条件是存在入， ν 满足

Ax = b ， 且 (x) 运 0， 4=1,…, m, 

λ>-0 

\7 fo(x) + 艺儿\7fi(x) +ATv= O 
(11.11) 

一入4元(x) = 1ft, 4 = 1,…, m 

KKT 条件 (1 1.2) 和中心条件 (1 1. 11) 的唯一不同在于互补性条件一入ifi(x) = 0 被条

件一机fi(x) = 1ft 所替换。特别是，对于很大的 t ， x*(t) 和对应的对偶解 λ气功，川(t)

"几乎"满足问题。1.1) 的 KKT 最优性条件。

基于力场的解释

对于中心路径，我们可以定义一种势场力，该力作用于在严格可行集 C 内运动的

某个粒子，据此给出一种简单的力学解释。为方便表述，我们假定没有等式约束。

对每个约束我们用

Fi (x) = -\7 (一 log(-h(z)))=-LVL(2)
fi(x) 

表示作用在 z 处的某个粒子上的势场力。由所有约束产生的总的力场的势是对数障碍

φ。当粒子向可行集的边界移动时，它受到约束产生的势场力的强烈排斥。

现在我们设想作用在粒子上的另一个力，当粒子位置为 2 时其大小为

Fo(x) = -t\l fo(x). 

这是向负梯度方向，即使 10 变小的方向，拉动粒子的目标力场。参数 t 决定目标力和

约束力的相对强度。

在中心点 x*(t) 处，作用在粒子上的约束力和目标力达到精确平衡。当参数 t 增加

时，粒子被更加强烈的拉向最优点，但同时又总是被障碍势囚禁在 C 内，因为后者当粒

子趋近边界时会趋于无穷大。

例 11.3 不等式形式线性规划问题的力场解释。由线性规划问题 (1 1.8) 的第 t 个约束确

定的力场是

几(←t号z
其方向为约束平面对i = {叫 αfz = bd 向内的法线方向，大小和当前点距 χ4 之间的距

离，即
11向 112IIFi (x) 112 = , ,,- , "';' =τ士1 __ ., I 

i 一 αi X OIS"{;~Xπ 

成反比。换句话说，每个约束平面确定了一个排斥力，其大小等于到超平面的距离的倒数。
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函数 tcTx 是常数力 -tc 作用在粒子上的势。该"目标力"推动粒子向低成本方向运动。

因此• x* (t) 是粒子同时受到和距离反比的约束力以及目标力 -tc 作用时所达到的平衡位

贵。当 t 很大肘，粒子被推到非常接近最优点的位置。强目标力总能被反向的约束力所平

衡，因为后者在粒子接近可行边界时会变得非常大。

图 11.3 以一个 n = 2. m - 5 的小线性规划问题为例说明了这种解释。左图标出 t = 1 的

x*(t) 以及作用在该点的约束力，后者平衡了该点的目标力。右图标出 t = 3 的 x* (t) 和相

应的力。较大的目标力可推动位子更加靠近接优点。

- 3c 

图 11.3 中心路径的力场解释。虚曲线表示中心路径。左右图分别用实心圆点标出了

x*(l) 和 x*(3)。粗箭头分别表示等于 -c 和 一3c 的目标力。其他箭头表示和距离反比的约

束力。随着目标力的强度改变，粒子的平衡位置点也不断变化，形成了中心路径。

11.3 障碍方法

我们已经说明扩(t) 是和最优值偏差不大于 m/t 的次优解，该精度由可行的对偶

变量对 À*(t) 和 v*(t) 给出。据此可提出能够保证达到预定精度 ε 的一种非常直接的求

解原问题 (1 1. 1) 的方法:简单地取 t=m/ε 然后来用 Newton 方法求解等式约束问题

IDinimize (m/f.)Jo(x) + CÞ(x) 

subject to Ax = b 

该方法可以被称为无约束极小化方法，因为它使我们能够通过求解无约束或线性约束

问题获得不等式约束问题 (1 1. 1)满足预定精度的解。尽管该方法对于小规模，具有好的

初始点以及精度要求不是很高(即 E 不是很小)的问题可以取得很好的效果，在其他情

况下却不能有效工作。因此，该方法极少(如果有过〉被采用。

11.3.1 障碍方法

对无约束极小化方法进行简单的扩充就可以取得很好的效果。这就是顺序求解一

系列无约束(或线性约束)的极小化问题，每次用所获得的最新的点作为求解下一个问

题的初始点。换句话说，我们对一系列逐渐增加的 t 值计算相应的 x*(吟，直到 t ~ m/ε ， 
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由此获得原问题的 ε 次优解。当 Fiacco 和 McCormick 在 20 世纪 60 年代首次提出这

个方法时，它被称为序列无约束极小化技术 (SUMT)。今天该方法通常被称为障碍方

法或路径跟踪方法。下面是这个方法的一个简单版本。

算法 11.1 障碍方法。

给定严格口J行点笃， t : = t(O) > 0 ， μ> 1，误差阙值 ε> o. 
重复进行

1. 中心点步骤。

从 z 开始，在 Ax= b 的约束干极小化 tfo + φ，最终确定扩 (t)。

2. 改进。 z:= 扩(t) 。

3. 停止准则。如果 m/t < ε 则退出。

4. 增加 to t:= μt。

每步i是代中(除了第一步)我们都从上次获得的中心点开始计算当前中心点 x*(t) ， 然后

通过乘比例因子 μ>1 增加 t。算法也能够给出对偶的 ε 次优解 λ= ).*(t) , v = ♂(t) • 

或者对劣的最优性进行认证。

我们将步骤 1 称为中心点步骤(计算中心点〉或者外部迭代，将第一次执行中心点

步骤(计算 x*(t(O)) )称为初始中心点步骤。 (因此 t(O) = m/ε 时算法最简单，仅包含初

始中心点步骤。)尽管有很多处理线性约束的极小化方法可用于步骤1.我们假定只应

用 Newton 方法。我们将中心点步骤中的 Newton 法代或步骤称为内部迭代。每次内部

法代我们都可以得到原问题可行解;但是仅在外部迭代(中心点步骤)结束时我们才有

对偶可行解。

中心点精度

对求解中心点问题的精度我们需要做些注释。精确计算 x*(t) 并非必要，因为中心

路径的作用仅是随着 t →∞将中心点引向原问题的最优解，此外没有其他意义;不

精确的中心点计算方法同样能够产生收敛于最优点的点列 X(k)。但是，不精确的中心

点意味着由式 (11. 10) 计算的 ).*(t). V*(t) 不是精确的对偶可行点。该问题可以通过对

式 (11.10) 增加一个纠正项而加以克服，当 z 在中心路径，即 x*(t) 附近时，这种做法

能够产生对偶可行解(见习题 11.9) 。

另一方面，计算 tfo + φ 的一个极其精确的极小解，相对于计算 tfo + φ 的一个好

的极小解，其计算成本仅有微小的增加，即至多增加几次 Newton 迭代。由于这个原因，

可以假定中心点步骤产生的都是精确的中心点。

μ 的选择

参数 μ 的选择要同时兼顾所需要的内部迭代和外部迭代的次数。如果 μ 较小(即

接近 1) ，每次外部迭代的 t 值将以较小的倍数增加。此时 Newton 过程的初始点，即



. 544 . 11 内点法

上次迭代产生的尘，是一个很好的初始点，从而，计算下个法代点所需要的 Newton 迭

代次数将会比较少。因此，对于较小的 μ 可以期望每次外部法代需要进行较少次数的

Newton 迭代，但是，由于每次外部法代只减少了较小的间隙，所需要的外部法代次数

显然会比较多。在这种情况下，所得到的迭代点(也包括内部迭代产生的点〉将紧密的

跟踪中心路径移动。正是这个原因，这种方法也被称为路径跟踪方法。

另一方面，当 μ 较大时相反的情况将会发生。如果每次外部迭代后 t 值增加较

多，当前途代点就非常可能不是下个迭代点的很好的近似值。因此可预见内部法代次数

会很多。由于每次外部迭代可以使对偶间隙被较大的比例因子 J1 所压缩，这种对于 t

值"过于进取"的改进确能减少外部法代次数，但却会导致更多的内部迭代次数。对于

较大的 μ，选代点在中心路径上的间距会比较大，而很多内部迭代点将偏离中心路径较

理。

上述 μ 的选择可能产生的双向影响不仅可以用实践的万法，我们将看到，同样也

可以用理论分析方法所证实。实践表明，较小的 μ 值〈即接近 1) 会导致很多次的外部

迭代，但每次外部迭代仅经过较少次数的 Newton j选代就可以完成。对于比较大的 μ，

大约从 3 到 100 或附近，两种效应几乎平衡，此时总的 Newton 法代的次数近似保持为

一个常数。由此可见， μ 的选择对总的计算量并非特别敏感;取值从 10 到 20 或附近似

乎都能获得较好的效果。如果以最坏情况下所需要的总的 Newton 选代次数尽可能少

为目标选择参数 μ，那么可以采用接近 1 的 μ 值。

t(O) 的选择

另一个重要问题是如何选择 t 的初始值。这里要同时兼顾的问题很简单:如果 t(O)

太大，第一次外部迭代所需要的内部迭代次数会很多。如果 t(O) 很小，算法会进行额外

的外部迭代，而第一次中心点步骤仍然可能进行很多次内部迭代。

既然 m/t(O) 是第一次中心点步骤所产生的对偶间隙，一种合理的做法是选择 t(O)

使 m/t(O) 和 !O(x(O)) - p* ， 或者 μ 和后者的乘积，具有近似相等的阶次。例如，如果已

知对偶可行点儿 ν，其对偶间隙是 η = !o(x(O)) - g(λ， ν) ，于是我们可以取 t(O) = m/η。

这样，在第一次外部法代中我们简单求出一对具有相同对偶间隙的原对偶可行点。

根据中心路径条件 (11.7) 可采用另外一种可能的选择方法。我们可以将

与f f 'V fo(x仰)) + v <þ(x(O)) + ATν 2 (山2)

解释为对 x(O) 和 x*(t) 之间偏差程度的一种测度，从而选择 t(O) 使式 (11.12) 达到极

小。〈求解一个最小二乘问题可以确定这样的 t 值和 ν。〉

这种方法的一种变形是用 z 和扩(t) 之间偏差的一种仿射不变测度替换 Euclid 范

数。这就是通过极小化

/、T _ I 、

α(t ， v) = (tVfo(x(O))+vφ(x(O)) + ATνr HÜ
1 (tV!O(X(O))+Vφ(x(O)) + ATν) 
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选择 t 和 ν，其中

Ho = f'\l2 fi。但(0)) + \72φ(x(O)). 

(可以说明， inf v α(t ， ν) 等于 tfo + <Þ 在 x(O) 处 Newton 减量的平方。〉因为 α 是 ν 和

t 的二次-线性分式函数，所以是凸函数。

不可行初始点 Newton 方法

在障碍方法的一种变形中，不可行初始点 Newton 方法(见 910.3 ) 被用于中心点

步骤。此时，障碍方法的初始化步骤仅需要 x(O) 满足 x(O) ε domfo 和 !i(x(O)) < 0 , i = 

1,… , m，不需要 Ax(O) = b。假定问题是严格可行的， 一旦在第一次中心点步骤的某个

迭代点选取了完整的 Newton 步径，那么之后的所有迭代点都是原问题可行点，此时这

种算法也将和 (标准的)障碍方法完全吻合。

11.3.2 例子

不等式形式的线性规划

我们的第一个例子是一个不等式形式的小规模线性规划问题

minímize CT x 

subject to Ax -<.b 

其中 AεRI00x50。采用随机方法产生数据，要求所产生的是严格的原对偶可行的问题，

其最优目标值扩 =1。

初始点 x(O) 在中心路径上，对应的对偶间隙等于 100。采用障碍方法求解该问题，

当对偶间隙小于 10-6 时停止迭代。采用参数为 α = 0.01, ß = 0.5 的回溯直线搜索的

Newton 方法求解中心点问题。 Newton 方法的停止准则是 λ(尘)2/2 ~ 10-5 ，其中 λ(x)

是函数 tcTx + <þ(X) 的 Newton 减量。

图 11.4给出三条曲线，分别表示三个 μ 值对应的障碍方法迭代过程。纵坐标为对

数尺度的对偶间隙。横坐标为内部法代，即 Newton 迭代的累计次数，这是衡量计算

量的自然方式。 三条曲线都具有阶梯状形式，每个台阶由一次外部送代确定。台阶宽

度(即水平部分〉是每次外部迭代所经历的 Newton 法代的次数。台阶高度 (即垂直部

分)等于(倍数)μ，因为每次外部迭代结束时对偶间隙减少为上次数值的 μ 分之一。

上述曲线显示了障碍方法的若干典型特征。首先，这种方法能使对偶间隙近似线

性地收敛于 0。产生这种效果的原因是，对于每个 μ 值，确定中心点所需要的 Newton

迭代的次数近似为常数。对于 μ= 50 和 μ= 150，障碍方法解决问题所经历的总的

Newton 法代次数在 35rv40 之间。

图 11.4的曲线也清楚显示了改变 μ 值的不同效果。对于 μ = 2 的曲线，每个台阶

的底边较短;每计算一个中心点大约仅需要 2 至3 次 Newton 法代。但每个台阶的高度

也较低，因为每次外部法代只能使对偶间隙减少 1/2。在另一端，当 μ= 150 时，每个
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台阶底边较长，典型长度约为 7 次 Newton 法代，但每个台阶也高很多，因为每次外部

迭代能使对偶间隙减少为原来的 1/150。

102 

100 

AU 
K睡E
恩
卖

10-‘ 

1O-.~μ= 50 I ， μ= 150 

。 20 40 60 
Newton 迭代次数

80 

' 
图 1 1.4 用障碍方法求解一个小规模线性规划问题，迭代过程中对偶间惊和累计 Newton 迭代

次数之间的关系。所给出的三条曲线对应于参数 μ 的三个数值: 2, 50 和 150。每种情况下的对

偶间隙均显示近似线性的收敛性。

图 11.5 进一步显示总迭代次数和 μ 值之间的关系。我们采用障碍方法求解一个线

性规划问题，当对偶间隙小于 10-3 时终止法代，选择 1. 2 和 200 之间的 25 个 μ 值进

行计算。曲线表示求解该问题所需要的总的 Ncwton 迭代次数关于参数 μ 的函数关系。

可以看出，当 μ 在大约 3 到 200 之间变化时，障碍方法均能取得很好的效果。如果 μ

很小，由于所需要的外部法代次数很多，总的 Newton 选代次数将增加，这同我们的直

觉吻合。一个有意义的现象是，当 μ 大于 3 或附近的数值后，总的 Newton 迭代次数很
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图 1 1.5 对一个小规模线性规划问题选择不同 μ 值的效果。纵轴表示将对偶间隙从 100 减少

到 10-3 所需要的 Nev.rton 迭代次数，横轴表示 μ 值。图像表明当 μ 大于 3 或附近的数值以后

障碍方法就可以取得较好的效果，但在很大范围内对 μ 值并不敏感。
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少变化。这说明，当 μ 超过上述范围后，外部迭代次数的减少将被每次外部送代所增加

的 Newton 法代次数所抵消。对于更大的 μ，障碍方法的性能将变得难以预测(即更加

依赖具体实例的特性〉。既然更大的 μ 值不能带来算法性能的改善，在 10 ,....., 100 的范

围内进行选择是合理的做法。

几何规划

我们考虑凸的几何规划问题

Ko 

minimize log I 艺叫(α加+阳)
k=1 

K兔

subject to log ( 2二町(α'{;.x + bik) 
k=l 

主三 0, i = 1,… , m 

变量 x E Rn，相应的对数障碍为
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我们考虑 n = 50 个变量和 m= 100 个不等式的实例(如同上面考虑的小规模线性规划

问题)。目标函数和约束函数均由 Ki =5 项组成。具体实例的数据随机产生，要求其具

有严格的原对偶可行性，最优目标值等于 1。

我们从中心路径上一点 X(O) 开始迭代，其对偶间隙等于 100。分别采用参数

μ= 2 ， μ= 50 和 μ= 150 的障碍方法进行求解，当对偶间隙小于 10-6 时算法

终止。采用 NewtQn 方法求解中心点问题，其参数设置和线性规划例子相同，即

α= 0.01， β= 0.5，终止准则为 λ(x)2/2 运 10-5 。

图 11.6 给出对偶间隙和累计 Newton 选代次数之间的关系。该曲线和图 11.4 中的

10' 

‘- -句

100 

A
υ
 

叩
毯
霍
恩
』
T
H 10-4 

' - -

10-6 μ=150' I μ=50 μ':"2 

o 20 40 60 80 100 120 
Ncwton 法代次数

图 11.6 用障碍方法求解一个小规模几何规划规划问题。曲线显示对偶间隙和累计 Newton 遥

代次数之间的关系。对偶间隐依然近似线性收敛。
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线性规划问题的曲线非常相似。特别是，每次中心点步骤所需要的 Newton 迭代次数近

似为常数，因此对偶间隙近似线性收敛。

当参数 μ 改变时，求解问题所需要的总的 Newton 迭代次数的变化情况和线性规

划的例子非常相似。对于该几何规划问题，选择 10 到 200 之间的 μ 值，将对偶间隙减

少到 10-3 以下所需要的总的 Ncwton j去代次数在 30 附近(大约在 20 到 40 之间)。因

此，同样， μ 的一个好的选择范围为 10 '" 100。

一族标准形式的线性规划问题

在上面的例子中，我们采用障碍方法求解随机产生的相同维数的线性规划和几何

规划问题，考察了对偶间隙和累计 Newton 选代次数之间的关系。两个例子的计算结果

极其相似;随着 Newton 法代次数的增加其对偶间隙都呈现近似线性的收敛性质。我

们也考察了算法性能随参数 μ 的改变而发生的变化，发现两种情况下的结果本质上相

同。对于大于 10 或附近数值的 μ 值，障碍方法能够很好地工作，大约经过 30 次左右

的 Newton 迭代就可以把对偶间隙从 102 减少到 10-6。两种情况下， μ 的选择几乎都

不影响所需要的总的 Newton 送代次数〈假定 μ 大于 10 或附近的数值〉。

本节我们进一步考察障碍方法的性能和问题维数之间的关系。我们考虑标准形式

的线性规划问题

mml自lÍze cT x 

subject to Ax = b, x ~二 O

其中 AGRmm，并针对一族随机产生的实例，探讨所需要的总的 Newton 法代次数和

变量个数 η 以及等式约束数目 m 之间的函数关系。我们取饥 = 2m ， 即变量数是约束

数目的两倍。

我们采用以下方式产生问题实例。矩阵 A 的元素彼此独立，都服从标准正态分布

λ!(0， 1)。我们取 b = Ax(O) ，其中 x(O) 的元素亦彼此独立，都服从区间 [0 ， 1 J 上的均匀

分布。这样就可以保证所产生的原问题是严格可行的，因为 x(O) >- 0 是可行的。为了

构造成本向量 c，我们首先计算元素分布'为 N(O， l) 的向量 zεRm 和元素分布为区间

[0, 1 ] 上均匀分布的向量 sε Rn。然后取 c = ATz + s。这样就可以保证所产生的问题
是严格对偶可行的，因为 A1'z -< c。

我们采用 μ = 100 的算法参数，中心点步骤的参数和上面的例子相同:回溯参

数 α= 0.01, ß = 0.5，终止准则 λ(x)2f2 运 10-5。初始点在中心路径上，对应的

t(O) = 1 (即间隙为川。算法在初始对偶间隙减少为 104 分之一时，即在完成两次外部

法代后，停止。

图 11.7 给出三个实例的对偶间隙和法代次数之间的关系，其维数分别为 m=

50 , m = 500 和 m = 1000。这些曲线和其他例子非常相似，其对偶间隙均呈现近似线性
的收敛性。曲线表明，当问题规模从 50 个约束(100 个变量〉增加到 1000 个约束 (2000
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个变量〕时，所需要的 Newton 迭代次数仅有少量增加。
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图 1 1.7 用障碍启法求解三个随机产生的不同维数的线性规划问题。曲线表示对偶间隙和累计

Ncwton 法代次数之间的关系。每个问题的变量个数为 n= 2m. 对偶间隙依然近似线性收敛。

问题规模增加时所需要的 Newton 法代次数仅有少量增加。

为了考察问题规模对 Newton 迭代次数的影响，我们在 m= 10 到 m = 1000 之间

选择 20 个 m 值，对每个产生 100 个实例。我们用障碍方法求解这 2000 问题，并记录

每个问题所需要的 Newton 法代次数。图 11.8 总结了计算结果，其中给出了每个 m 所

对应的 Newton 选代次数的均值和标准差。我们的第一个注释是，标准差在 2 周围，并

且似乎近似独立于问题的规模。由于所需法代次数的均值在 25 附近， Newton 迭代次

数仅在土10% 左右的范围变动。
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图 1 1.8 对于不同维数，求解 η =2m 的 100 个随机产生的线性规划问题所需要的 Newton 迭

代次数的均值。对每个刑，过均值的误差线段表示标准差。当问题维数的变化比值为 100: 1 时，

所需要的 Newton 法代次数的增量非常小。
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曲线表明，尽管问题的规模增加为初始规模的 100 倍，所需要的 Newton 迭代次数

的增量却很小，仅仅从 21 附近增加到 27 左右。这是一般情况下应用障碍方法的典型

现象:随着问题维数的增加，所需要的 Newton 迭代次数非常缓慢地增加，几乎总是围

绕数十次的数量变动。当然，进行每次 Newton 法代的计算量会随着问题规模的增加而

同步增长。

11.3.3 收敛性分析

障碍方法的收敛性分析可以直截了当地进行。假定用 Newton 方法求解 tfo + cþ 的
极小化问题，经过 t = t(0)3μt(0) ， μ240) ， …的初始中心点步骤和以后的 k 次中心点步

骤后，对偶间隙成为 m/(μkt(O) )。因此，经过精确的

log(m/(tt(O))) 

log μ 
(11.13) 

次包括初始中心点步骤在内的中心点步骤后，算法能够达到所希望的 ε 的精度要求。

由此可知，只要能够用 Newton 方法求解 t ~ t(O) 的中心点问题 (11.6)，就可以应

用障碍方法。能够应用标准 Newton 方法的一组充分条件是，函数 tfo +cþ 对于 t 法 t(O)

满足 505 页 910.2.4给出的条件:初始水平子集是闭的，相关的 KKT 矩阵之逆有界，

并且 Hessian 矩阵满足 Lipschitz 条件。 (基于自和谐性可以得到另一组充分条件，我们

将在 311.5 详细讨论。〉如果应用不可行初始点 Newton 方法解决中心点问题，在 512

页 910 . 3 .3 中列出的条件可以保证收敛性。

假定 fo， … ， fm 是闭的，对原问题的一个简单的修改可以保证上述条件成立。通过

对原问题增加形如 IIx l l~ 运时的一个约束，可以推知对于任意的 t~O 函数 tfo + φ 是

强凸的;特别是，能够保证用 Newton 方法求解中心点问题的收敛性。 (见习题 11.4. ) 

虽然上面的分析表明障碍方法确实收敛，但不能回答一个基本问题:随着 t 的增

加，中心点问题是否确实变得更难求解 (因此需要越来越多的迭代)?数值计算结果显

示对于一大类问题并非如此:求解中心点问题似乎仅需要固定次数的 Newton 迭代，即

便 t 不断增加也是一样。我们将(在 911 .5 中〉看到，当自和谐条件满足时这个问题是

可以解决的。

11.3 .4 修改的 KKT 方程的 Newton 步径

在障碍方法中， Newton 步径ð.xnt 以及相关的对偶变量由以下线性方程确定，

tV2 fo(x) + V 2cþ(x) AT 

A 0 

ð.xnt I I tV fo(x) + Vcþ(x) 

νnt I I 0 
(11.14) 

本节将说明如何将求解中心点问题的这些 Newton 步径以一种特殊方式解释为直接求

解下述修改的 KKT 方程的 Newton 步径，
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\1 fo(x) + 汇入i\1fi(x) + ATv=O 
也=1

一入ifi(x) = 1jt , 
Ax=b 

. 551 . 

4=1,…,m 
(11.15) 

修改的 KKT 方程 (1 1. 15) 是 n+p+m 个变量 X， 11 和入的 η +p+m 个非线性

方程。为了求解这些方程，我们首先用沁 = -lj(tfi(x)) 消去变量沁。由此可得

\1 fo(x) +圭Jffth)+A」 0， AZ 斗， (口 16)

这是 η +p 个变量 z 和 ν 的 n+p 个方程。

为了计算满足非线性方程组 (11.16) 的 Newton 步径，我们对第一个方程中的非线

性项进行 Taylor 逼近。对于很小的 υ，利用 Taylor 近似式可得

\1 fo(x 十 U)+ 〉:1 、 \1fï(x+v)
tt-tL印机

勾川叫v盯f州O

于尹j」一V内2飞A巾削(仰ωZ刘州)υ + ?! JJ h h ) V A ( z ) ~ 
tT-th(z) 仨

用上述四.ylor 逼近代替方程 (11.16) 中的非线性项，就可得到计算 Newton 步径的线

性方程组

Hv + AT v = - g, Av = 0, (11.17) 

其中

H=的。但)+于」一内(x) +安Jτ\1 fi(x) \1 fi(x)T 
立了一tfï(x) 乞

g=Vfdz)+:>J77TVh(z)

我们注意到

H = 飞72 fo(x) + (1jt) \12 <þ(功 ) 9 = \1 fo(x) + (1jt) \1<þ(X) 

因此，由式 (11.14) 可知，障碍方法的中心点步骤中使用的 Newton 步径 .6.xnt 和 νnt

满足

tH .ð..xnt + AT Vnt = 一句， A .ð..xnt = O. 

将该式和式 (11.17) 比较，可以看出
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v = 6Xnt， ν = (ljt)νnt. 

这表明，将对偶变量进行比例变换后，中心点问题 (1 1.6) 中的 Newton 步径可以解释

为，求解修改后的 KKT )j程 (11.16) 的 Newton 步径。

在这种处理方法中，我们首先从修改后的 KKT 方程消去变量 λ，然后应用 Newton

方法求解所产生的方程组。该方法的另一种变形是，不消去入，直接应用 Ncwton 方法

求解 KKT 方程。这种做法将产生 Sl1 .7 讨论的所谓的原对偶搜索方向。

11.4 可行性和阶段 1 方法

障碍方法需要一个严格可行的初始点川的。如果不知道这样一个可行点，在应用障

碍方法之前需要一个预备阶段，称为阶段1，在此阶段要计算一个严格可行点〈或者判

定约束不可行〉。阶段 1 确定的严格可行点然后被用做障碍方法的初始点，此后算法称

为阶段 2。本节我们将描述几种阶段 l 方法。

1 1.4. 1 基本的阶段 1 方法

我们考虑变量 zε R1l的一组不等式和等式方程

fi(x) ζ0， i = 1，…，风 Ax = b, (11.18) 

其中 fi : R1l→ R 是凸的，具有连续的二阶导数。我们假定给定一点 x(O) ε dom /J n 
. . n dom fm 满足 Ax(O) = b。

我们的目的是找到一个满足这些不等式和等式方程的严格可行解，或者确定这样

的解不存在。为此构造下面的优化问题:

口1lD}日llze s 

subject to fi(x) 运 s， i = 1,…,m 

Ax=b 

(11.19) 

其中变量为 zεR1l， S ε R。变量 s 可以解释为不等式约束的最大不可行值的上界:我

们的目的就是迫使最大不可行值小于 0。

该问题总是严格可行的，因为我们可以选择 x(o) 作为 2 的初始可行点，而对于 s ，

则可以选择大于 max:i=l … m fi(x(O)) 的任意实数。因此，我们可以应用障碍方法求解问

题 (1 1. 19) ，后者被称为和等式不等式系统 (1 1.19) 相关联的阶段 1 优化问题。

我们可以根据问题 (11.19) 的最优目标值伊的符号区分三种情况。

1.如果 j5* < 0，则式 (1 1. 18)有严格可行解。并且，只要件， s) 满足问题 (1 1. 19) 的

约束和 s < 0, x 就满足元(x) < 0。这意味着求解优化问题 (1 1. 19) 并不需要很高

精度，只要 S<O 即可停止。
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2. 如果p" > 0，则式 (1 1. 18) 是不可行的。同第一种情况一样，求解阶段 1 的优化

问题 (11.19) 并不需要很高的精度;只要发现某个对偶可行点具有正的对偶目标

值 (说明 P" >O) ， 我们就可以停止计算。在这种情况下，我们可以利用对偶可行

解证明式 (11.18) 是不可行的。

3. 如果p" = 0 并且最小值在 f 和 s* = 0 处达到，则不等式组是可行的，但不存在

严格可行解。如果p" = 0 但最小值不可达到，那么不等式组是不可行的。

实践中不可能准确确定p" = 0。实际做法是，当不等式 IP" I <ε 对某个小正数

ε 成立时求解问题 (11.19) 的优化算法就会停止。此时我们可以断定不等式组

fi(x) ζ-e 不可行，但不等式组 fi(X) ζε 是可行的。

不可行值之和

对上面介绍的基本的阶段 1 方法存在很多种变形。一种做法是极小化不可行值之

和，而不是不可行值的最大值。我们构造问题

minimizc 1 T S 

subject to fi(x) ~ Si , 
Ax =b 

S>-O 

4=1,… ,rn 
(11.20) 

对于固定的 ι Si 的最优值是 max{fi(x)，的，因此以上问题是极小化不可行值之和。问

题 (11.20) 的最优值为 0 且可达到的充要条件是，原始的等式和不等式组是可行的。

如果等式和不等式系统 (1 1. 19) 不可行时，采用不可行值之和的阶段 1 方法具有

一个非常有意义的特性。在这种情况下，阶段 1 问题 (1 1.20) 的最优解往往只违反少

数 (假设为 T 个〉 不等式约束。因此，我们可以确定能够满足很多( m-r 个)不等式的

点，即可以辨识出大部分不等式是可行的。此时，和被严格满足的不等式相关的对偶变

量等于 0，因此我们也可以证明一部分不等式是不可行的。这比发现 m 个不等式合在

一起是不可行的能够提供更多的信息。 (该现象和用于确定稀疏近似解的 Rr范数正规

化或基筛选方法密切相关;见 96. 1. 2 和 96.5.4 )。

例 11.4 阶段 1 方法比较。我们对一组不可行不等式 A尘二三 b， m = 100 , n = 50 应用两
种阶段 l }j法。第一种是基本的阶段 l }j法

mJnlmlze s 

subject t,o Ax 二三 b+ 18 

该方法极小化最大不可行值。第二种方法'极小化不可行值之和，即求解线性规划

mínímize 1 T 8 

subject to Ax 三 b+s

S>-O 
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图 11.9 显示上述两组工的解(分别用 Xmax 和 Xsum 表示)所对应的不可行值 bi - a;x 的

分布情况。在 100 个不等式中，点 Xmax 满足其中的 39 个，而 Xsum 满足 79 个。
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图 1 1.9 100 个不等式 α72ζ bi 构成的 50 个变量的不可行集合中不可行值战 -α72 的

分布情况。左边图像使用的向量 Xmax 是基本的阶段 1 方法给出的解，它满足 100 个不等

式中的 39 个。右边图像使用的向盘 Xsum 是极小化不可行值之和给出的解，它满足 100 个

不等式中的 79 个。

在阶段 2 中心路径附近停止

对采用障碍方法的基本的阶段 1 方法进行一点改变，就具有以下性质(当等式和不

等式约束严格可行时)，阶段 1 问题和原始优化问题 (1 1. 1) 的中心路径彼此相交。

假设给定点 x(Ol E Ð = domfo n dom fI n …门 domfm 满足 Ax(O) = 机构造以

下阶段 1 优化问题
IDlOlmlze s 

fi(x) ~ s , 
fo(x) ζM 

Ax = b 

其中 M 选为大于 max{fo(x(Ol) ， p*} 的常数。

现在我们假定原始问题 (1 1. 1) 是严格可行的，因此问题 (11.21) 的最优值F 是负

数。问题 (11.21) 的中心路径由下式定义，

subject to i = 1,…, m 、
、
，
，
，
，

'i q4 1i -i ，
，l
、

γ一土一 =5 1 vfo(z)+了二斗77τV!i(♂) + AT 
1/ = 0, 

乞 s - fï(功 ， M-fo(x) 但

其中 f是参数。如果怡， s) 在中心路径上，并且 s = 0，则 z 和 ν 对于 t = l/(M - fo(x)) 

满足

tvfo(z)+27J泸州)+ATI/ =O
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这意味着 z 在原始优化问题 (11.1) 的中心路径上，相应的对偶间隙为

m(M - fo(x)) ~ m(M - p*). 

11.4.2 采用不可行初始点 Newton 方法求解阶段 1 问题

我们也可以将不可行初始点 Newton 方法应用于原始问题

minimizc fo(x) 

subject to h(x) ζ0， 4=1，··， m 

Ax = b 

. 555 . 

(11.22) 

的一个修改版本，以解决阶段 1 问题。我们首先将问题表示成下述形式(显然等价) , 

minimize fo(x) 

subject to h(x) ζs， i=1，··， m 

Ax = b, s = 0 

其中附加变量 sεR。为了开始障碍方法，我们用不可行初始点 Newton 方法求解
πz 

minimize t(O) fo(x) - 2二 log(s - fi(x)) 

subject to Ax = b, s = 0 

其初始点可以选取任何 zεD 和 s> maxdi(x)。如果原问题是严格可行的，不可行初

始点 Newton 方法最终将选取无阻尼步长，从而达到 s = 0，即 z 是严格可行的。

同样的技巧可以用于不能在函数的公共定义域 D 确定一点的情况。我们简单地将

不可行初始点 Newton 方法应用于问题

minimize t(盯巾 + zo) - L: log(s - h(x + Zi)) 

i = l 

subject to Ax = b, s = 0, zo = 0,… , Zm = 0 

其中变量为 x ， ZO ,… , Zm 和 sεR。在初始化阶段不难选择々满足 X+Zi ε domfi 。

用这种方法解决阶段 1 问题的主要缺点是，当问题不可行时没有好的停止准则，此

时残差不能收敛到 0。

11.4.3 例子

我们考虑一族线性可行性问题

Ax 主 b(γ)，

其中 A E R50x20 , b(γ) = b+ γllbo 选择数据便不等式组对 γ>0 严格可行，对 γ< 。

不可行，对 γ = 0 可行但不严格可行。
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图 11.10 显示对于区间 [-1， 11 的 40 个 γ 值，得到严格可行点或判定不可行所需

要的 Newton 法代的次数。我们采用 311 .4.1 的基本的阶段 l }i法，即对每个 γ 值形成

线性规划
rnlmrnlze 8 

subject to Ax 主 b(γ) + 81 

采用 μ= 10 的障碍方法，初始点 x = 0 , 8 = - miI1i bi (γ) + 1。算法终止于或者得到满
足 8<0 的忡， 8) ，或者得到对偶问题

满足 -b(γfz>o 的可行解 Zo

100 

草草 80 
% 
军 60

d 

~ 40 
φ 

Z 

20 

。
- 1 

rnaxirnize -b(γfz 

subject to AT z = 0 

1TZ = 1 

z>-O 

不可行 "Jf1 

/户I

A 

- 0.5 0 
7 

0.5 

图 1 1.10 对参数 γER 决定的线性不等式组 Ax:; b + γð.b. 确定可行或不可行所需要的

Newton 迭代次数。不等式组当 γ>0 时严格可行， γ<0 不可行。对于大于 0.2 左右的 γ 值，

大约需要 30 次选代计算严格可行点:对于小于 -0.5 左右的 γ 值，大约需要 35 次选代验证不

可行性。对于以上区间之间的 γ 值，特别是接近 0 的值，需要更多的 Newton 法代次数确定是

否可行。

图像表明，当不等式组可行且有一些裕量时，大约经过 25 次 Newton j是代就可以

得到严格可行点。反之，当不等式组不可行井且同样有一些裕量时，大约经过 35 次选

代就可以判定不可行性。随着不等式组靠近可行和不可行之间的边界，即 γ 接近 0，阶

段 1 的工作量逐渐增加。当 γ 非常接近 0 时，不等式组非敢靠近可行和不可行之间的

边界，法代次数大幅增加。图 11.11 显示 γ 接近 0 时所需要的总的 Newton 迭代次数。

图像表明，对于非常靠近可行和不可行之间边界的问题，检测可行性或验证不可行性所

需要的迭代次数近似对数的增长。
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图 11.1 1 左边。对于 0 附近负的 γ 值，判定不可行所需要的 Newton i是代次数和 γ 的关系。

右边。对于 0 附近正的 γ 值，找到严格可行点所需要的 Newton 法代次数和 γ 的关系。

这个例子非常典型:用障碍方法求解一组凸的等式和不等式方程，只要不靠近可行

区域和不可行区域之间的边界，其计算量不会很大，且近似为常数。当所求解的问题向

上述边界靠近时，找到严格可行点或判定不可行所需要的 Newton 迭代次数会逐渐增

长。如果所求解的问题精确位于严格可行区域和严格不可行区域的边界上，例如，可行

但不是严格可行，计算成本为无穷大。

用不可行初始点 Newton 方法解决可行性问题

我们也可以应用不可行初始点 Newton 方法求解问题
m 

minimize - L log Si 

subject to Ax + S = b(γ) 

以得到相同的可行性问题的解。我们采用回溯参数 α= 0.01. β= 0.9，初始点选为

x(O) = 0 , 8(0) = 1， ν(0) = 0。我们只考虑可行问题〈即 γ> 0)，一旦发现可行点就

停止选代。 (我们不考虑不可行的问题，因为在那种情况下残差将收敛于一个正数。〉

图 11.12 给出了找到可行点所需要的 Newton 法代次数和 γ 的函数关系。

图像表明，当 γ 大于 0.3 或附近的数值时，不超过 20 次 Newton 法代就可以得

到可行点。在这些情况下，现在的方法远比阶段 1 方法有效，后者需要 30 次左右的

Newton 法代。对于较小的 γ 值，所需要的 Newton 迭代次数显著增长，近似为 1/γ 的

关系。对于 γ= 0.01，不可行初始点 Ncwton 方法需要数千次法代才能找到可行点。在

这个区域阶段 1 方法有效得多，仅需要 40 次左右的迭代。

这些结果相当典型。如果不等式组是可行的，并且不很靠近可行区域和不可行区域

之间的边界，那么不可行初始点 Newton 方法效果很好。但是当可行集仅仅勉强非空

时(就像这个例子中 γ 很小的情况)，阶段 1 方法好得多。阶段 1 方法的另一个优点是

可以很好地处理不可行情况i 与之相对，不可行初始点 Ncwton 方法在这种情况下就不

能收敛。



. 558 . 

10' 

103 

事民
运
乞
划 102
口
。

>

c.> 

Z 10' 

100 
10-2 

11 内点法

10-' 10" 10' 
7 

图 1 1.12 对于由参数 γε R 控制的一组不等式 Ax 二~ b+ γflb ， 找到严格可行点所需要的

Newton 法代次数。所采用的是不可行初始点 Newton 方法，一旦找到可行点就停止迭代。对于

γ= 10，初始点尘(0) = 0 正好可行(因此法代次数为 0) 。

11.5 自和谐条件下的复杂性分析

利用自和谐函数 Newton 方法的复杂性分析(第 480 页!ì9.6.4和第 507 页!ì10.2.4) , 

我们可以给出障碍方法的复杂性分析。这种分析适用于很多普通问题，井可导出若干有

意义的结论:对应用障碍方法解决问题所需要的 Newton 迭代的总次数给出一个严格

的上界，证实中心点问题不会随着 t 的增加而变得更加困难，后者是我们以前观察到的

现象。

11.5.1 自和谐假设

我们提出以下两条假设。

· 对于所有的 t ;:;:: t(O) , t fo + <Þ 是闭的自和谐性函数。

. 问题 (11.1) 的水平子集有界。

第 2 条假设意味着中心点问题的水平子集有界(见习题 11.3) ，并由此可知中心点问题

是可解的。有界水平子集的假设也意味着 tfo + <þ 的 Hessian 矩阵是处处正定的(见习

题 11.14)。虽然基于自和谐假设的复杂性分析仅适合一类特殊问题，但我们必须强调指

出 ， 无论自和谐假设是否成立，一般情况下障碍方法都能有效地工作。

自和谐假设对很多问题成立，包括线性规划和二次规划问题。如果函数且是线性

或二次的，那么

tfo -汇1吨(-fi)
i=1 

对所有的 t 法 O 都是自和谐的(见!ì9.6)。因此，下面给出的复杂性分析可应用于线性规
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划、二次规划和二次约束的二次规划问题。

在其他一些情况下，有可能重新构造问题使自和谐假设成立。例如，考虑线性不等

式约束的烟极大问题

自11m口11ze 2二 Xi log Xi 

gb J

二
一



ZZ FA O &-u &b 
俨
U

OU .1
J 

‘b u qdM 

函数

可ú(X) + 仲) = t L Xi log Xi 一 Llog(9i 一/[x) , 
i=l i=l 

其中 l{， . . . ，!'!t是 F 的行向量，它不是闭的(除非 Fx 主 g 蕴含着 X >- 0) 或自和谐

的。但是，我们可以加上多余的不等式约束 X>二 O 得到等价问题

2二xi10g问江11ll1ffilZe

i=l 

A
U
U，
。

三

=
0

22

>


FAZ O a'U &tu 
户
b

ob -··J LU u 
o
δ
 

(11.23) 

对这个问题我们有

t!o(X) + 仰) = t L Xi log Xi 一 汇 logxi - L log(9i - !Tx) , 
i=l i=l i = l 

它对于任意的 t~O 是自和谐和闭的。(函数 ty logy 一 logy 在 R++ 上对所有的 t~O

都是自和谐的;见习题 11 . 13. )因此，可以将本节的复杂性分析应用于重新构造的线性

不等式约束的情极大问题 (11.23) 。

作为一个更特殊的例子，考虑几何规划问题

ffilmrmze 
Ko 

fo(x) = log ( ~二叫(α扣 + bOk ) 

Ki 

ωject to log I 艺叫(α~X + bik) 
k=l 

ζ0， i = 1,…, m 

我们并不清楚函数

k=l i=l 

Ki 

-log2二叫(α~X + bik) 旷'O(X)忡忡 t log I 去蚓伽+bOk)) 一 艺 log
是否满足自和谐假设，因此尽管障碍方法能够有效工作，本节的复杂性分析对其不一定

成立。
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但是，我们可以重新构造几何规划问题使其肯定满足自和谐假设。对每个单项式

exp(αtcx + bik) 引入新变量饥k 用做上界，

exp(αZz + b叫运 Yik.

利用这些新变量可以将几何规划问题表示成

Ko 

minimize L YOk 
k=l 

Ki 

subject to L饥k ~ 1, i = 1,…,m 
k= l 

αtcx + bik - log 饥k 运 0， i = 0，…，例，

Yik ~ 0, i = 0,…, m , k = 1, … ,Ki 

相应的对数障碍为

k = 1,… ,K i 

m ~ m I K 

LL二 (-log阳一 log(log Yik - atcx 一切)) - 2二 log ( 1 - 2二 Yik J , 
i=O k = l i = l k = l 

这是闭的自和谐函数 (第 477 页的例 9.韵。由此可知 tfo + rþ 对于任意的 t 是闭和自和

谐的，因为目标函数是线性的。

11.5.2 中心点步骤的 Newton 迭代次数

在 39.6.4 (第 480 页)和 310.2 .4 (第 507 页〉给出的自和谐函数 Newton 方法的复

杂性理论表明，极小化一个闭的严格凸的自和谐函数 f 所需要的 Ncwton 选代次数存

在以下上界
f(z) - f+c. 

γ 
(11.24) 

这里 z 是 Newton 方法的初始点 ， p* = infx f(x) 是最优值。常数 γ 依赖于回溯参数 α

和 ß ， 由下式确定
1 20 - 8α 

γ - αβ(1 - 2α)2 . 

常数 c 只依赖误差阙值旬，

c = log21og2(1/ent) , 

并能用 c = 6 合理的近似。表达式 (1 1.24) 给出的所需 Ncwton 迭代次数的上界相当保

守，但本节关心的仅是建立一个复杂性上界，并着重分析它随着问题规模和算法参数的

改变如何变化。

本节我们用以上结果推导障碍方法一次外部法代，即从 x*(t) 出发计算 x*(μt) ， 所

需要的 Newton 选代次数的上界。为简化符号，我们用 z 代替当前迭代点 x* (t) ， 用 x+

代替下一个迭代点 x*(μt) ， 并用 λ 和 ν 分别代表 À*(t) 和川(t) 。
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由自和谐假设可知

μtfo(x) + φ(x) 一 μtfo(x+) 一 φ(x+) + c 
γ 

. 561 . 

(11.25) 

是从 x = x*(t) 出发计算 x+ = x*(μt) 所需要的 Newton 迭代次数的上界。不幸的是，如

果不实际算出 x+ ， 即运行 Newton 算法〈这样能知道计算 x*(μt) 所需要的 Newton 法

代的精确次数，但不能达到我们的目的)，我们不知道 z+，因此不能确定上界 (11.25) 。

然而，我们可以导出式 (1 1.25) 的一个上界，如下所示:

μtfo(x) + if;(x) - μtfo(x+) - if;(x+) 

=μtfo(叫 一 μtfl巾+)+汇 log(一灿功(x+)) 一 mlogμ
i=l 

Q的(x) - μtfo(x+) 一 μt :L>'di(X+) - m - m logμ 
i=l 
m 

=μtfo(x) 一 μt I fo(x+) +汇入i!i(X+) + vT(Ax+ - b) 1 - m - mlogμ 
i=l 

运μtfo(x) - μtg(λ， ν) - m - mlogμ 

=m(μ - 1-1ogμ). 

以上推导需要一些解释。从第一行到第二行用了沁 = -lJ(tfi(x))。在导出第一个不等

式时用了对 α>0 成立 logα 《 α-1。从第三行到第四行用了 Ax+ = b ， 因此多余项

vT(Ax+ - b) 等于 0。第二个不等式基于对偶函数的定义

g(λ， ν) = i~f l fo(z) 十 三二 λih(z) + vT(Az - b) 

运 fo(x+) +汇 入ih(x+) + vT(Ax+ 一 b)

最后一行用了 g(λ， ν) = fo(劣) - mJt。

最终结论是，
m(μ - 1-1ogμL+ c 

γ 
(11.26) 

是式 (11.25) 的上界，因此是障碍方法一次外部法代所需要的 Newton 法代次数的上

界。图 11. 13 给出了函数 μ- 1 - logμ 的曲线。对于较小的 μ，它近似于二次函数:对

于较大的 μ，其增长近似线性。这和我们的下述直觉吻合;当 μ 在1附近时，中心点步骤

所需要的 Newton 法代次数较少，而对于较大的 μ，其增长速度适中。
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图 11.13 函数 μ-1-1ogμ 和 μ 的关系。障碍方法一次外部法代所需要的 Newton 法代次数

可用 (m/γ)(μ-1 一 logμ)+c 为上界。

上界 (11.26) 表明，每次中心点步骤所需要的 Newton 法代次数不会超过一个数

值，该数值主要依赖用于修改障碍方法外部选代步长 t 值的因子 μ，以及问题的不等

式约束数目 m。它也较弱的依赖于内部法代的直线搜索参数 α 和 β，此外还非常弱的

依赖于终止内部迭代的误差阔值。一个有意义的现象是，它和变量维数 η，等式约束数

目 p ， 或者问题数据的具体数值，即目标函数和约束函数(只要满足 911.5.1 的自和谐假

设)，都没有关系。最后，我们指出，上述上界不依赖 t; 因此，当 t →∞时，它是每次

外部选代中 Newton 法代次数的一致上界。

11.5.3 总的 Newton 迭代次数

不考虑初始中心点步骤(后面将作为阶段 1 的部分对此进行分析)，我们现在可以

对障碍方法中总的 Newton 迭代次数给出一个上界。我们用式 (1 1. 13) (所需要的外部

法代次数〉乘以式 (1 1.26) (每次外部迭代所需要的 Newton 选代次数的上界)就得到所

需要的总的 Newton 选代次数的上界

N= I~g咄问)2 (帅一:一 10叭 c) (11.27) 

该式表明，当自和谐假设成立时，我们可以对任何 μ> 1 给出障碍方法所需要的

Newton 迭代次数的上界。

如果固定 μ 和 m，上界 N 正比于 log(mj(t(O)E)) ， 这是初始对偶间隙 mjt(O) 和最

终对偶间隙 ε 比值的对数，即所需要的对偶间隙压缩量的对数。因此，我们可以说，障

碍方法至少是线性收敛的，因为达到给定精度所需要的迭代次数是精度倒数的对数增

长函数。

如果固定 μ 和所需要的对偶间隙压缩因子，上界 N 是不等式数目 m(或者更准确

地说， mlogm) 的线性增长函数。上界 N 独立于别的问题维数 η 和 p ， 以及特殊的问
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题数据或函数。下面将看到，通过选择一个依赖于 m 的特殊的 μ，可以使 Newton 法代

次数的上界是 J页，而不是 m 的增长函数。

最后，我们分析上界 N 和算法参数 μ 的函数关系。当 μ 靠近 1 时 ， N 的第一项迅

速增加，因此 N 会很大。这和我们的直觉和观察结果相吻合，外部迭代次数会随着 μ

接近 1 而变得很大。当 μ 很大时，上界 N 的增长和 μ/logμ 近似，此时每次外部选代

所需要的 Newton 法代次数决定其增长。这也和我们的观察结果保持一致。由于上述两

方面原因，上界 N 作为 μ 的函数有一个最小值。

图 11.14 显示上界随参数 μ 变动的情况，它给出了以下条件下上界 (11.27) 和参数

μ 之间的关系，

c=63γ= 1/375, m/(t(O)E) = 105, m = 100. 

定性地看，该上界和直觉以及我们的观察结果保持一致:当 μ 接近 1 时它变得很大，

但对于较大的 μ 其增长却缓慢得多。上界 N 在 μ~ 1.02 时有一个最小值，此处总的

Newton 法代次数的上界约为 80000 虽然 Ncwton 方法的复杂性分析是很保守的，但是

μ 值改变所产生的不同影响在图像中仍然得到了反映。(实践中，大得多的 μ 值，大约

从 2 到 100. 能够很有效地工作，所需要的总的 Newton 法代次数仅是数十次的数量

级。)

5x lO' 

4x lO咆

3xlO噜

过

2xl0. 

lxl04 

'i 
ov 

1.1 1.2 
IL 

图 11.14 对于 c = 6.γ= 1/375 , m = 100 以及对偶间隙压缩因子 m/(t(O)é) = 105 ，由

式 (11.27) 给出的总的 Newton 选代次数的上界 N 和障碍方法参数 μ 的关系。

将 μ 选为 m 的函数

如果固定 μ ( 以及所需要的对偶间隙压缩量)，上界(1l.27) 是不等式数目 m 的线

性增长函数。我们将看到，如果把 μ 选为 m 的某种函数，将能更好地说明闸的影响。

假定我们选择

μ= 1 + 1/、/百. (11.28) 
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则可以得到式 (11.27) 第二项的上界，

μ- 1 -logμ=1/'11何一 log(l + 1/ vm) 
运 l/J百 一 1八历+ 1/(2m) 

= 1/(2m). 

(利用 α 注 0 时成立一 log(l +α)ζ-α+α2/2)。利用对数函数的凹性又可得

logμ = log(l + l/V何)注 (log 2)/J百

根据这些不等式可以导出总的 Newton J.是代次数的下述上界，

其中

N 王二
log(m/(t(O)E) ) I (m(μ 一 l 一 logμ) . \ 
logμ1\γ7 

ζ|而lo叮fh)2 (去 +c)

= I vm 10g2(m/(t(O)E))1 位 +c)
运 Cl + 句J瓦，

Cl =去+ c, C2 = log2川的ε)) (去 +C)

(11.29) 

这里 Cl (仅仅很弱地)依赖于中心点 Ncwton 步骤的算法参数，而 C2 则依赖于自和谐

参数以及所需要的对偶间隙压缩量。注意 log2(m/(t(O)f)) 精确等于所需要的对偶间隙

压缩量的比特数。对于固定的对偶间隙压缩量，上界 (11.29) 同 J百 一样地增长，而当

μ 不变时式 (1 1. 27) 中的 N 同 m 一样地增长。由于这个原因，采用参数 (11.28) 的障

碍方法被称为)而阶的方法。

实践中，我们并不选用 μ=1+1八/页，因为它太小了，甚至并不将 μ 简化为 m 的

函数。我们对这样的 μ 感兴趣的唯一原因是，它〈近似的)极小化了我们对 Newton 法

代次数给出的(非常保守的)上界，并对总的增长速率给出了和 J而，而不是 m，成比

例的估计。

11.5.4 可行性问题

本节分析 gl1.4.1 描述的基本阶段 1 方法的一种(次耍的〉变形的复杂性，该方法

用于求解一组凸的不等式方程，

f1 (x) ::;; 0,… , fm(x)::;; 0, (11.30) 
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其中力，… ， 1m 是具有二阶连续导数的凸函数。(我们将在后面考虑等式方程。〉我们

假定阶段 1 问题 . . 
ml口1口llze 8 

(11.31) 
subject to fi(x ) ~ 8 , i = 1,…, m 

满足 911 .5 . 1 的条件。特别是，假定不等式 (11.30) 的可行集(当然可以是空集〉被一个

半径为 R 的球所包含:

{x I fi(x) ζ0， i = 1,… ,m} C {劣 I IIxl 1 2 ~ R}. 

我们可以将 R 解释为不等式可行集中任意一点的范数的上界。该假设隐含着阶

段 1 问题的水平子集有界。不失一般性，我们从 x = o 开始阶段 1 方法。我们定

义 F = maxi fï(O) ，这是超出约束的最大值，并假定它是正数〈否则 x = O 满足不等

式 (11.30) ) 。

我们用 F 表示阶段 1 优化问题 (11 .31) 的最优值。不等式组 (11 .30) 是否可行由

f 的符号决定。而F 的大小也有意义。如果 F 是正的大数(比如，在其能达到的最

大值 F 附近)，说明不等式组非常不可行，其含义是，每个 z 至少严重违反一个不等

式 (超出约束的部分至少为 P*) • 另一方面，如果 F 是绝对值很大的负数，说明不等式

组非常可行，其含义是，不仅存在 z 使所有 fï(x) 为负数，而且存在 z 使所有 li (X) 负

得很多(不会大于 P* ) • 因此， IP* I 的大小是对不等式组可行或不可行的显著性的一种

测度，从而和判定不等式组 (1 1. 30) 的可行性的难度有关。特别是，如果 IP* I 很小，就

说明相应问题靠近可行区域和不可行l丘域之间的边界。

为了确定不等式组的可行性，我们采用基本的阶段 1 问题 (1 1.31) 的一种变形。我

们增加一个多余的线性不等式 aTx ~ 1 ，得到以下问题，

mml口llze 8 

subjectto h(X)~8 ， i=l,"',m 

αTX ~三 l

(11.32) 

其中 α 将在下面说明，它满足 11α112 ~ 1/ R， 因此 IIx l 12 ~ R 隐含着 aTx 运 L 即新加的

约束是多余的。

我们将选择 α 和 80 满足 x = 0 , S = 80 是问题 (11 .32) 的中心路径上对应参数 t(O)

的点，即它们极小化

t(O) 8 - L log(8 - h(x)) - log(l - aT x) 
i = l 

令上述目标函数关于 s 的导数等于 0，可以得到

t(0)J J 
主r 80 - fi(O) 

(1 1.33) 
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再令以上目标函数关于尘的导数等于 0，又可得到

t
μ
 

v m

艺
创

α
 

(11.34) 

因此这仍然是挑选参数 80 的问题: 一旦我们选定了句，向量 α 就由式 (11.34) 给定，

而参数 t(O) 由式 (1 1.33) 给定。因为 x = O 和 8 = 80 必须是阶段 1 问题 (1 1.32) 的严格

可行解，我们需要选择 80> F。

我们也必须使 80 满足 1 1α 1 12 ~ l/R。由式 (11.34) 可得
πt • ~ 

11α112ζ 汇-47古 1 1\7li(O)1民 主L，

其中 G = maxill Vh(O)112。因此，我们可以取 80 = mGR+ F ， 它能保证 11α112 运 l/R，

从而使新增加的线性不等式是多余的约束。

由于 F = maXi fi(O) ，利用式 (11.33)，我们有

t(O) = f' 1 
-tTmGR+F-h(0)7mGR 

因此 x = 0, S = 80 确实在阶段 1 问题 (11.32) 的中心路径上，对应的初始对偶间隙为

节lum+MR
为求解原始不等式组 (1 1.30) ，我们需要确定 F 的符号。只要原问题 (11.32) 的目

标值为负，或者其对偶目标值为正，我们就可以停止。当问题 (1 1.32) 的对偶间隙小于

IP* I 时，上述两种情况之一必然会发生。

我们从对偶间隙不大于 (m + l)mGR 的一个中心点开始，采用障碍方法求解问
题 (1 1.32) ，并在对偶间隙小于 IP* I 时 (或之前)停止。利用前节得到的结果，这种做法

至多需要

[同叫m+1叫 (2~ +c) I I n- + c 1 (11.35) 
115'"1 I 飞 2γ /

次 Newton 法代。(这里我们取 μ=1+1八/百ττ，和固定的 μ 值相比，这种取法更好

地说明了 m 对复杂性的影响。)

上界 (11.35) 的增长速率仅比 vr百快一点，并较弱地依赖于中心点步骤中的算法

参数。它近似地正比于 log2((GR) /IP* 1)，后者可以解释为对特殊的可行性问题的困难性
的一种测度，或者反映靠近可行区域与不可行区域之间边界的程度。

具有等式约求的可行性问题

对于包括等式约束的可行性问题，我们可以通过消去等式约束进行同样的分析。这

种做法不影响问题的自和谐性，但所采用的 G 和 R 应该对应于简化的，或消去等式约

束后的问题。
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11.5.5 阶段 1 和阶段 2 结合在一起的复杂性

本节对采用 (变形的〉障碍方法求解问题

minimize fo(x) 

subject to fi(x) 运 0，

Ax=b 

4=13 …,m 

给出完整的复杂性分析。首先，我们要求解阶段 I 问题

mmlmlze 8 

subject to fi(x) ~ s, i = 1,…, m 

fo(x) ζM 

Ax=b 

αTX ~二 1

.567 

假定其满足 311 .5 . 1 的自和谐与有界水平子集假设。这里我们对基本的阶段 1 问题增加

了两个多余的不等式。加入约束 fo(x) ζM 是为了保证阶段 1 的中心路径和阶段 2 的

中心路径相交，如 311.4.1 节所述(见问题 (11.21))。数 M 是该问题最优值的一个先验

上界。所增加的第二个约束是线性不等式 αTX 运 L 其中 α 的选择方式在 31 1. 5.4 进行

了介绍。我们采用 μ=1+1八/百丰豆的障碍方法求解该问题，初始点为 x = 0 , s = 80' 

后者在 311 .5 .4 给出。

求解以上阶段 1 问题，即或者找到一个严格可行点，或者判定问题不可行，所需要

的 Ncwton 选代的次数不会超过

1 =阳川)(m + 2)GRl ( 1 I I 写 c) , (口 36)IPI I \ 
其中 G 和 R 在 311.5.4给出。如果问题是不可行的，则停止计算;如果问题是可行的，

阶段 1 就给出一点，它和 $=0 一起位于下面的阶段 2 问题的中心路径上，

minimize fo(x) 

subject to fi(x) ~ 0, 

Ax = b 

αTX ~二 1

i = 1,…,m 

该初始点对应的初始对偶间隙不会大于 (m + l)(M - p*) (见式 (1 1.22) )。我们假定阶

段 2 问题也满足 31 1.5.1 的自和谐和有界水平子集假设。

现在我们进入阶段 2，并再次应用障碍方法。我们需要把对偶间隙从它的初始

值(不超过 (m+1)(M - p*)) 减少到某个误差阙值 E>O。为此只需至多进行

叫而旷m+1川l (卡) (11 .37) 



. 568 . 11 内点法

次 Newton 法代就可达到目的。

因此，总的 Newton 法代次数不会超过 NI + Nn。这个上界近似于 vr瓦那样随着

不等式数目 m 一起增长，并包含以下两项依赖问题数据的成分，

11.5.6 总结

GR 
log 一一-

2 Ip*l' 
M-p* 

log2E 

本节给出的复杂性分析主要具有理论方面的意义。特别是，我们提醒读者，讨论

时采用的 μ= 1 + 1/飞/币在实践中是一个很不好的选择i 它的唯一优点是可以导出和

J百，而不是 m. 一样增长的上界。同样，我们也不推荐在实践中增加多余的不等式

αTX 运 1 。

这里给出的分析得到的实际上界远远高于实际观察到的 Newton 迭代次数。甚至

这个上界的阶数看上去也很保守。所得到的 Newton 迭代次数的最好上界同飞历 ←样

增长，而实际经验表明 Newton 法代次数很少随 m(实际上，也很少随任何其他参数)

一起增长。

此外，当自和谐条件成立时，我们可以对障碍方法中心点步骤所需要的 Newton 迭

代次数给出一个一致上界，知道这一点令人欣慰。因为障碍方法存在一个明显的潜在隐

患，这就是随着 t 的增加，相应的中心点问题可能变得非常困难，所需要的 Newton 迭

代次数可能增加很快。但实际情况并非如此， 一致有界性使我们有信心上述隐患不会发

生。

最后，我们要指出，目前并不清楚构造一个问题使其满足自和谐条件是否有实际好

处。我们可以说的只是，当自和谐条件满足时，障碍方法在实践中能有效工作，井可给

出一个最坏情况下的复杂性上界。

11.6 广义不等式问题

本节说明如何应用障碍方法求解具有广义不等式的问题。考虑问题

rninimizc lo(x) 
subject to 元(x) 主K‘ 0 ， i = 1γ. . ,m 

Ax=b 

(11.38) 

其中 10: R吼→ R 是凸的， h: R n • Rki. i = 1,…, k ， 是 Ki-凸的，而 κi C Rki 是正

常锥。同 g11.1 节一样，我们假定函数 li 二阶连续可微.A ε RPxn 满足 rank A = p , 

并且问题可解。

问题 (1 1.38) 的 KKT 条件是
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Ax* = b 

!i(扩)主J(i 0, 

λ? 三二Ki 0, 

\7 fo(x*) + ~ D fi(x*fλ;+AVzO 
i = l 

λ;T fi(x*) = 0, 

. 569 . 

i = 1,…,m 

4=1,…,m (11.39) 

i = 1,…, m 

其中 D fi(X*) E Rk， xn 是 fi 在 f 处的导数。我们假定问题 (11.38) 严格可行，因此

KKT 条件是 f 为最优解的充要条件。

对以上问题研究求解方法的过程类似于针对标量约束的过程。一旦导出可以处理

一般性正常锥的对数函数的广义形式，就可以定义问题 (11.38) 的对数障碍函数。此后

的发展过程本质上和标量情况一样。尤其是中心路径，障碍方法以及复杂性分析都非常

相似。

11.6.1 对数障碍和中心路径

正常锥的广义对数

我们首先对正常锥K ♀ Rq 定义和对数函数 logx 类似的函数。我们称 ψ: Rq • R 

是 K 的广义对数，如果

· ψ 满足凹闭和二阶连续可微性， domψ= intK，对任意 Y E intK 有\72ψ(ν) -< 
0。

·存在常数。 >0 使对所有的 Y >-K 0 和 S>O 满足

ψ(sy) = ψ(ν) + B log s. 

换句话说，在锥 K 的任何射线上 ψ 和对数函数的性质相同。

我们瑜、常数。为 ψ 的度(因为 expψ 是度为 9 的齐次函数)。注意广义对数定义适合常

数相加运算;如果 ψ 是 K 的广义对数，则对任何 αεR. 函数 ψ+α 也是其广义对数。

普通对数显然是 R+ 的广义对数。

我们将要利用任何广义对数都具备的以下两个性质:如果 y >-K 0， 则

Vψ(y) >-K' 0, 

它隐含着 ψ 是 K-增加的(见 g3.6.1) .并且

yTVψ(ν) = B. 

(11.40) 

第一个性质的证明见习题 11. 15。第二个性质可以通过对 ψ(sy) = ψ(ν) + Blog s 关于 s

求导而直接得到。
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例 11.5 非负象限。函数 ψ(尘)=汇 logxi 是 K= R~ 的广义对数，度为饥。对于 X >- 0 , 

Vψ(x) = (l /Xl,"', l/xn ) , 

因此 Vψ(x) >- O. xT'ïJψ(x) = no 

例 11.6 二阶锥。函数

ψ(x) =叫:+l - zd)
是二阶锥

K= x E R n+l (剖~叶1
的广义对数，度为 2。函数 ψ 在 2ξintK 处的梯度由下式给出

θψ(x) 

δ$3 

θψ(X) _ 
ðXn-t 

( x;'+l 一会)

(4+1 -会)

j=1，··， η 

不难验证等式 Vψ(X) εintK* = intK 和 XTvψ(x) = 20 

例 11.7 正半定锥。函数 ψ(X) = logdetX 是锥 S飞的广义对数。其度为 p， 因为对

s > 0 有
logdet(sX) = logdctX + plogs. 

函数 ψ 在 Xε SPI-+ 处的梯度等于

Vψ(X) = X- 1 

因此，我们有 Vψ(X) = X - l >- O. 并且 X 和 Vψ(X) 的内积等于 tr(XX-l) = po 

广义不等式的对数障碍函数

回到问题 (11.38)，用 ψ1γ ， ψm 分别表示锥 K]，… ， Km 的广义对数，度为

01 ， …，。即将问题 (11.38) 的对数障碍函数定义为

仰) = - 2二队(-li(尘)) , domφ = {x I fi(X) -< 0, i = 1,'" ,m}. 
i=1 

因为函数 ψz 是 Ki-增加的，函数 j与是 Ki-凸的，所以￠是凸函数(见 ~3.6.2 的复合规

则)。
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中心路径

下一步工作是定义问题 (1 1.38) 的中心路径。对于 t ø 0，我们将中心点 x*(t) 定义

为在 Ax = b 的约束下使 tfo + φ 达到最小的点，即以下问题的解，

minimize t fi巾) - 2二队(-fi(X))
i=J 

subjcct to Ax = b 

(假定其最优解存在井唯一)。中心点应该和某个 νε RP 一起满足以下最优性条件，

t\l fo(x) + \lcþ(x) + AT 
1/ 

=t\l fo(x) +汇D fi(x)T \l'lþi( -fi(x)) + AT v = 0, (11.41) 
i = l 

其中 Dfi(x) 是 fi 在 2 处的导数。

中心路径上的对偶点

同标量情况一样，中心路径上的点也给出了问题 (1 1.38) 的对偶可行点。对于

i = 1,…, m，定义

λi(们 ;wt(-A川))， (口 42)
井令川(t) = νjt， 其中 ν 是式 (11.41) 的最优对偶变量。我们将说明 λi(吟，…， )，~(t) 

和川(t) 一起构成原问题 (1 1.38) 的对偶可行解。

首先，根据广义对数的单调性质 (11 .40)，成立 λi(t) >-盯 0。其次，由式 (11 .41) 可

知，变量 z 在 x = x*(t) 处使 Lagrange 函数

L(尘， )，*(t) ， 川(t)) = fo(x) +汇λi(t)T fi(x) + 旷(t)T(Ax - b) 
i = l 

达到最小。因此，对偶函数 g 在 (λ*(吟 ， 1/* (t)) 等于

旷(t) ， 川(t)) = fo(扩(t)) + 艺 λi(t)Tfi(扩(t)) + 1/*(旷(Ax* (t) 一 b)
i=l 

=fo(劣气功) + (阶)艺V轨(-fi(乞食(t))f fi(x*(t)) 
i=l 

= fl巾*(t)) 一 (ljt) 汇肉，
i=l 

其中 Oi 是白的度。在上面最后一行，我们利用了对任意的 ν 〉ι0 成立 νT\lψi(Y) = 肉，

从而得到

λi(t)T Ii{x*(t)) = -8dt, i = 1,…, m. (11.43) 
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因此，如果定义

0= L二 Oi，
i=l 

那么原可行点 x*(t) 和对偶可行点 (λ气功 1 川(t)) 之间的对偶间隙就等于否jt。这正好和

标量情况一样，除了用否，相应锥的广义对数度之和，替换了不等式的数量 m。

例 11.8 二阶锥规划。我们考虑变量工 ξR7t的二阶锥规划问题

minimizc fT X 

subject to IIA♂+ bdl2:::;; c;x + di , i = 1,... ,m 
(1 1.44) 

其中 Ai ε Rmm. 我们已经在例 1 1.6 中看到，函数

ψ(y) = log (Y~+l …会)
是 R7>十1 中二阶锥的广义对数，度等于 2。相应的问题 (1 1.44) 的对数障碍函数是

仰) = - L log((c;川 d;)2 - II AiX叫II~) , (11.45) 
i=1 

domrþ = {x I IIAiX 十 M2 < c'[ x + d;, i = 1，… ， m}。中心路径的最优性条件为 tf + 

vrþ(x*(t)) = 0，其中

JE飞 l
vrþ(x) = -2)丁 LT _ I ..J、空 IIA.-I l... ii2 ((c; x + 仇)ct-A'[(A♂+仇)).

令 αi = (C'[x*(t) + di )2 - IIAix*(t) + bil后，由上式可得

z;(t)= -LA矿(t) + bi) , 
.… 

是对偶问题

叫(t) = 圣(c'[x*(们仇)，
·… 

maxJmlze 一艺(bTzi+ d州)

‘ =1 

subj创t to 汇(A;zi + CiWi) = f 
i = 1 

II zill2 运 ωh t=1,… ,rn 

的严格可行点。而 x*(t) 和 (z气功，旷 (t))的对偶间隙是

艺 ((Aix*(川

这符合一般公式百jt ， 因为仇 =2。

4= 1,…,m 
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例 11.9 不等式形式的正半定规划。我们考虑变量 zεRn 的正半定规划问题

minimize CT X 

subject to F(x) = XIF1 + … + xnFn + G -< 0, 

其中 G， Fl ，…，凡 εSP。对偶问题是

rnaximize tr( G Z) 
subject to tr(FiZ) + Ci = 0 , 

Z>-O 

4=1，…， η 

利用正半定锥 S~ 的广义对数 logdetX，可以得到障碍函数〈对于原问题〉

φ(X) = logdet(-F(x)- l) , 

dom 4> = {x I F(x) -< O}。对于严格可行的笃，函数 φ 的梯度等于

θ4>(x) 
飞丁一= tr(-F(x)-l町，
口中 ，

据此可确定刻画中心点的最优性条件

tCi + tr(-F(x*(t)) - l Fi) = 0, 

因此短阵

tz l，…， π， 

i = 1γ. . , n. 

ZW)=:(-F川))-1
是严格对偶可行的，相应的 x*(t) 和 Z会 (t) 的对偶间隙是 p/t。

1 1.6.2 障碍方法

我们已经看到中心路径的关键性质可以推广到广义不等式问题。

. 573 . 

·计算中心路径上一点需要在等式约束下极小化一个二次可微的凸函数(可以采用

Newton 方法求解)。

·对每个中心点 x*(t) 可确定一个对偶可行解 (λ气功 ， v*(t)) 及其相应的对偶间隙

百jt。特别是， x*( t) 至少是否jt-次优解。

这表明，我们可以完全采用 911 .3 描述的障碍方法求解问题 (11.38)。从 x*(t(O)) 开始求

得其对偶间隙为 ε 的中心点，所需要的外部迭代(或中心步骤〉的总次数等于

log(百j (t(O) c)) 

log μ , 

加上一次初始中心化步骤。这个结果和标量情况相应结果之间的唯一差别在于用百代

替刑。
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阶段 1 和可行性问题

在 911.4 描述的阶段 1 方法可以很容易地推广到广义不等式问题。对 4=1，…， m , 

用 ei >-K. 0 表示给定的 Ki-正定向量。为了确定等式和广义不等式

h(x) 三Kl 0, … , fL (x) 主Km 0, Ax = b 

的可行性，我们求解变量 z 和 s E R 的问题

口llillilllze s 

subject to fi(x) 主Ki Sei , 
Ax=b 

í = 1,…,m 

同普通不等式情况完全一样，上述等式和广义不等式的可行性由最优值F 决定。当 F
为正数时，任何具有正目标函数值的对偶可行解都可以用以证明这组等式和广义不等

式的不可行性(见第 232 页)。

11.6.3 例子

一个小规模的二阶锥规划问题

我们求解二阶锥规划问题

minimize fT X 

subject to IIAix + bill2ζcfz+ 码， í = 1，…，刑，

其中 zεR50 , m = 50 , Ai ξR5X50。在保证原对偶问题严格可行以及最优值 p* = 1 的

前提下随机产生问题实例。从中心路径上其对偶间隙等于 100 的点工(0) 开始。

采用障碍方法求解问题，障碍函数为

忡忡 - 2二 log ((cT x + 也)2 _ 
IIAix + bi II ~) 

i = l 

用 Ncwton 方法求解中心点问题，选择和 911 .3 .2 节例子相同的算法参数:回溯参数

α = 0.01 ， β= 0.5，停止准则 λ(x)2j2 运 1040

图 11.15 显示对偶间隙和累计 Newton 法代次数之间的关系。这些曲线与图 11.4

和图 11.6 分别给出的线性规划和儿何规划的同类曲线非常相似。我们看到，每次中心

点步骤所需要的 Newton 迭代次数近似为常数，因此对偶间隙随选代次数增加而近似

线性地收敛。同样，对于这个例子，只要 μ 值不小于 10 或附近的数，那么 μ 的选择对

总的 Ncwton 迭代次数就没有多少影响。同线性规划和几何规划的例子一样， μ 的合理

选择是在 10 rv 100 的范围内，相应的总的 Newton 选代次数在 30 左右(见图 11.16) 。
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主重

量 10-2

1Æ 
10-也

10-6 μ=50 ' μ罩 200 μ， 2 

。 20 40 60 80 
)Iewton 近代次数

图 11.15 用障碍方法求解一个二阶锥规划问题的选代情况，显示对偶间隙和累计 Newton 法

代次数之间的关系。
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图 11.16 对于一个小规模的二阶锥规划问题，选择参数 μ 的不同数值产生的不同影响。纵轴

表示将对偶间隙从 100 压缩到 10-3 所需要的总的 Newton 法代次数，横轴表示 μ 值。

一个小规模的正半定规划问题

我们另一个例子是正半定规划

minimize cT x 
n 

subject to L x iFi + G 主 0，
i=l 

(11.46) 

其中变量 zε RIOO ， Fi E 8100 , Gε 8100。在保证原对偶问题严格可行以及最优值

扩 = 1 的前提下随机产生问题实例。初始点在中心路径上，其对偶间隙等于 100。

我们采用障碍方法求解该问题，对数障碍函数为

忡忡一 logd叫 一艺zAJ
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图 11.17 显示分别采用三个 μ 值的障碍方法进展情况。注意该图曲线与图 l口1.4

图 1口1.6 和图 l口1. 1臼5 分别给出的针对线性规划，几何规划和二阶锥规划的曲线之间的相

似性。同别的例子一样，只要参数 μ 不是太小，它对求解效率就没有多少影响。图 11.18

显示了将对偶间隙压缩到初始值的 1/105 所需要的 Newton 选代次数和 μ 之间的

关系。

2 
0
υ
 

l 

μ= 150 'I μ=50 

10" 

草草

草 10-2
斗F
I?< 

10-< 

10-6 

。 20 40 60 80 
Newton 送代次数

100 

图 11.17 用障碍方法求解一个小规模正半定问题的迭代情况，显示对偶间隙和累计 Newton

迭代次数之间的关系。所给出的三条曲线分别对应三个 μ 值: 2, 50, 150。
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图 11.18 对于一个小规模正半定规划问题，选择参数 μ 的不同数值产生的不同影响。纵轴表

示将对偶间隙从 100 压缩到 10-3 所需要的总的 Newton 送代次数，横轴表示 μ 值.

一族正半定规划问题

本节考察问题维数改变时障碍方法的性能变化情况。我们考虑下述形式的一族正

半定规划问题
minimize 1 T X 

(11 .47) 
subject to A + diag(x) 兰 0，
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其中变fil .r ε Rn ， 参数 A E Sn。矩阵 A 由以下方式产生.对 i ~ j，从独立的 λ1(0， 1)

分布中随机产生系数 Aij。对 i < j ， 我们令 Aij = Aji' 因此 Aξ S吨。然后我们通过对

A 规也化使其(谱f)范数等于 1 。

算法参数为 μ= 20，小心点步骤参数和上面的例子一样:回溯参数 α= 0.01 ， β= 

0.5. 停止准则 λ(x)2/2 运 10-5. 初始点为 t(O) = 1 ( 即对偶间隙为川的中心点。当对偶

间隙压缩到其初始值的 1/8000 时，即在完成三次外部法代后，算法终止。

因 11.19 显示维数分别为 η - 50.η= 500 和 n = 10∞的三个问题的对偶间隙和

法代次数之间的关系。这些曲线和其他例子的曲线非常相似，和线性规划问题的曲线也

非常相似。

10' 

篮

量旷
·四

n=50η=50o In= 1000 
10- r.~ 

o 10 20 30 40 50 
Newton 迭代次数

圄 1 1.19 用障碍方法求解4个随机产生形如问题 (1 1.47) 的不同维数的正半定规划l问题的进

展情况. 曲线显示对偶间隙和祟计 Ncwton 迭代次数之间的犬系.每个问题的变量数是 h

为了考察问题规模变化对所需要的 ~ewton 法代次数的影响，我们在 η= 10 到

n = 1000 之间选择 20 个饲值，对每个 n 值随机生成 100 个问题实例。我们用障碍方

法求解这 2000 个问题，并记录所帘耍的 Newton 法代次数。计算结果总结在图 11.20

巾，嵌图对每个 η 给出了 Newton 法代次数的均值和标准差。曲线和图 11.8 给出的线

性规划的相应曲线非常相似。特别是，尽管问题维数增长为初始值的 100 倍，所需要的

Ncwton 迭代次数却增长得很慢，从大约 20 次送代增加到 26 次左右。

11.6 .4 基于自和谐性质的复杂性分析

本节我们将普通不等式问题障碍方法的复杂性分析 (见 ~1 1.5节〉推广到广义不等

式问题。我们己经看见外部选代次数为

log(百/t(O) f.) 
log μ 
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图 1 1.20 对问题维数 n 的 20 个数值，求解每个数值随机产生的 100 个正半定规划问

题 (1 1.47)，所需要的 Newton 迭代次数。对每个 η，过均值的误差线段表示标准差。当问题维

数的变化比值为 100:1 时，所需要的平均 Newton 选代次数的增量非常小。

加一次初始中心点步骤。还要确定的是每次中心点步骤所需要的 Newton 迭代次数的

上界，我们将利用自和谐函数 Newton 方法的复杂性理论解决该问题。为方便讨论，我

们将把初始中心点步骤的计算量排除在外。

我们提出和 311 .5节相同的假设:对所有的 t 注 t(O) ， tfo + φ 是闭的自和谐函数，井

且问题 (1 1.38) 的水平子集有界。

例 11.10 二阶锥规划。函数

一ψ(x) =叫zLI-去;)
是自和谐的(见例 9.8)，因此对数障碍函数 (1 1.45) 满足二阶锥规划 (1 1.44) 的闭和自和谐

假设。

例 11.11 正半定规划。用 logdetX 作正半定锥的广义对数可以满足正半定规划的自和

谐假设。例如，对于标准形式的正半定规划问题

minimizc tr(CX) 

subject to tr(AiX) = bi , i = 1,… ,P 

X>- 。

其中变量为 Xεsn，对于任何 t(O) ;;:,: 0 函数 t(O) tr(CX) - logdctX 是自和谐的(也是闭

的〉。

我们将看到，和标量情况完全一样，有

μtfo(♂(t))+ <þ(扩(t)) 一 μtfo(x*(μt))- <þ(♂(μt) ) ζ()(μ-1 一 logμ). (1 1.48) 
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因此，当自和谐和有界水平子集条件成立时，每次中心点步骤所需要的 Newton 法代次

数不会超过
rJ(μ-1 一 logμ)+c，

γ 

和应用障碍方法求解普通不等式问题一样。一旦建立了基本的上界 (11 .48)，广义不等

式问题的复杂性分析就和普通不等式问题的分析相同。唯一不同的一点是:否是锥的度

之和，而不是不等式的数目。

对偶锥的广义对数

我们利用共辄性证明上界 (1 1.48)。令 ψ 为正常锥 K 的广义对数，度为 00 ( 凸〉函

数 -ψ 的共辄为

(一ψ)*(v) = sup (VT也十 ψ(u)) . 

这是凸函数，定义域为一K* = {叫 v -<K' O}。定义否为

否(v) = -(-ψ)* (一υ) 军 i~f (VT u - ψ(u)) , dom否= ÎntK气 (11.49)
u 

函数 lF 是凹的，它实际上是对偶锥 K* 的广义对数，具有相同的参数。(见习题 11.17) 。

我们称 'Iþ 为广义对数 ψ 的对偶对数。

从式 (1 1.49) 可得到对任何也>-K 0 , 'U >-K* 0 都成立的不等式

平(v) + ψ(u) 运 7.17v, (11.50) 

其等式成立的充要条件是 Vψ(u) = v (或等价为 \l1þ(v) = u)o (这个不等式就是 Young

不等式在凹函数情况下的变形。〉

例川二阶锥铠。二阶锥有广义对数如圳ψ圳(忡叫Z42L+l - 主全Z?才).μ，ιd叫 = {←xEζd配v俨叫忖川1 I 

句+ρ ( 主去Z?斗扩扩俨y/户1旷仰1/2}.ρ2 

否矶ω阳(ωωνω)忡=咔+1-广一 兰辛杂剖d斗;才)+刊…2卜川一巾b问g4

domψ= {v E RP+1 I 如> (主d)1/2)(见习题 3.3叫略常数项它和二阶锥的原
广义对数相同。

例 11.13 正半定锥。定义域为 domψ 罩 S~+ 的 ψ(X) = logdetX 的对偶对数是

ψ(Y) = logdct Y + p, 

其定义域为 domψ· = S~+ (见例 3.23)。再次看到，忽略常数项它是同样的广义对数。
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导出基本上界

为简化符号，我们将 x*(t) ， x*(μt) ， 将 (t) 和♂(t) 分别简写为 ιz+ ， λt 和1/ 0 由

t入也=\7轨(-fi(x)) (见式 (1 1.42)) 和性质 (1 1.43) 可推得

ψ'i(-fi(x)) + 'lh(tλi) = -t入了fi(x) = 肉， (11.51) 

即对于 u = -fi(X) 和。 = t机不等式 (11.50) 成为等式。对于 u = -fi(x+) 和 v= μt人，

同样的不等式给出
ψi(-fi(x+)) +'lh(μtÀi) ζ 一μtλr fi(X+), 

利用玩的对数齐次性，上式可变成

ψ'i(-fi(x+)) + 'lþi(t沁) + Oi logμ 《 一μt入了fi(X+ ).

用该式减等式 (1 1.51) 可得

一ψi(-fi(x)) + ψi(-fi(x+)) + Oi logμζ -Oi 一 μtλr fi(x+) , 

再关于 4 求和可产生

仰)一 φ(x+) + 百log J.L ~ -0- μt汇入了fi(X+) . (1 1.52) 
i=l 

根据对偶函数的定义我们也有

!o(x) - Ojt = g(入， ν)

~ fo{x+) + 艺λr fi(x+) + I/T(Ax+ 一 b)
i=l 

=fo(x+) +汇入口(x+)
i = l 

用 μt 乘这个不等式并将其和不等式 (11.52) 相加，可以得到

<þ(x) 一 if>(x+ ) + 百logμ+μt!o(x) 一 μ百 ζμtfo(x+) - 百，

将其重新排列可得

μtfo(x) + if> (x) 一 μtfo(x+) - if>(x+) 运百(μ - 1 - 1ogμ) , 

这就是我们所需要的不等式 (11.48) 。

11.7 原对偶内点法

本节描述基本的原对偶内点法。该方法和障碍方法非常相似，但也有一些差别。
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· 仅有一层迭代，即没有障碍方法的内部迭代和外部迭代的区分。每次选代时同时

更新原对偶变量。

· 通过将 Newton 方法应用于修改的 KKT 方程 (即对数障碍中心点问题的最优性

条件〉确定原对偶内点法的搜索方向。原对偶搜索方向和障碍方法导出的搜索方

向相似，但不完全相同。

· 在原对偶内点法中，原对偶法代值不需要是可行的。

原对偶内点法经常比障碍方法更加有效，特别是需要高精度的场合，因为它们可以

展现超线性收敛性质。对于若干类基本问题，比如线性规划，二次规划、二阶锥规划，几

何规划以及正半定规划，特定的原对偶方法在性能上优于障碍方法。对于一般的非线性

凸优化问题，原对偶内点法依然是一个很有希望的活跃的研究课题。原对偶内点法相对

障碍方法所具有的另一个优点是，它们可以有效处理可行但不严格可行的问题 (尽管我

们不追求这样的能力 ) 。

本节我们将介绍求解问题 (1 1.1) 的基本的原对偶内点法，但不进行收敛性分析。读

者可以阅读参考文献了解原对偶内点法及其收敛性分析的更详尽内容。

11.7.1 原对偶搜索方向

如同障碍方法，我们从修改的 KKT 条件 (1 1. 15) 开始，该条件可以表述为

Tt(笃， λ， ν) = 0，其中

Tt(X， λ ， ν) = 

"V fo(x) + Df(x)T入十 ATv

一 diag(λ)f(x) 一 (1ft)1

Ax - b 

, (11.53) 

并且 t>O。此处的 f: Rn → Rm 和它的导数矩阵 Df 由下式给出，

h(x) "V h(x)T 

f(x) = 
... 

, Df(x) = 

fm(x) "V fm(x)T 

如果 z、入、 ν 满足 Tt (笃， λ3 ν) = 0 (并且 fi(X) < 0) ，则 x = x*(t) ， λ = ).*(t) ， ν = ♂(t) 。

特别是 ， x 是原可行的，入， ν 是对偶可行的，对偶间隙为 mft。我们将 Tt 的第一块构件

Tdual = "V fo{x) + Df(xf入 +ATV

称为对偶残差，将最后一块构件 Tpri = Ax - b 称为原残差。将中间构件

T ccnt = - diag(λ)f(x) 一 (1ft) 1
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称为中心残差，即修改的互补性条件。

现在让我们固定 t， 考虑从满足 f(x) -< 0，入 >-0 的点(尘，入， ν) 开始求解非线性方

程 rt(尘，入， ν)=0 的 Newton 步径(与 31 1.3.4不同，这里不首先捎去 λ〉。我们将当前点

和 Newton 步径分别记为

ν=(尘， λ， ν) , ð.y = (ð.x , ð.入，ð.ν).

决定 Newton 步径的线性方程为

rt(Y + ð.y) ~ rt(ν) + Drt(Y)ð.y = 0, 

即 ð.y = -Drt(ν)-lrt(ν)。基于 X， 入和 ν，我们有

m 

的。(X) + 汇机与(X) Df(x)T AT ð.x rdual 
i=l Aλ (11.54) 

- diag(λ)D f(x) - diag(J (x)) 。

A 。 。
I I ð.ν rpri 

所谓原对偶搜索方向 Aνpd = (ð.Xpd , ð.入pd ， ð.νpd) 就是式 (11.54) 的解。

原搜索方向和对偶搜索方向通过系数矩阵和残差而互相搞合。例如，原搜索方向

ð.Xpd 依赖于对偶变童入和 ν 以及原变量劣的当前值。还要看到，如果尘满足 Ax = b, 

即原可行性残差计prt 等于 0，那么就有 Að.Xpd = 0，此时ð.Xpd 是一个(原)可行方向:

对任何 s ， X + Sð.Xpd 都将满足 A(x + S ð.Xpd) = b。

和障碍方法搜索方向比较

原对偶搜索方向和障碍方法搜索方向有紧密的联系，但并不相同。我们从定义原对

偶搜索方向的线性方程 (11.54) 开始，利用下面的表达式消去变量 Aλpd'

Aλpd = - diag(f (x)) - l diag(λ)Df(x) ð.Xpd + diag(J (x)) - lr四川，

该表达式来自方程的第二部分。将上式代入方程的第一部分得到

Hpd AT I I ð.Xpd 

A 0 I I ð.ν'pd 

一

rdual + D f(x)T diag(J (x) )-lrcent 

rpri 

vfo(2)+wd」-vh(们 ATv
主t -fi(劣)

r n ,.i prt 

(11.55) 
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其中
m 押E 、

Hpd = V 2 !o(X) +艺机飞(x) +汇斗仨V fi(x)V !i(xf. (1 1.56) 

我们可以将式 (11.55) 和方程 (11.14) 进行比较，后者定义了障碍方法中参数为 t 的中

心点问题的 Newton 步径。该方程可以写成

其中

Hbar AT I I 6Xbar 

A 0 lIbar 
一-- t'1 fo(x) + 飞7cþ(x)

rpri 

tVfl。但) + ) :一土，"=\ Vfi(x)
- _ I 住一fi(x)

rpri 

m 
qT「 1 。 r「 1 ，F

H bar = tV~ fo(x) + ) :一一'_\ V~ fi(x) + ) ~一一亏'1 fi(X)V fi(X)1 . 
云~ -fi(x) 也三:川l

(11.57) 

(11.58) 

(这里我们给出的是不可行 Newton 步径一般表示-如果当前点 z 是可行的，即

rpri = O. 则 6Xb缸和式 (11.14) 定义的可行的 Newton 步径 6Xnt 一致。〉

我们首先看到，方程 (1 1. 55) 和方程 (11.57) 这两个系统非常相似。式 (1 1.55) 和

式 (11.57) 的系数矩阵有相同的结构;确实，矩阵 Hpd 和 Hbar 都是矩阵

'12 fo(x) , V2fI (x),…, V2 fm(功， V ft(x)V h(x)气… ， '1 fm(x) '1 fm(xf 

的正的线性组合。这意味着可以采用同样的方法计算原对偶搜索方向和障碍方法

Newton 步径。

原对偶方程 (11.55) 和障碍方法方程 (11.57) 之间还有更多的联系。假定我们用方

程 (11.57) 的第一部分除 t. 并定义变量 Aνbar = (1/t)νbar 一 ν(其中 ν 是任意的).就

可得到

(1/t)Hbar AT 

A 0 

6Xbar I I V!o(x) + (1/t) 艾一土-::\V fi(x) + AT v l ι于一fi(x)
6l1b缸 I I l=~ 

'pn 

在这个形式中，右边项和原对偶方程〈对于相同的 x， λ 和川的右边项相同。系数矩阵

只有 1 ， 1 块不同:

Hpd =的。但)+艺λzV2hh)+EJ仨V fi(x)V fi(X户，

(l/t)Hb缸=泸州x) +了 -L-v2f(z)+了 1 丁叼(x) '1fi(xf
立了 一tfi(X) v Jt 云:川忖

当 z 和 λ 满足 -fi(X)入i = 1/t 时，系数矩阵，从而搜索方向，完全相同。
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11. 7.2 代理对偶间隙

在原对偶内点法中，法代点 z(k) ， λ(k) 和 Iß) 在收敛到极限值以前不一定是可行

的。这意味着我们不能像在障碍方法中(经过外部迭代〉那样很容易地估计第 k 次选代

后的对偶间隙 η例。为此我们对任何满足 f(x) -< 0 和 λ 兰 0 的 z 定义代理对偶间隙

作(尘，入) = -f(xfλ (11.59) 

如果 z 是原可行的， λ， ν 是对偶可行的，即如果 rpri = 0 和 rdua! = 0，那么代理对偶
间隙命就是对偶间隙。注意对应于代理对偶间隙命的参数 t 的数值是 m/币。

11.7.3 原对偶内点法

现在我们可以描述基本的原对偶内点算法。

算法 11.2 原对偶内点法。

给定尘满足 Jt (x) < 0,"', fm(x) < 0 ， λ>- 0， μ> 1. t:'fea.s > 0， ε> o. 
重复

1.确定 t. 令 t '=μm/命。

2. 计算原对偶搜索方向 ßYpd 。

3. 直线搜索和更新。

确定步长 s> 0 ， 令 Y := Y + SßYpd o 

亘到 Ih川 112 运 εfea.s' IIr dual 1l 2 运 εfeæ;和作运 ε。

在步骤1，参数 t 被设置为因子 μ 乘以 m/叶，这是和当前的代理对偶间隙币对应的 t

值。如果 ι 入和 ν 是参数 t 对应的中心点(因此对偶间隙为 mjt) ， 那么我们在步骤 1

将 t 值增长为它的 μ 倍，这和障碍方法中的更新完全一样。参数 μ 的取值在 10 的数量

级看上去能够很好地工作。

原对偶内点算法的终止条件是， x 是原可行的，入和 ν 是对偶可行的(都在阁值

Efe陋的范围内)，并且代理对偶间隙小于阔值 ε。因为原对偶内点法经常具有超线性收

敛性，通常选择较小的 Efe部和正。

直线搜索

原对偶内点法的直线搜索是标准的基于残差范数的回溯直线搜索，其中进行了一

些修改以保证 λ>-0 和 f(x) -< 0。我们用 ιλ 和 ν 表示当前途代点，用 x+、入+和 ν+

表示下一个法代点，即

x+ = X + SßXpd，入+=λ+sßλ肘， v+ = ν+ SßVpd' 

在 ν+ 处的残差用 r+ 表示。
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我们首先计算满足 λ+ 兰 0 且不超过1的最大的正步长，即

srn缸 = sup{sε[0， 1] 1 λ+sð.入主 O}

= IDin {1, IDin{-λ/ð.儿 I ð.λ<O}}.

我们从 s = 0.99smax 开始回溯，反复用 βε (0， 1) 乘 s 直到 f(x+) -< 0。然后我们继续
用 3 乘 s 直到

11η (x+ ， λ+ ， ν+ )112 ~ (1 一 αs) lIrt(x ， λ ， ν) 112. 

通常采用和 Newton 方法相同的回溯参数 α 和 β:α 的典型选择范围为 0.01 到 0.1.而

β 的典型选择范围为 0.3 到 0.8。

原对偶内点法的一次选代和用不可行 Newton 方法求解 rt怡， λ， ν) = 0 的一次选代

相同，但是作了一些修改以保证 λ>-0 和 f(x)-<O C或者，等价地说，将 domrt 限制

于 λ>-0 和 f(x) -< 0)。采用证明不可行 Newton 方法收敛的同样理由，可以说明原对

偶方法的直线搜索总会在有限次迭代后停止。

1 1. 7.4 例子

我们用 311 .3 .2 节考虑的相同问题来说明原对偶内点法的性能。唯一不同的区别在

于初始点选择不同。在 311. 3 .2 节我们从中心路径上一点开始选代。现在我们随机产生

满足 f(x) -( 0 的 2(0) ，并取 λjO)= -1/h估价)).以此为起点开始原对偶内点法，相应

的初始代理间隙等于作= 100。我们在原对偶内点法中使用的参数为

μ= 10, ß = 0.5 ， ε=10-83α = 0.01 

小规模线性规划和几何规划l

我们首先考虑 311 .3. 2 节的小规模线性规划问题，其不等式数目 m = 100，变量数

目 η= 50。图 1 1.21 显示原对偶内点法的途代过程。两个曲线表示:代理间隙币和原对

偶残差范数

rc，ω = (11r pri II ~ + Ilr duall l~) 1/2 

与迭代次数的关系。 (初始点是原可行的，因此曲线表示的仅是对偶可行性残差范数。〉

曲线表明残差很快地收敛于 0，并在 24 次迭代后精确等于 0。和障碍方法相比，原对偶

内点法更快，在要求高精度时更是如此。

图 11. 22 显示用原对偶内点法求解 311 .3 .2 节考虑的几何规划问题的迭代过程。收

敛情况同线性规划的例子类似。

一族线性规划l问题

现在我们以 311 .3.2节考虑的一族标准线性规划问题为对象，考察原对辑方法的性

能和问题维数之间的函数关系。我们用原对偶内点法求解 2000 个实例，其中每个 m



. 586 . 11 内点法

10' 10' 
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10-2 

1(Y' 

10-6 

! 10-5 

6了''''' 10-" 

10-10 

10-8 

10 10 

U 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30 
迭代次数 迭代次数

图 1 1.21 用原对偶内点法求解一个线性规划问题的迭代过程，显示代理间隙命和原对偶残差

范数与法代次数的关系。残差在 24 次迭代内很快地收敛于 0; 代理间隙也在 28 次选代后收敛

于一个很小的数。原对偶内点法比障碍方法收敛得更快，在要求高精度时更是如此。

10- '. 
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呗"" 10-
4 210• 
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o 5 10 15 20 25 - - 0 5 10 15 20 25 
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图 11.22 用原对偶内点法求解一个儿何规划问题的迭代过程，显示代理对偶间隙命和原对偶

残差范数与法代次数的关系。
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图 1 1.23 求解随机生成的不同维数的标准线性规划问题所需要的迭代次数，其中 n = 2rn. 每

个维数生成 100 个实例，过均值的误差线段表示标准差。当问题维数的变化比值为 100: 1 时，

所需要的法代次数近似对数的增长。
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值对应 100 个实例。原对偶算法初始点为 x(O) = 1 ， λ(0) = Lν(0) = O. 终止误差阙值
ε = 10-8。图 1 1.23 显示每个 m 值对应的法代次数的均值和标准差。运代次数从 15 增

加到 35. 近似为 m 的对数。和图 11.8 显示的障碍方法的相应结果比较，虽然我们从不

可行点开始迭代原对偶方法，并且问题的求解精度高很多，但迭代次数的增加却很少。

11.8 实现

障碍方法的主要工作是为中心点问题计算 Newton 步径，为此需要求解下述形式

的一组线性方程，

其中

H Al' 

A 0 
.ð.xnt 

Vnt 

9 
o I ' 

二LIA
H= t'v2fo(x) + 了一一~ \7 fi(x) \7 fi(xf + 了一一，_. \72元(x)

主~ fi(X)2 v Jt\""J V Jt 主了 -fi(x)

g=t\7 fo(x) +艺J六\7fi(x)

(11.60) 

原对偶方法的 Newton 方程具有完全相同的结构，因此本节的讨论也适用于原对偶方

法。

式 (11.60) 的系数矩阵具有 KKT 结构，因此 S9.7 节和 310.4节的讨论在这里都适

用。特别是，可以用消元法求解方程，以及利用像稀疏性或对角加低秩这些结构。下面

我们给出一些具有一般性的例子，对这些例子可以利用 KKT 方程的特殊结构更加有效

地计算 Newton 步径。

稀疏问题

如果原问题是稀疏的，就是说目标函数和每个约束函数仅依赖较少数目的变量，那

么目标函数和约束函数的梯度与 Hessian 矩阵都是稀疏的，因此系数矩阵 A 也是这样。

倘若 m 不是太大，则矩阵 H 很可能是稀疏的，从而可用稀疏矩阵方法计算 Newton 步

径。当 KKT 矩阵仅有少数较稠密的行和列时，例如，等式约束很少而变量很多时就会

发生这种情况，稀疏矩阵方法可能取得很好的效果。

可分目标函数和少数线性不等式约束

假设目标函数是可分的，并且仅有较少的线性等式和不等式约束。此时 V勺。但)是

对角阵，而 \72fi(x) 不存在，因此矩阵 H 是对角加低秩矩阵。由于很容易计算 H 的逆

矩阵，我们可以非常有效地求解 KKT 方程。只要飞72fo(x) 很容易求逆，例如，带状、

稀疏或分块对角矩阵的情况，就可以应用同样的方法。
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11.8.1 标准形式线性规划

我们首先讨论用障碍方法求解标准形式线性规划

nu >
-

2 ·hu --
27 JK 

e
ω
 

。
"

··AAru 

m

时

叫
同
配
问

的实现问题，其中 Aε Rmxn。中心点问题
n 

minimize tcT x - 2二 logxi

subjcct to A:τ =b 

T Ao q," 

盼
A

a 
为

d

程方n o w e N 
的

ßXnt I I -tc+diag(x)-ll 

Vnt I I 0 

通常通过消去 ßXnt 求解该方程。从第一个等式可得

ßXnt = diag(x)2(…tc + diag(x)-ll - AT 
Vnt) 

= -tdiag(x)2c + X 一 diag(x)2AT 
Vnt 

将其代入第二个方程得到

A diag(x? AT 
Vnt = -tA diag(x)2c + b. 

根据假设 rankA = m，所以稀疏矩阵是正定的。另外，如果 A 是稀疏的，则

Adiag(x)2 AT 通常也是稀疏的，因此可利用稀疏矩阵的 Cholesky 因式分解求解。

11.8.2 .e1-范数逼近

考虑 (1-范数逼近问题

minimize IIAx - bl1 1 

其中 A E Rmxn。我们将讨论 m 和 η 很大，但 A 有特殊结构 (例如稀疏矩阵〉情况下

的实现问题，并和对应的最小二乘问题

minimize IIAx - b l l~ 

的计算成本进行比较。

我们首先引入辅助变量 νεRm，将 .e1-范数逼近问题表述为线性规划问题

. . . 
l T y 

A -1 1 r x 1 b 
<

-A -1 I Iν| 一 I -b 

自lmlmlze

subject to 
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其中心点问题的 Newton 方程为

其中

以及

A T -AT 

-1 - 1 

D1 0 

o D2 

D 1 = diag(b - Ax + y)-2 , 

A -[ 

-A - [ 

AZYIt|lA2191 -_-
ðYnt I I 92 

D2 = diag(-b + Ax + ν)-2 

91 = diag(b - Ax + ν)-11 一 diag(…b+Ax+ ν)-1 1

92 =t1 - diag(b - Ax + ν)-1 1 - diag(-b + Ax + y)-11. 

如果把左边的系数矩阵相乘，可以将其简化为

AT(D1 十 D2)A -AT(D1 - D2) 

一(D1 - D2)A D 1 + D2 

消去 ðYnt 可以得到

ðXnt 

ðYnt 

A T DAðXnt = _AT 9 

其中

AT91 

92 

D = 4D1D2(Dl + D2) -1 = 2(diag(ν)2 + diag(b _ Ax)2)-1 

以及

9 = 91 + (Dl 一 D2)(D1 + D2)-1 g2 . 

求得 ðXnt 后，我们可以从

ðYnt = (Dt + D2)-1(_g2 + (D1 - D2)Aðxnt) 

得到 ðYnt。值得注意的是，式 (11.61) 是加权最小二乘问题

minÎmÎze II D1/2(Aðx + D-19)112 

. 589 . 

(11.61 ) 

的正规方程。换句话说，求解 [1-范数逼近问题的成本等于求解相同矩阵 A 的规模较

小的加权最小二乘问题，不过该问题的权在每次迭代后会发生变化。如果 A 的结构

使我们能够快速求解最小二乘问题(例如，利用稀疏性)，那么我们就能够快速求解

式 (1 1.61) 。

11.8.3 不等式形式的正半定规划

我们考虑正半定规划问题

江lÏnimize cT x 
n 

subject to L Xi月 +G 三 0
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其中变量 zεRn，参数 F1 γ ，凡， G E SP。采用对数·行列式障碍函数，相应的中心点

问题是

minimize tcT x - log det I 一艺 xiFi - G 
i=l 

Newton 步径ð.xnt 由等式 Hð.xnt = -g 确定，其中 Hcssian 矩阵和梯度由下式给出，

Hij = tr(S-lFiS-1月)， i , j = 1,… ,n 

如 = tc;_ + tr(S-l 月)， i = 1,… , n , 

其中 S= - 2二句Fi - G. 标准做法是先计算 H(和 g) ， 然后通过 Cholesky 因式分解

求解 Newton 方程。

我们首先考虑无结构的情况，即假定所有矩阵是稠密的。我们将只分析浮点运算量

关于问题维数 η 和 p 的阶数。我们首先计算 S， 其成本为叩2。然后对每个 t 计算矩阵

S-1 Fi， 具体做法是先对 S 进行 Cholesky 因式分解，然后后向代入 Fi 的各列求得所需

矩阵(或者计算 S-1 再用 Fi 相乘)。对每个 4 该计算量为剖，因此总成本为叩3。最

后，我们计算矩阵 S-IFi 和 S-l乌· 的内积 H勺，其成本为护。因为我们要对 n(n+ 1)/2 

对矩阵进行计算，所以成本为 n2p2。计算 Newton 方向的成本为川。所以主导阶数为

max{ np3 , n2p2 ， η3} 。

一般情况下，即使矩阵 R 和 G 是稀疏的，也不太可能利用 R 和 G 的稀疏性，因

为 H 通常是稠密的。 一种例外情况是巧和 G 具有共同的分块对角结构，此时上面描

述的所有运算可以分块进行。

通常可以利用 R 和 G 的(共同的〉稀疏性更有效地计算(稠密的) Hessian 矩阵

H。如果我们能够找到导致 S 具有合理的稀疏 Cholesky 因子的次序，我们就可以有效

地计算 S-1 Fi， 从而用有效得多的方式计算 Hij 。

经常出现的一个有意义的例子是具有下述矩阵不等式的正半定规划问题

diag(x) -< B. 

这对应于 Fi = Eii' 其中 Eii 是 2'l 元素为 1 其他元素为 0 的矩阵。这种情况下可以非

常有效地确定矩阵 H:
Hz3 = (s-1)33 

其中 S = B - diag(x)。此时计算 H 的成本等于计算 S-1 的成本，它至多(即没有其

他结构可利用〉是 d 阶的。

11.8 .4 网络比率优化

我们考虑 310.4.3 节(第 526 页〉描述的最优网络流问题的一种变形，有时被称为

网络比率优化问题。我们用 L 个弧或边组成的有向图描述网络。货物，或信息包，通过



11.8 实现 . 591 . 

边在网络上移动。网络支持 n 个流，它们的(非负的)比率町，… ， xn 是优化变量。每
个流沿着网络上一个固定的，或预先设定的道路 (或线路)从源结点向目标结点移动。

每条边可以支持多个流通过。每条边上的总交通量等于通过它的所有流量的比率之和。

每条边有一个正的容量，这是在它上面能够通过的总交通量的最大值。

我们可以用下面定义的流-边关联矩阵 Aε RLxn 描述这些边上的容量限制，

A;.; = tJ 一

1 流 j 通过边 4

0 其他情况。

这样就可以将边 i 上的总交通量写成 (Ax)毡，于是边容量约束可以用 Ax 主 c 表示，其

中 ci 是边 t 上的容量。通常每个道路只通过所有边中的一小部分，因此 A 是稀疏矩

阵。

在网络比率问题中道路是固定的(并作为问题的参数记录在矩阵 A 中);变量是流

的比率句。目标是选择流的比率使下面的可分效用函数 U 达到最大，

U(x) = U1(X t) + .. . + u;π (xn). 

我们假定每个叫 〈从而 U) 是四和非减的。可以把 Ui (均)视为通过以比率均支持第 4

个流产生的收入;于是 U(x) 是相应的流产生的总收入。网络比率优化问题可写成

. . U(x) 
(11.62) 

illa.xJ.illlze 

subject to Ax 二三 C, X ~二 。

这是一个凸优化问题。

我们用障碍方法求解这个问题。每步选代我们需要用 Newton 方法优化以下形式

的函数，
L n 

-tU(x) - ~二 log(c - AX)i - ~二 logxj
i=l j=l 

确定 Newton 步径.6.xnt 需要求解线性方程组

其中

(Do + AT D1A + Dz) .6.x nt = -g, 

Do = -tdiag(U{'(x) ,… , U~ (x)) 

D1 =diag(1/(c - Ax斤，… ， 1/(c - Ax)1) 

D2 = diag ( 1/ x~ ， . . . , 1/ x;) 

是对角矩阵，而 gεRπ。我们可以精确描述这个 η × η 系数矩阵的稀疏结构:当且仅当

流 4 和流 3 共享一条边时才成立
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(Do + AT DIA + D2)η 乒 O.

如果道路都比较短，而每条边只有较少的道路通过，那么这个矩阵就是稀疏的，因此其

稀疏的 Cholesky 因式分解可以被利用。当 Newton 系统的某些(不是很多)行和列稠

密时，我们也可以进行有效的求解。这种情况发生于仅有很少数的流和大量的流相交的

时候，如果比较长的流很少就可能出现这种情况。

我们也可以利用逆矩阵引理计算 Newton 步径，为此我们先求解具有 LxL 系数

矩阵的系统

(Dï 1 + A(Do + D2)-1 AT)y = -A(Do + D2)-lg, 

然后计算

ð.xnt =一(Do + D2)-1(g + AT y). 

这里我们也能够精确描述稀疏模式;当且仅当存在一条通过边 t 和边 j 的道路才成立

(Dï1 + A(Do + D2)-1 AT)ij 并 O.

如果大多数道路很短，该矩阵就是稀疏的。如果仅有很少瓶颈，即很多流都通过的边，

那么这个矩阵将是仅有少数稠密的行和列的稀疏矩阵。

参考文献

Fiacco 和 McCormick [FM90, 3 1. 2]详细描述了障碍法的早期历史。在 20 世纪 60 年代，该方

法和一些密切相关的技术，如中心点方法(Liêîí 和 Huard [LH66]; 也可参见习题 11.11) ，罚函

数(或外点)法 [FM90， !ì4] ，一起构成求解凸优化问题的常用方法。在 20 世纪 70 年代，自于担

心 t 很大时中心点问题 (1 1.6) 的牛顿方程的病态性质，对该方法的兴趣逐渐降低。

在 20 世纪 80 年代，自 Gill. Murray , Saunders , Tomlin 和 Wright [GMS+86] 指出障碍法与

Karmarkar 求解线性规划的多项式时间的投影算法 [Kar84] 的紧密联系后，该方法重新获得广

泛关注。在整个 20 世纪 80 年代，研究焦点始终聚集在线性(少量推广到二次〉规划问题，由此

产生了基本内点法的不同变形以及对最坏情况复杂性结果的各种改进(见 Gonzaga [Gon92]) 。

原对偶内点法是实际实现中涌现出来的算法(见 Mehrotra [Meh92] , Lustig, Marsten 和 Shanno

[LMS94] , Wright [Wri97]) 。

Nesterov 和 Nemirovski 在1994年的书中，利用自和谐函数牛顿法的收敛性理论，将线性规划内

点法的复杂性理论推广到非线性凸优化问题。他们也发展了广义不等式约束问题的内点法，并

且讨论了通过重新描述相应问题以满足自和谐假设的方式。例如，第 559 页对几何规划的重新

描述就是取自 [NN94， !ì 6.3.1] 。

正如在 558 页提到的那样，复杂性分析表明，同人们的预期相反，随着 t 的增加，障碍法的中心

点问题并不变得更加难解，至少在精确计算方面是这样。实际经验表明，在求解牛顿系统时，其

病态性质的影响远远没有早期预想的那么严峻，这一点也有理论结果的支持 (Forsgren ， Gill 和

Wright [FGW02, !ì4.3.2] , Nocedal 和 Wright [NW99, page 525]) 。
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近期对内点法的研究集中于将线性规划的原对偶法推广于非线性凸问题，同(原始的)障碍法相

比，原对偶怯收敛更快，并能达到更高的精度。除了遵循 ~1 1.7 描述的简单的原对偶法的路线，

一种常用方法是基于对标准形式凸优化问题，即问题 (11.1)，的修改的 KKT 方程进行线性化。

这种类型的更复杂的算法和算法 11.2相比在 t 的选择〈这是取得超线性渐进收敛的关键〉和直

线搜索方面均不相同。详细内容和更多文献可参考 Wright [Wri97, chapter 剖， Ra.lph 和 Wright

[RW97J , den Hcrtog [dH93J , Terlaky [Ter96J 以及 Forsgren ， GiIl和 Wright [FGW02，如]的综

述。

另外一些作者以锥规划框架为起点，将原对偶内点法从线性规划推广于凸优化 (例如，见

T、~estcrov 和 Todd [NT98j)。这种方法产生了求解半定和二次规划的有效且精确的原对偶法 (见

Todd [TodOlJ 以及 Alizadeh 和 Goldf;缸b [AG03J 的综述〉。

同线性规划一样，半定规划的原对偶法通常描述为将牛顿法的变形应用于修改的 KKT 方程。

但是，和线性规划不一样，可以用很多不同方式进行线性化，由此可产生不同的搜索方向和

算法i 见 Hclmberg ， Rendl. Vanderbei 和 Wolkowicz [HRVW96] , Kojima, Shindo 和 Harah

[KSH97J , Monteiro [Mon97], Nesterov 和 Todd [NT98J , Zhang [Zha98] , Alizadeb , Hacbcrly 和

Overton [AH098J 以及 Todd ， Tob 和 Tütünc总 [TTT98J 。

在初始化和不可行检验方面也取得了很大进展。齐次自和谐描述对311.4中经典的两阶段法给

出了一个精制而有效的替代方案;详细内容可见 Ye， Todd 和 Mizuno [YTM94J , XU, Hung 和

Ye [XHY96J, Andersen 和 Ye [AY98] 以及 Luo， Sturm 和 Zhang [LSZOO] 。

半定和二阶锥规划的原对偶内点法己经实现在若干软件包中，包括 SeDuMi [Stu99] , SDPT3 

[TTTO习， SDPA [FKN98J , CSDP [Bor02] 以及 DSDP [BY02] , YALMIP 提供了应用这些程序

的用户友好的界面 [L凸的4J.

以下书籍详细记录了这个迅速发展的领域的最近进展: Vanderbei [Va.n96J, Wright [Wri97J , 

Roos, Terlaky 和 Via.l [RTV97], Ye [Ye97J, Wolkowicz , Sa.igal 和 Vandenberghe [WSVOO] , 

Bcn-Tal 和 Ncmirovski ， [BTNOl] , Renegar [RenOl] 以及 Peng， Roos 和 Terlaky [PRT02] 。

习题

障碍法

11.1 障碍法例子。考虑简单问题

minimize x 2 + 1 

subject to 2 ~二 zζ4

其可行集为 [2 ， 4] ，最优解为 x* = 2。对 t>O 的若干数值画出 10 和 tfo + 4>关于尘的
图像，并标出 x*(t) 。

11.2 用障碍法求解下述线性规划问题会怎样?

口lllllmlze X2 

subject to 尘1 ~ X2 , 0 ~二 X2

其中 zεR2 .
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11.3 中心点问题的有界性。假设问题 (11.1)的下水平集

minimize fo (尘)

subject to J. (x) ~ 0, 
Ax = b 

i = 1，…，竹l

有界。证明相应的中心点问题的下水平集

也有界。

minimizc tJo(x) + 4>(x) 
subjcct to Ax = b 

11.4 增加范数上界保证中心点问题的强凸性。假设对问题 (1 1.1)增加约束 xTx ζ R2;

minimizc fo(x) 

subject to h(x) ~ 0, $=1,,m 

Ax = b 

xTx ~ R2 

用品表示修改后问题的对数障碍函数。确定 α >0 便对所有可行的 z 满足 'Ç72(tJO(X) + 
4>(x) ) 兰 αI。

11.5 二阶锥规划的障碍法。考虑二阶锥规划〈为简化问题不考虑等式约束〉

minimize fT X 

subject to II Aix + bi ll2ζc[ x + d.. , i = 1,…, m 
(11 .63) 

该问题的约束函数不可微(因为 Euclid 范数 11叫12 在也 =0 处不可微)，因此〈标准)障
碍法不能用。在 311 .6 我们看到可以用处理广义不等式的扩展障碍法求解该问题。(见例

子 1 1.8，第 572 页和第 574 页。〉在这个习题中，我们说明如何用标准障碍法(针对标量

约束函数〉求解二阶锥规划。

我们首先将二阶锥规划重新构造为

minimizc fT X 

S由ject to 11 Aix + bi 1自j(c[x + 仇)ζ c[x+d. ， i=l,"', m (1 1.64) 

c[ x + di ~ 0, i = 1,…, m 

约束函数
|IAix + bi ll ~ 

fth)=cfz+ 仇 -52-dt

是二次-线性分式函数和仿射函数的复合函数，只要规定其定义域为 dom Ii = {x 1 c[ x+ 
d;, > o}，该函数就二次可微(并且是凸的〉。注意问题 (11.63) 和 (11.64) 并非完全等价。

如果对于某个 z 有 c[x* +di = 0，其中 f 是二次规划 (11.63) 的最优解，那么重新构造

的问题 (11.64) 是不可解的;因为 f 不在其定义域内。但是我们将看见，用障碍法求解

问题 (11.64) 可以产生问题 (1 1.64) 的任意精度的次优解，因此也能够求解问题 (1 1.63) 。
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(a) 对问题 (11.64) 形成对数障碍函数小用处理广义不等式的障碍法(在 911 .6 中〉求
解二阶锥规划 (1 1.63)，并形成相应的对数障碍函数。然后将两者进行比较。

(b) 说明如果极小化 tjYx + cþ(x) ，最优解 x*(t) 是问题 (1 1.63) 的 2mjt-次优解。囱此可
知，应用标准障碍法求解重新构造的问题 (1 1.64)，可以在我得任意精度的改优解的

意义上求解二阶锥规划 (11.63)。这种情况下我们甚至可以不需要最优解 f 属于重

新构造的问题 (1 1.64) 的定义域。

11.6 广义障碍。对数障碍函数是用一(1/t) log(-u) 近似示性函数主(u) (见第 537 页
的 911 .2 . 1 )。我们也可以通过其他近似来构造障碍函数，从而推广中心路径和障碍法。令

h: R → R 为闭的单调增加的二次可微凸函数， domh = -R++o (这意味着 u → 0 时

有 h(u) →∞. ) h(u) = 一 log(-u) 是这样一个函数;另一个例子是 h(u) = -1/u (对于
u < 0) 。

现在考虑优化问题(为简化讨论没有加上等式约束〉

minimize fo(x) 
subject to fi(X) ζ0， i = 1,…, m 

其中五是二次可微函数。对该问题我们定义 h-障碍为

仇(x) = L:h(fi(X)) 
i = l 

定义域为 {x I fi(X) < 0, i = 1,'" ， m}。当 h(也) = -log(-u) 时，这是常用的对数障碍
函数:当 h(u) = -1/u 时，仇称为倒数障碍。我们定义儿路径为

x*(t) = argmin tfo(x) + 仇(叫，

其中 t>O 是参数。(我们假定对每个 t， 存在唯一的极小解。)

(a) 说明为什么 tfo(x) + 仇(X) 对于每个 t>O 是尘的凸函数。

(b) 说明如何利用 x*(t) 构造对偶可行解 λ。确定相应的对偶间隙。

(c) 对于什么函数 h 在 (b) 中确定的对偶间隙仅依赖 t 和 m(和其他问题数据无关) ?

11.7 中心路径的切线。本题考虑中心路径在点 x*(t) 处的切线dx*(t)/dt。为便于讨论，我们

考虑没有等式约束的问题:所得到的结果很容易推广子等式约束问题。

• 

(a) 给出 dx*(t)jdt 的显式表达式。提示:对中心点方程 (11.7) 关于 t 求导。

(b) 证明 fo(x*(t)) 随着 t 的增加而减少。因此，障碍法的目标函数随着参数 t 的增加而

减少。 (我们已经知道对偶间隙 m/t 随着 t 的增加而减少。 〉

11.8 中心点问题的预估·纠正方法。在标准障碍法中，用 Newton 法计算 x*(μt) 是从初始点

x*(t) 开始。已经提出的一种替代方案是先确定 x*(μt) 的近似或预估值 E，然后从主开

始用 Newton法计算 x*(μt)。采用这种做法的想法是，既然主(大概)是比 x*(t) 更好的

初始点，从前者开始应该能够减少 Newton 法代的次数。这种中心点方法被称为预估，纠

正方法，因为它首先预估 X*(μt) 的数值，然后利用 Newton 法纠正预估值。
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最常用的预估值是基于习题 1 1.7 给出的中心路径切线的一次预估值。该预估值由下式给

出
dx*(t) 

主 = x*(t) + 一一一(μt - t). 
dt 

导出一次预估值 2 的表达式。将它和 Newton 更新值，即 x*(t) + .6.xut' 进行比较，其中
.6.xnt 是 μt!o(X) + cþ(x) 在 X. (t) 处的 Newton 步径。如果目标函数 !o 是线性函数能够

得出什么结论? (为便于分析，可以考虑没有等式约束的问题。〉
• 

11.9 中心路径附近的对偶可行点。考虑问题

• 

minimize !o(x) 

subject to J.(x) 运 0 ， i = 1,… ,m 

变量为 2εR飞我们假定且是二次可微凸函数。〈为简化问题假定没有等式约束。〉已

知(见 539 页 311 .2 .2 )λi = - l/(tfi(x*(t))), i = 1，… ， m 是对偶可行解，并且 x*(t) 实

际上使 L(x， λ) 达到最小。由此可确定 λ 的对偶函数值，它就是 g(λ) = fo(x*(t)) - m/t。

特别是，我们可以断定 x*(t) 是 m/t-次优解。

本题考虑当点 z 接近扩(t) 但不在中心路径上时会发生什么问题。(当求中心点的步骤

终止的较早或者没有达到充分的精度时就会出现这种情况。〉当然，在这种情况下我们不

能说沁 = - l/(th(x)) , i = 1，… ， rrL 是对偶可行解，或者 z 是 m/t-次优解。但是，我们

将看到，如果 z 已经充分接近中心路径，用一个稍微复杂一点的公式就可以产生一个对

偶可行解。

令.6.xnt 为以下中心点问题在工处的 Newton 步径，

minimize tfo(x)- 2二 log(-fi(x)) 
i=l 

当.6.xnt 较小 (即 z 几乎为中心点)时，下述公式经常能给出对偶可行解，

λt - -i一 ι + \7J.(xt ~Xnt ì. í 咆一 …. - --\.L -,- -Ji(x) )' . 一 -

在这种情况下，向量 z 并不能极小化 L仙， λ)，因此没有对偶函数在 λ 处函数值 g(λ) 的

一般性公式。(但是，如!i有对偶目标函数的解析表达式，就可以简单地计算 g(λ)0 ) 
对于二次约束的二次规划问题

minimize (1/2)xT月x +q6x +ro 

subject to (1/2)xT Pix + q[ x 十 1， :::;; 0, i = 1,… ,m 

验证当.6.xnt 充分小时，以上公式对 λ 产生一个对偶可行解(即 λ 兰 0 且 L(尘， λ) 有下

界〉。

提示:定义

Xo = x + .6.xn t , 
l 伞

X i = X - ,\ P 1 . \ ð.xnt , í = 1, . . . , m . 

证明

\7 fo(xo) +艺 λ月(Xi) = 0 
;=1 

再利用 !i(Z) ~ !;(Xi) + \7 Ji(xi)T(Z - Xi) , i = 0，…，m 推导 L(z， λ) 的下界.
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11.10 中心路径的另外-种参数化方式.考虑问题 (11.月，对应 L>O 的中心路径 x*(t) 是以

下问题的解

mÎnimizc t!O(x) - 汇 log(一fi(x))

subject to Ax = b 

本题给出中心路径的另外一种参数化方式。

对于 u > p.. 用 z*(u) 表示以下问题的解

‘= 1 

. . . 
-log(u - !o(x)) 一 2二 log(-fi(x))日lllliIDlze

i=l 

subject to Ax = b. 

证明对应 u>f，曲线 z*(u) 就是中心路径。(换句话说，对于每个也 > p* ， 存在 t> 0 
满足 x*(t) = z*(叫，反之，对于每个 t > O. 存在 u > p* 满足 z*(u) = x*(t )). 

1 1.11 解析中心法.本题考虑障碍法的 -种变形，该方法基于二l题 1 1.10 描述的参数化中心路

径.为便于讨论，我们考虑没有等式约束的问题

minimi7.c !o(x) 

subj<'Ct to !t(T) ~ 0, i = 1,… , rn 

解析中心法从任意一个严格可行的初始点五0) 和任意的 u(o) > !o(x(o)) 开始，然后令

U(l) = 01.1.(0) + (1 - ())!o(x(O)), 

其中。 ε(0， 1) 是~法参数(常取较小的数)，然后计算下一个法代点

:r(l) = z*(u(l)) 

(采用 ~ewton 法，从 x(O) 开始选代〉。这里 z*(s) 表尽下述m数的极小解

一 log(s. !o(x)) - 1二 log(-!t(x)) ，
i=l 

我们假设其存在并唯一.然后蓝复进行以上过程。

点 z*(s) 是不等式组

!O(x) ζ.呀 ， ft(x) ~O，… ， !Tn(:r) ζ0 

的解析中心，因此称该算法为解析中心法.

证明以上中心点方法有效，即 X(k) 收敛子最优解。给出能够保证 z 是 ε-次优解的停止准

·则，其中 ε> O. 
提示:点 五k) 在中心路位上;见习题 11.10。利用该事实证明

u + . P飞且也- p*) 

其中 u 和 u+ 是 u 的相邻选代值。

• 
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11.12 凸-凹对策的障碍法。考虑不等式约束的凸-凹对策

口linimizew maximizez fo(叩)

subject to 元(ω)~O， i=l,"' , m 

fi(Z) 运 0， i = 1，…，仇

这里 ωεRn 是极小化目标函数的变量，而 zε Rn 是极大化目标函数的变量。约束函

数 β 和 ji 是可微凸函数，目标函数 fo 是可微的凸·凹函数，即对任意 z 是 ω 的凸函数.
但对任意 ω 是 z 的凹函数。为便于讨论假定 domfo = Rn x Rn。

该对策问题的一个解或鞍点是对任何可行的 ω 和 z 满足

fo(旷 ， z) ~ fo(旷 ， z*) ~ fo(ω， z*) 

的一对 ω赏和 z". (有关凸·四对策和相应函数的背景资料见 95.4.3. 910 .3.4和习题 3.14 、

习题 5.24、习题 5.25、习题 10.10 以及习题 10.13.)本题将说明如何用扩充的障碍法和

不可行初始点 Newton 法 (见 910.3) 求解该对策问题。

(a) 令 t>O。说明为什么函数

的(叩) -艺 log(- J.(ω))+艺log(- Mz)) 
i =1 i =1 

是 (ω， z) 的凸-四函数。我们假定它有唯一的鞍点(旷(t) ， z*(t)) ， 并可用不可行初始

点 Newton 法求得。

(ù) 如同用障碍法求解凸优化问题，我们可以对(旷(t) ， z"'(t)) 的次优性推导一个简单的
上界，它仅依赖于问题的维数，并将随着 t 的增加而减少到霉。用 W 和 Z 表示 ω

和 z 的可行集，

w = {ω I fi(ω)ζ O， i = l，...， m} ， Z={z l fi(Z} 运 O ， i = l ，"'，仇}.

证明

foC旷(t) ， z*(t)) ζinf fo(ω， z*(t)) + 芋，
w EW L 

fo(旷(t) ， z*(t)) 法 sup fo(旷 (t) ， z) - 芋，
z EZ L 

因此
sup fo(w*(叶， z) 一 inf fo(旷(t)) ζ 乓主
zE Z wEW ι 

自和谐和复杂性分析

11.13 自和谐和负摘。
• 

(a) 证明负;搞函数 x logx ( 在R.r+ 上)不是自和谐函数。

(b) 证明对任意的 t > 0, tx logx 一 logx 是自和谐函数(在 R++ 上〉 。

11.14 自和谐和中心点问题。令￠为问题 (11.1)的对数障碍函数。假定问题 (11.1)的下水

平集有界，并且 tfo + <f> 是闭的自和谐函数。证明 tV勺。(x) + V与(x) >- 0 对所有的

x E dom<f>成立.提示:见习题 9.17 和习题 11.3 。
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广义不等式的障碍法

11.15 广义对数是 K-增加的。令 ψ 为正常锥 K 的广义对数。假设 Y >-K 0。

(a) 证明 Vψ(y) 兰K-0，即 ψ 是 K-非减的。 提示: 如果 Vψ(y) 崔K' O. 则存在 ω >-K 0 
满足 ωT'\1ψ(ν)ζ0。再利用不等式 ψ(sω)ζψ(y) + '\1ψ(ν)T(SW - y) 对任意 S>O

成立。

(b) 证明 Vψ(y) >-K' 0， 即 ψ 是 K-增加的。 提示:证明'\12ψ(y) -< 0, '\1ψ(ν) 兰K' O 意

味着 飞7ψ(y) >-K' 0。

11.16 [NN94, 41页] 广义对数的性质。令 ψ 为正常锥 K 的广义对数，度为 ()o 证明对任意

Y >-K 0 成立下述性质。

(a) '\1ψ(8Y) = '\1ψ(ν)/8 对所有 S>O 成立。

(b) '\1ψ(ν) = _'\12ψ(y)ν。

(c) yT'\1ψ2(y)ν = -()。

(d) '\1ψ(ν)T'\12ψ(y) -l '\1ψ(y) = -()。

11 . 17 对偶广义对数。令 ψ 为正常锥 K 的J"义对数，度为 0。证明式 (1 1.49) 定义的广义对数

'!þ 对 v >- K' 0, 8 > 0 满足

否(sv) = ψ(v) + 8 1鸣 S.

11.18 以下函数是否是 Rn+l上的二阶锥的广义对数?

ψ(ν) = 10g 

L V; 
Yn+l 一白白 I , 

νn+l 

domψ = {y ε Rn+I i h+1>22zl uf} . 

实现

11.19 计算 Newton 步径的另-种方法。障碍法的 Newton 步径是线性方程组 (11.14) 的解。

证明它也是下述系数矩阵构成的更大的线性方程组的解

t '\12 fo(x) +了-i-V2f4(z)
气乍..r _→li川'i(

Df川(♂叫) 

A 

其中 f(x) = (fI (x) ,… ) im(x)) 。

Df(x)T AT 

- diag(f(x))2 0 

。 。

对于什么类型的问题结构求解这种更大的系统有意义?

11.20 利用对偶问题优化网络比率。本题研究用对偶方法求解 91 1.8.4 中的网络比率优化问题。

为便于表述我们假定效用函数 Ui 是严格凹函数， dom Ui = R++，并且满足 Xi → 0 时

有 Uf(Xi) → ∞，而 Xi →∞时有 Ui(Xi) → 0。
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(a) 用下面定义的共辄效用函数民 = (-Ui)* 表示对偶问题 (1 1.62) ，

Vi(λ) = sup(λx + Ui(X)) 
X>O 

11 内点法

证明 dom vi = -R++，并且对每个 λ<0 有唯一的 z 满足 U{(x) =一λ 。

(b) 描述对偶问题的障碍法。将每次选代的复杂性和 91 1.8.4的方法的复杂性进行比较。

同样区分!ì11.8.4的两种情况 (ATA 是稀疏的和 AAT 是稀疏的 ) • 

数值试验

11.21 带有上下界的对数-Chebyshev 逼近。考虑逼近问题:确定满足上下界约束 l 二三 Z 二三也

的 X E Rn 使 Ax :::::; b ， 其中 bεRm。可以假设 l -< 'U, b >- 0 (下面将给出理由〉。用 af
表示矩阵 A 的第 4 行向量。

当 Ax>- 0 时，我们用下述最大分式偏差衡量 Ax :::::; b 的程度

x{α72，仇}
42咬nmax{(αTX)Jbi , bi/(α72)}= 』?二 . r 中，

如果 Ax 乒 0，我们定义最大分式偏差为∞。

极小化最大分式偏差的问题被称为分式 Chebyshev 逼近问题，或者对数-Chebyshev

逼近问题，因为它等价于极小化目标函数

邱缸Ilogα?骂 一 log bil. 
t=l,"',n 

(可参见习题 6.3 的 (c) 部分. ) 

(a) 将分式 Chebyshev 逼近问题(带变量上下界约束〉表示为目标函数和约束函数二次

可微的凸优化问题。

(b) 实现求解分式 Chebyshev 逼近问题的障碍法。可以假定己知一个满足 l -< x(创刊
饵， Ax(O) >- 0 的初始点 x(O) 。

11.22 多面体内部体积最大的矩形。考虑习题 8.16 描述的问题，即确定一组线性不等式定义

的多面体 P={xIAx 主 b} 内部体积最大的矩形冗 = {x Il 主 Z 兰也}。实现求解该问题

的障碍法。可以假设 b>- 0 ， 这意味着对很小的 l-<O 和 u >- 0，矩形冗在?之内。

用若干简单的例子测试你的实现。确定由以下参数定义的多面体内部最大体积的矩形

。 -1 

2 -4 

A=I 2 1 , b = 1. 

-4 4 

一4 。

画出该多面体及其内部体积最大的矩形。



习题 . 601 . 

1 1.23 半定规划的下界和两分问题的启发式方法。本题考虑 195 页以及习题 5.39 描述的两分
问题:

minimize xTWx 
(11.65) 

subjcct to x~ = 1, i = 1,' . . ， η 

变量 zε Rn。不失一般性，我们假定 Wε sn 满足叭i = 0。我们用扩表示两分问题
的最优值，用 f 表示最优划分。(注意 -x* 也是最优划分。)

两分问题 (11.65) 的 Lagrange 对偶由以下半定规划给出

rnaxirnize - 1 T v 

subject to W + diag(ν) 主 O

变量 νζR飞半定规划的对偶为

minimize tr(W X) 

subject to X >- 0 

X ii = 1, 4=1,··,n 

(11.66) 

(11.67) 

变量 Xε sn0 (该半定规划可以解释为两分问题 (1 1.65) 的一种松弛;见习题 5.390 )这

两个半定规划的最优值相等，我们用 t 表示，它给出最优值扩的一个下界。用川和

X* 表示两个半定规划的最优解。

(a) 给定权矩阵 W， 实现求解半定规划 (11.66) 及其对偶 (1 1.67) 的障碍法。说明如何得

到几乎最忧的 ν 和 X，给出你的方法所需要的计算 Hessian 矩阵和梯度的公式，并

说明如何计算 Newton 步径。用一些小的问题实例试验你的实现，将你得到的下界

和最优值进行比较(后者可以通过计算所有 2"' 种划分的目标值确定〉。随机产生一

个不能通过穷举搜索确定最优划分的足够大的问题实例(比如 n= 100) ， 用你的实

现进行试验。

(b) 一种启发式方法。在习题 5.39 中己说明，如果 X* 的秩为1，那么它必可写成

X* = x*(x..)T ， 其中 f 是两分问题的最优解。基于该性质可设计下述简单的启发式

方法以确定一个好的(如果不是最好的〉划分:求解上面的半定规划确定 X. (以及

下界 d仆。用 υ 表示 X* 的最大特征值对应的特征向量，并令企= sign(吟。我们猜

测向量念就是一个好的划分。

对 (a) 中用过的小规模和大规模问题实例试验该启发式方法。并将所得到的启发式

划分俨W念的目标值和下界♂进行比较.

(c) 一种随机方法。基于随机性可以设计另外一种利用半定规划 (1 1.67) 的解 X* 确

定好的划分的启发式技术。这种方法很简单:我们从 Rn 上均值为零协方差矩

阵为 X* 的分布中产生样本 z(l) ，… X(K) 。对每个样本我们考虑启发式近似解

烈的= sign(x(k))。然后选择其中最好的解，即成本最小的解。对 (a) 中用过的小规

模和大规模问题实例试验该程序。

(d) 一种贪婪的启发式改进方法。假定己知一个划分 x ， 即 Xi ξ {-l ， l} ， i =l，"'， η。

如果改变元素 t，即将 Xi 变为 -Xi f 目标值将如何改变?考虑下述简单的贪婪算法:

给定一个初始划分尘，对能使目标值发生最大减少的元素进行变动。重复这个程序直

到改变任何元素都不能减少目标函数时停止。
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对一些问题实例，包括大规模问题实例，试验这种启发式方法。从各种不同的初始划

分开始进行试验，包括 x = 1, (b) 中得到的启发式近似解，以及 (c) 中随机产生的近

似解。用这种贪婪改进方法能对 (b) 和 (c) 中得到的近似解作出多大改进?

11.24 二次规划的障碍法和原对偶内点法。分别实现求解下述二次规划(为简化问题没有加等

式约束〉的障碍法和原对偶内点法

Z 
T 

nuz 
十

Z P Tb z 引
叫
J

「
一

/lz OA eM MMt mm 
u
u
问

n

咀

V且

，。

其中 AE RffiX飞可以假设已知一个严格可行的初始点。用若干例子检验你的程序。对

障碍、法，画出对偶间隙和 Newton j运代次数之间的关系。对原对偶内点法，画出代理对

偶间隙以及对偶残差的范数和选代次数之间的关系。
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A 有关的数学知识

本附录简要复习一些分析和线性代数的基本概念。所讨论的内容并不完整，主要目

的是对我们使用的符号进行适当的梳理。

A.l 范数

A.l. l 内积， Euclid 范数和夹角

定义在 n 维实向量集合 Rn 上的标准内积为，对任意的尘，νε Rn ，

(x ,y) = X
T 

Y = 汇 XiYi

本书采用符号 xTy 代替(尘， ν)。向量 2 巳 Rπ 的 Euclid 范数，或者 [2-范数，定义为

11叫12 = (XT X)1/2 = (x? +... + X~)1/2. (A.l) 

对于任意的尘，νε R饵， Cauchy-Schwartz 不等式是 IxTyl ζIIxl 1 2 1 1yl120 两个非零向

量民νε Rn 之间(无符号)的夹角定义为

件，ν) =…(币制，
其中我们取 arccos(u)ε[0，叶。如果 xTY = 0，我们称 z 和 ν 正交。

定义在 mxη 实矩阵集合 RT凡xn 上的标准内积为，对任意的 X， y ε Rmxn ，

(X, Y) = tr(XTy) = 艺艺儿瓦j

(此处 tr 表示矩阵的迹，即其对角元素之和。)我们用符号 tr(XTy) 代替 (X， Y)。两

个矩阵的向量实际上就是将矩阵的元素按一定的顺序(如按行〉排列后所生成的 Rmn

中相应向量的内积。

矩阵 Xε Rmxn 的Frobenius 范数定义为
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II X IIF = (叫XTX))l巳 (f立功
1/2 

(A.2) 
i=l j 1 

Frobenius 范数实际上就是将矩阵的系数按一定顺序排列后所生成的相应向量的 Euclid

范数。(矩阵的也-范数是不同的范数:见!ìA.1.5o)

定义在 nxn 对称矩阵集合 sn 上的标准内积为

(X , Y) = tr(XY) 雪 艺艺Xij巧'j = ~二 Xtí比 +2LXij马-
事=1 j=l t=1 I<J 

A.1.2 范数， 距离以及单位球

满足以下条件的函数 f: R n • R , d o m f = Rn 称为范数，

• f 是非负的:对所有的 x E Rn 成立 f(x) ~ 0, 

• f 是正定的:仅对 x=O 成立 f(x) =0 , 

• f 是齐次的:对所有的 rεRn 和 tε R 成立 f(tx) = Itlf(吟，

• f 满足三角不等式:对所有的 x， y ε R四成立 f(x + y) ζ f(x) + f(y) 。

我们采用符号 f(x) = Ilxll ，该符号意味着范数是 R 上绝对值函数的推广。我们用

11叫16ymb 表示具体范数，其中下标是区分范数的助记符号。

范数是对向量 z 的长度的度量;我们可以用两个向:fil: x 和 ν 的差异的长度度应它

们之间的距离，即

d ist(x. y) = IIx - yll. 

我们用 dist(x ， y) 表示尘和 ν 之间用范数 11 . 11 表示的距离.

其范数小于或等于 1 的所有向量的集合

l3 = {x ε Rn I lIxll ~ 1}, 

称为范数 1 1 . 11 的单位球。单位球具有以下性质:

• l3关于原点对称，即当且仅当 -xEß 时成立 z ε ß ，

• ß 是凸集，

• ß 是有界闭集，内部非空。

反之，如果 GC Rn 是满足这三个条件的任何集合，它就是一种范数的单位球，该伯数

由下式给出

Ilxll - (SUp{t ~ 0 1 tx ε G}) - 1 . 
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A.1.3 例子

最简单的范数例子是 R 上的绝对值。另一个简单的例子是上面式 (A.1) 定义的

Rn 上的 Euclid 或 f2-范数。另外两个经常用到的 Rn 上的范数是定义为

Ilxlh = 1叫 1 + . . . + Ixnl 

的绝对值之和或 ll-范数，以及定义为

11叫|∞= max{1叫， . . . , IXn 1} 

的 Chebyshev 或 E∞-范数。这三种范数属于由一个常数决定的参数化的范数类，习惯

上用 p 表示这个常数，要求 p 注 1，对应的范数用 lp-范数表示，定义为

Ilxllp = (1叫 IP + '" + Ixn IP)l/p. 

取 p=l 就得到 f1-范数 ， p = 2 就得到 Euclid 范数。不难证明对于任何 zεRn 成立

JIE。||叫 Ip = max{lxl l, . . . ， 1队I} ，

因此 t∞-范数作为一种极限情况也属于这类范数。

另一类重要的范数是二次范数。对 PεS~+，我们定义 p-二次范数如下

IIxllp = (XT pX)1/2 = II Pl/与112.

二次范数的单位球是椭圆(反之，如果一个范数的单位球是椭阔，该范数就是二次范

数)。

常用的 Rmxn 上的范数有上述式 (A.2) 定义的Frobenius 范数，绝对值之和范数

m n 

IIXIIsav =艺汇 IXijl ，
i=l j=l 

以及最大绝对值范数

IIXllmav = maX{IXijll i = 1,…, m, j = 1，…， η}. 

在 ~A. 1.5 我们将看到其他一些重要的矩阵范数。

A.1.4 范数的等价性

假定 11 . 11 a 和 11 . 11 b 是 R饵上的范数。分析中的一个基本结论是，存在正常数 α 和

β 对所有的 zε Rn 成立

α11叫la ~ Ilxllb ~βIlxlla . 
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该结论意味着所有范数是等价的，即它们定义了相同的开集，相同的收敛序列，等

等(见 SA.2 ). (我们说任何有限维向量空间上的范数都是等价的，但这个结果在无限维

向量空间上并不一定成立。)利用凸分析，我们可以给出一个更明确的结论:如果 1 1 . 11 

是 Rn 上的任意范数，那么存在一个二次范数 11 . IIp 对所有的 z 成立

11叫I p 运 11叫 | ζJ瓦Ilxllp

换言之， Rn 上任何范数可以在 J百倍的范围内被二次范数一致逼近(见 S8.4.1 )。

A.1.5 算子范数

假设 11 . IIa 和 11 . IIb 分别是 Rm 和 Rn 上的范数。对于 Xe Rmxn，我们定义由范

数 11 . Ila 和 11 . IIb 导出的算子范数

IIXlla,b = sup {IIX叫la I IIullb ~ 1}. 

(可以验证，该式确实定义了 Rmxn 上的一个范数。)

当 11 . IIa 和 11 . IIb 都是 Euclid 范数时， X 的算子范数是它的最大奇异值，用 IIXII2
表示:

IIXII2 =σmax(X) = (λmax(XT X))1/2 

(该定义当 X E Rmx1 时和 Rm 上的 Euclid 范数相吻合，因此在符号上不会产生冲

突。〉这个范数也被称为 X 的谱范数或乌-范数。

作为一个例子，考虑由 Rm 和 Rn 上的 E∞-范数导出的范数，用 IIXII∞表示，被称
为最大行和范数，

IIXII∞= sup {IIXull∞ | ||uLUhJ出:m2二 IXijl

而由 Rm 和 Rn 上的 (1-范数导出的范数，用 IIXIIl 表示，被称为最大列和范数，

IIXIIl = j主咬nz |乌|

A. 1.6 对偶范数

令 11 . 11 为 Rπ 上的范数。对应的对偶范数， 用 11 . 
11 *表示，定义为

IlzlI* = sup{zT x 1 IIxll ~ 1}. 

(可验证这是一个范数。〉对偶范数可以解释为 J 的算子范数，由 1 xη 矩阵在 Rn 上

的范数 11 . 11 和 R 上的绝对值导出:

II z ll* = s叩{ IZTxll llxll 运 1} . 
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从对偶范数的定义我们可以得到对所有的工和 z 都成立的不等式

ZT X ~ Ilxllllzlk 

该不等式在下述意义下是紧敢的:对任意劣，存在 z 使不等式成为等式。(类似地，

对任意 z 存在 z 使等式成立。)对偶范数的对偶就是原范数:对所有的 z 我们有

1I:r1l.. = IIxllo (该性质对无限维向盘空间不一定成立。〉
Euclid 范数的对偶还是 Euclid 范数，因为

SUp{ZT x 111叫12 运 1} = IIz112' 

(该结果基于 Cauchy-Schwarz 不等式;对非零 z， 使 zT:r 在 IIxll2 ~ 1 上达到最大的 z

的值为 z/ llz I 12 0 )

此外 ， f∞·范数的对偶是 fl-范数:

51忡TX 川Ixll∞~ 1} = L Izd = IIz 1l 1 , 
i=l 

而 f1 -范数的对偶是 t∞·范数。更-般的结论是， fp-范数的对偶是 fq-范数，其中 q 满足

l/p + l/q = 1. ep q = p/(p 1) 。

作为另外一个例子，考虑 Rmxn 上的马-范数或谱范数。对应的对偶范数是

Ilz112.. = sup{tr (ZTX) IIIXl12 ~ 1}, 

它实际上就是奇异值之和，

IIz112事二 σl(Z) + … +σr(Z) = tr(ZTZ)1/2 , 

其中 r = rankZ。这个范数有时称为核范数。

A.2 分析

A.2.1 开集和闭集

对于 zεCç Rn，如果存在 ε>0 满足

{y 111ν … xh 运 ε} c C, 

即存在一个以 z 为中心的完全属于 C 的球，则称其为 C 的内点。 C 的所有内点组成的

集合称为 C 的内部，用 int C 表示。(既然 Rn 上的所有范数都与 Euclid 范数等价，所

有范数产生的内点集都相同。)如果 int C = C，即 C 的每个点都是内点，则称 C 是开

集。如果集合 CC Rn 的补集 R饨 \ C = {x E R n 
1 x !i!' C} 是开集，则称其为闭集。
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集合 C 的闭包定义为

clC = R n 
\ int(Rn 

\ C) , 

即 C 的补集的内部的补集。点 z 属于 C 的闭包的条件是:对每个 ε> 0，存在 yEC

满足 IIx - yl12 ~ éo 

我们也可以用收敛序列和极限点来描述闭集和闭包。集合 C 是闭集的充要条件是

它包含它的每个收敛序列的极限点。换言之，如果町，吨，…收敛于 x， 并且 Xi ξ C ，

那么 xE C. C 的闭包是 C 的所有收敛序列的极限点组成的集合。

集合 C 的边界定义为

bd C = cl C \ int C. 

边界点 x (即 zε bdC) 具有如下性质:对所有 ε> 0，存在 uεC 和 z rt C 满足

11ν - Xll2 ~ε， Ilz - xl12 ~ é , 

即既存在和它任意接近的属于 C 的点，也存在和它任意接近的不属于 C 的点。我们可

以用边界刻画闭集和开集:C 是闭集的条件是，它包含它的边界，即 bdCC C。它是

开集的条件是，它不含有边界点，即 C n bdC= 仇

A.2.2 上确界和下确界

假定 CCR。如果对每个 xEC 成立 z 运 α，则称 α 是 C 的上界。 C 的上界组

成的集合或者是空集〈此时我们说 C 无上界)，或者等于 RC仅当 C = 0 时)，或者是

闭的无限区间 [b， ∞)。我们称 b 为 C 的最小上界或上确界，用 supC 表示。我们规定

supø = -∞，当 C 无上界时取 supC= ∞。当 supCεC 时，我们说 C 的上确界是可

达的。

当 C 是有限集时， supC 是它所有元素的最大值。一些作者用符号 maxC 表示可

达的上确界，但我们采用标准的数学习惯，只在 C 是有限集时用 maxC。

类似地，我们可以定义下界和下确界。如果对每个 xEC 成立 α~ x ， 则称 α 是

CÇR 的下界。 CÇR 的下确界〈或最大下界〉定义为 inf C = - sup( -C)。当 C 是

有限集时，下确界是它所有元素的最小值。我们规定 inf0 =∞，并在 C 无下界时，取

infC = -∞。

A.3 函数

A.3.1 函数符号

我们关于函数的符号绝大部分是标准的，只有一个例外。当我们写

!:A • B 
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时，我们指 f 是从集合 domf C A 映射到集合 B 的函数;特别是，我们容许 domf

是集合 A 的真子集。因此符号 f: Rn → Rm 仅表示 f 将(一些)η-维向量映射成 m-维

向量i 它并不意味着 f(x) 对每个 zεRn 有定义。这个习惯类似于计算机语言中的函

数声明。通过指定函数的输入输出变量的数据类型给出函数的语法;但并不保证任何指

定类型的数据对输入变量都有效。

作为一个例子考虑下式给出的函数 f: sn • R , 

f(X) = logdctX, (A.3) 

其中 dom f = s::.+. 符号 f : sn → R 说明 f 的语法:输入变量的取值为 nx 何对称矩

阵，函数返回值为一个实数。符号 domf = s::.+ 则说明哪些 η × η 的对称矩阵是 f 的

输入变量的有效取值(即只有正定矩阵才是有效输入〉。式 (A.3) 则对每·个 Xε domf

指明 f(X) :是什么。

A.3.2 连续

如果对任意的 ε>0 都存在 6 满足

νε domf， 11ν- xI12 :::; ð =中 Ilf(y) - f(x) 1I2 ~ε， 

则称函数 f: Rn → Rm 在 2ε domf 处连续。可以利用极限描述连续性:只要 domf

中的序列町，句，…收敛于点 zε domf ， 那么序列 f(Xl) ， f(X2) ， …就收敛于 f(x) , 

即

lim f(Xi) = f (1im Xi). 

函数 f 连续是指它在定义域上每个点都连续。

A.3.3 闭函数

对于函数 f: Rn → R，如果每个 αεR 对应的下水平集

{X ε domf I f(x) ，ζα} 

是闭集，就说这个函数是闭函数。该定义等价于 f 的上境图

epif = {(x ,t) E R n +1 1 X ε domf， f(x) 运 t }，

是闭集。 (这是一般性定义，但通常只应用于凸函数情况。〉

如果 f: Rn → R 连续，并且 domf 是闭的，那么 f 是闭函数。如果 f: R n • R 

连续， domf 是开集，那么 f 是闭函数的充要条件是 f 将沿着任何收敛于 domf 的

边界点的序列趋于∞。换言之，如果 limi→∞均 =X εbddomf，其中 Xi ε domf ，

我们有 1imi→∞ f(Xi) = ∞。



. 612 . A 有关的数学知识

1Jtl A.l R 上的例子。

·函数 f: R • R , f(x) = x logx , domf = R++ 不是闭函数。
.函数 f: R • R , 

f忡 (;logz; 二:， domf = R + 

是闭函数。

·函数 f(x) = -logx, domf = R++ 是闭函数。

A.4 导数-

A.4.1 导数和梯度

假定 f : R n • R m , x E intdomf。 函数 f 在 z 处可微的定义是，存在矩阵

Df(x) ε Rmxn 满足

lim 
zEdomf, z冉， z→z

, 
nu -qL
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在这种情况下我们将 Df(x) 称为 f 在 z 处的导数 (或Jacobian 矩阵) 0 (至多只有一

个矩阵能够满足式 (A叫。 〉 如果 domf 是开集，并且函数 f 在其定义域内处处可微，

我们称其为可微函数。

我们将 z 的仿射函数

f(x) + Df(x)(z - x) 

称为 f 在 z 处 (或附近) 的一次逼近。显然这个函数在 z =x 处和 f 一致;当 z 接近 z

时，该仿射函数非常接近 f。

通过推导函数 f 在 z 处的一次逼近可以确定该点的导数 (即满足式 (A玛的矩阵

Df(x)) ， 或者直接计算偏导数:

δfi(x) 
Df(x)ij = 飞了一…. •. . 

4=1,… , rn , j = 1,… , n. 

梯度

对于实函数 f (即 f: Rn → R) ，导数 Df(x) 是 1xn 的矩阵，即行向量。它的转

置称为函数的梯度:

'1f(x) = Df(劣f，

这是一个 (列 〕 向量，即属于 Rn。它的分量是 f 的偏导数:
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θf(x) 
\l f(X)i = 万二了， t = 1 , 

函数 f 在 x E intdomf 处的一次逼近 (z 的仿射函数〉可以表示成

f(x) + \1 f(xf(z - x). 

例子

作为一个简单例子，考虑二次函数 f: R n • R , 

f(x) = (1/2)xT Px + qT X + r, 

. 613 . 

其中 Pε sn ， q ε Rn ， r E R。它在 z 处的导数是行向量 Df(x) = XTp + qT ， 它的梯

度是

\l f(x)=Px+q. 

作为一个更有趣的例子，我们考虑下式给出的函数 f: sn • R , 

J(X) = logdetX, domJ = s~+. 

确定 f 梯度的一种(乏味的)方式是引入 sn 的基，计算相应函数的梯度，最后将结果

变换回 sn。与此不同，这里我们将直接导出 f 在 X E s~+ 处的一次逼近。令 Zεs~+

接近 X ， 并令 ÂX = Z - X (假定它很小)。我们有

logdet Z =logdet(X + ÂX) 

=logdet (X 叫I+X-凡XX →叫呐叫/β叫2句)Xν 

=logde创tX + logde创t(σI+X-→1/ρ2ÂXX-→1/β2)

=logdetX +艺log(l +λi) ， 
i=l 

其中 λ 是 X-l/2ÂXX-l/2 的第 4 个特征值。现在我们利用 ÂX 很小的假定，它意味

着 λ 也很小，因此有一次逼近 log(l + λi) ~沁。将这个一次逼近代入上面的表达式，

可以得到
饨

logdetZ 勾 logdetX +艺λ
i=l 

=logdetX + tr(X-1/2ÂXX-1/2) 

= logdetX + tr(X-1 ÂX) 

=logdetX +tr (X- 1(Z - X)) , 

其中利用了所有特征值之和等于迹以及 tr(AB) = tr(BA) 的性质。
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因此， f 在 X 处的一次逼近是 Z 的仿射函数

f(Z) 勾 f(X) + tr (X-1(Z - X)) . 

由于上式右边的二次项是 X-1 和 Z-X 的标准内积，可以识别出 X-1 就是 f 在 X

处的梯度。于是我们得到简单的公式

\l f(X) = X - 1 . 

对此结果不应感到吃惊，因为 logx 在 R++ 上的梯度就是 l/x.

A.4.2 链式规则

假设 f: Rπ → Rm 在 z ε intdomf 处可微， g: Rm → RP 在 f(x) ε intdomg

处可微。定义复合函数 h: Rn → RP 为 h(z) = g(f (z))。则 h 在 z 处可微，导数为

Dh(x) = Dg(f (x))Df(x). (A.5) 

作为一个例子，假设 f : R n • R , g: R • R , h(x) = g(f (x))。对 Dh(x) = 

Dg(f(x))Df(x) 转置得到

\lh(x) = g'(f(x))\l j(x). (A.6) 

复合仿射函数

假设 j : Rn → Rm 是可微函数 ， A ε Rnxp ， b εRn。定义 9 : RP → Rm 为

g(x) = j(Ax + b) ， 其 dom 9 = {x I Ax + b εdomf}。根据链式规则 (A.5) ， 9 的导数

是 Dg(x) = D j(Ax + b)A。

当 f 是实函数时(即 m = 1) ，我们得到复合仿射函数的梯度公式

\lg(x) = AT\l j(Ax + b). 

例如，假设 j: R n • R , X， v ε Rn ， 定义函数 j: R → R 为 j(t) = j(x + tv). (粗略

地说， f 是将 f 限制在直线 {x+ 切 I t E R} 上的函数。〉我们有

D J (t) = l' ( t) = \l j (x + tv ) T 1.人

(标量1'(0) 是函数 f 在 z 处沿方向 υ 的方向导数。〉

例 A.2 考虑函数 f: R1\• R , domf =R饵，

f(x) = log L exp(α72+ 仇) , 
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其中句，…，amERn，仇，… ， bm ξR。这是仿射函数 Ax+b 的复合函数，其中 AεRmxn

的行向量为吁，…，α汇，利用该性质可对其梯度进行简单的表示。定义 g: Rm → R 为
g(ν) = log(~二二1 eXPYi)。简单微分〈或利用式 (A.6))可以得到

eXPYl 

Vg(ν)=m1 
、 (A.7) 

2二仰Yi exPYm 
i=l 

利用复合公式我们有

Vf(x) =击ATZ
其中 Zi = exp(α'[x+bi) ， i=lγ·· ， m。

例 A.3 我们推导 Vf(x) 的表示式，其中

f(x) = logdet(Fo +叫Fl + . . . + xnFn) , 

Fo ， …，凡 ε 伊，

domf = {x εRn I Fo +Xl几十… + xnFn >- O}. 

函数 f 是从 zεRn 到 FO+XIFl +… +Xn凡 E SP 的仿射映射与函数 logdetX 的复合。

利用链式规则可得
θf(x) 
τ二= tr(FNlogdet(F)) = tr(F-1Fi ), 
口，町. • 

其中 F = 凡 + x1F1 + … +xn凡。因此我们有

tr(F- 1F1) 

Vf(x) = 

tr(F- 1 Fn) 

A.4.3 二阶导数

本节我们回顾实函数 f: Rπ → R 的二阶导数。如果函数 f 在 z 处二次可微，那

么 f 在 2ε intdomf 处的二阶导数或 Hessian 矩阵，用 v2f(x) 表示，就是

δ2f(x) 
的(X)ii = 一一

J åXiθzj' 
i = 1,… , n , j = 1，…， η， 

其中偏导数都在 z 处取值。函数 f 在〈或〉接近 2 处以 z 为变量的二次逼近为

Î(z) = f(x) + V f(X)T(Z - X) + (1/2)(z - X)TV 2 f(x)(z - X) 



. 616 . 

该二次逼近满足
"一 | f(z) - f(z) I (\ 

Zξdomt#z， z→z||z-z||2-u 

A 有关的数学知识

不难理解， 二阶导数可以解释为一阶导数的导数。如果 f 是可微函数，其梯度映射

'V f : Rn → Rn 的定义域为 dom 'V f = dom f ' 函数值为 'Vf(x) 在 2 处的数值。这个

映射的导数是

D 'V f(x) = 'V2 f(x). 

例子

作为一个简单例子考虑二次函数 f: R饵 → R，

f(x) = (1/2)xT Px + qT X 十 r，

其中 P E Sn , q εR飞 TεR。它的梯度是 'Vf(x) = Px + q， 因此 HessÍan 矩阵为

'V2 f(x) = P。它的二次逼近就是它自身。

作为一个更复杂的例子，考虑函数 f: s n • R , f(X) = log det X , dom f = s~+。

为了确定二次逼近 (因此也确定了 HessÍan 矩阵 )，我们推导梯度 'Vf(X) = X-1 的一

次逼近。对于接近 Xεs~+ 的 Zεs~+ ，令b..X = Z 一 X， 我们有

Z - l = (X + .6.X) - l 

= ( X 1/2(1 + X-1他XX-l/2)X叫-1

= X-l/2(1 + X-1/2 b..XX-1/ 2 )-1 X-l/2 

勾X-1/2(1 _ X-l/2 b..XX-l/2)X-l/2 

= X - 1 _ X - 1b..XX-1, 

其中用到对很小的 A 有效的一次逼近 (1 + A)-l ~ 1 - A。

这个逼近式足以让我们识别出 f 在 X 处的 Hessia.n 矩阵。该 Hessian 矩阵是 sn

上的二次型。 一般情况下描述这样的二次型非常繁琐，因为需要四个索引。但是根据上

面梯度的一次逼近，可以将这个二次型表示为

- tr(X- 1U X- J V) , 

其中 U， vε sn 是二次型的变量。 (这个表达式是标量情况 (logx)" = 一1/x2 的一般形

式。 )

现在我们可以得到 f 在 X 附近的二次逼近:

f(Z) = f(X + b..X) 

~ f(X) + tr(X- 1 b..X) - (1/2) tr(X- 1.6.XX- 1b..X) 

勾f(X) + tr (X-1(Z - X)) 一 (1/2) tr (X- 1 (Z - X)X-1 (Z - X)) . 
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A.4.4 二阶导数的链式规则

大多数情况下二阶导数的一般性链式规则非常繁琐，因此我们只对将要用到的一

些特殊情况给出结果。

标量复合函数

假设 f: R n • R , g: R → R，以及 h(x) = g (f(x))。直接求偏导数可得

V'2h(x) = g'(f (X)) V'2 f(x) + g"(f (x)) V' f(x)V' f(xf. (A.8) 

复合仿射函数

假设 f : R n • R , A ε Rnxm，以及 bε Rn。定义 9 : Rm → R 为 g(x) = 

f(Ax + b) 。 于是我们有

V 2g(x) = AT V 2 f(Ax + b)A 

作为一个例子，考虑将实函数 f 限制于直线上的情况，即函数 f(t)=f(z+tu)，其中

立和 u 被固定。于是我们有

V'2j(t) = j"(t) = VTV 2 f(x + tv)v 

例A.4 我们考虑i9tl A.2 中的函数 f: R n • R , 

f(x) = log :2二问(矿工 +b小
i=1 

其中句，…，am E R乱， b1,…, bm ε R。利用 f(x) = g(Ax+b)，其中 g(y) = log(I:乙1 exp执) , 

我们可以得到 f 的 Hessia.n矩阵的简单公式。通过求偏导数，或者利用式 (A.8) ，并注意到

g 是 log 和艺工1 eXPYi 的复合函数，可以得到

\72g(ν) = diag(\7g(y)) - \7g(y) \7g(yf , 

其中 \7g(ν) 由式 (A.7) 给出。利用复合公式我们有

的(X) = AT[ 士;? diag(z) … 「ιZZT) A 
飞 TZ ---0\-' (l T z )Z--) 

其中 Zi = exp(αTx+bi) ， i = l，"'， m。

A.5 线性代数

A.5.1 值域和零空间

令 Aε Rmxn (即 A 是 m 行和 η 列的实矩阵)0 A 的值域，用?毛(A) 表示，是 Rm

中能够写成 A 的列向量的线性组合的所有向量的集合，即

冗(A) = {Ax I x ε Rn} 
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值域冗(A) 是 Rm 的子空间，即它自身是一个向量空间。它的维数是 A 的秩，用

rankA 表示。 A 的秩一定不会大于 m 和 n 的较小值。当 rankA = min{例， n} 时，我

们说 A 是满秩矩阵。

A 的零空间 (或核).用人f(A) 表示，是被 A 映射成霉的所有向量 z 的集合:

零空间是 Rn 的子空间。

A 导出的正支分解

N(A) = {尘 I Ax = O} 

如果 ν 是 Rn 的子空间，它的正交补， 用 ν上表示，定义为

ν.L = {叫 ZTX = 0 对所有 zεν 成立}.

(正如对正交补所期望的那样，我们有 ν.L.L _ ν 。 〉

线性代数的一个基本结果是，对任意的 AεR恫阳，我们有

N(A) = 冗(AT).l.

(将这个结果应用于 AT 我们也有冗(A) = N(AT)七〉这个结果经常表述为

N(A) 串 π(AT) = R n
. (A.9) 

这里符号 志 指正交直和，即两个正交子空间之和。 Rn 的分解 (A.9) 被称为A 导出的正
交分解。

A.5.2 对称特征值分解

假设 A E sn，即 A 是实对称 η × η 矩阵。那么 A 可以因式分解为

A = QAQT, (A.IO) 

其中 Qε Rnxn 是正交矩阵，即满足 QTQ = 1 ， 而 A = diag(入1 ，…， Àn)。上述分解中

的 (实)数沁是 A 的特征值，是特征多项式 det(sI - A) 的根。 Q 的列向量构成 A 的

一组正交特征向量。因式分解 (A.I0) 被称为 A 的谱分解或 (对称) 特征值分解。

我们对特征值进行排列使其满足入1 ~λ2 注…》儿。用符号沁(A) 指示 Aεs

的第 z 大的特征值。通常将最大特征值写为入l(A) = λmax(A). 将最小特征值写为

λn(A) = λmin(A) 。

利用特征值可以将行列式和迹表示成

detA = rr 入t，川 =艺 λt ，
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而谱范数和Frobenius 范数同样可以表示成

IIAII2 =咆缸|机1= max{入1 ， -儿}，
t=J，…，π 

正定和矩阵不等式

最大特征值和最小特征值满足

IIAIIF = I 汇入?

_T A_ _T A_ 

λm皿(A) = sup 二亏二， 入min(A)=inf 二亏二
Z手是Ò x .L X . ------ .. x ;éo x .L X 

特别是，对任意的 x， 我们有

λmin(A)xT X ~ XT Ax ~入max(A)劣T尘，

通过选择(不同的) x 可使这两个不等式成为等式。
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1/2 

矩阵 Aεsn 是正定矩阵的条件是，对所有的 z 并 0 成立 xTAx > 0。我们用 A>-O

表示这种矩阵。从以上不等式可以看出 ， A>-O 的充要条件是它的所有特征根都是正

数，即 λmin(A) > 0。如果 -A 是正定矩阵，我们说 A 是负定矩阵，并写为 A -< 0。我
们用 s~+ 表示 sn 中所有正定短阵的集合。

如果 A 对所有的 z 都成立 xTAx ;;;:: 0，我们说 A 是半正定矩阵或是非负定矩阵。

如果 -A 是非负定矩阵，即对所有 2 成立 xTAx ~二 0，我们说 A 是负半定矩阵或是非

正定矩阵。我们用 s~ 表示 sn 中所有非负定矩阵的集合。

对 A， B ε sn ， 我们用 A-<B 表示 B - A >- 0，其他情况类似。这些不等式称为矩
阵不等式，或称为半正定锥决定的广义不等式。

对称平方根

令 AεS年的特征值分解为 A = Qdiag(λ1，… ， Àn)QT。我们定义 A 的(对称)平

方根为

A 1/2 = Q diag(λi/2，·， λ沪)QT

平方根 A1/2 是矩阵方程 X2 =A 的唯一的对称半正定的解。

A.5.3 广义特征值分解

两个对称矩阵 (A ， B) E Sn x Sn 的广义特征值定义为多项式 det(sB - A) 的根。

通常感兴腥的情况是 BεS丰+。此时广义特征值也是 B-l/2AB-l/2 (这是实矩阵)

的特征值。同标准的特征值分解一样，我们按非增顺序排列特征值， λ1;;;::λ2;;;:: …》儿，

并用入max(A， B) 表示最大的广义特征值。

当 Bεs~+ 时，以上两个矩阵可以因式分解为

A = VAVT , B = VVT , (A.ll) 
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其中 Vε Rnxn 是非奇异矩阵， A = diag(入1，… ， Àn) ， 而 λz 代表矩阵对 (A， B) 的广

义特征值。分解 (A.ll) 称为广义特征值分解。

广义特征值分解和矩阵 B-1/2AB-l/2 的标准特征值分解有关。如果 QAQT 是

B-1/ 2 AB-1/2 的特征值分解，那么式 (A.ll) 对 V = Bl/2Q 成立。

A.5.4 奇异值分解

假设 AεRm阳 ， rank A = r。那么 A 可以因式分解为

A = UZVT, (A.12) 

其中 UεRmx俨满足 uTu = f , V E Rnxr 满足 VTV = f ， 而I; = diag(σ1γ ·· ， σr) 

满足

σ1;主 σ2~ …二zσ俨> o. 

因式分解 (A.12) 称为 A 的奇异值分解 (SVD)o U 的列向量称为 A 的左奇异向量， V

的列向量称为右奇异向量，而 σz 则称为奇异值。奇异值分解可以写成

A= 三二md，
i=l 

其中 Ui εRm 是左奇异向量，的 ξ Rn 是右奇异向量。

矩阵 A 的奇异值分解和 (对称非负定〉矩阵 ATA 的特征值分解密切相关。利用

式 (A.12) 可以写出

m 内~ r ω1 I 2;2 0 I r _ 1 T 
A 1 A = V~"Vl = I V V I I I I V V I , 

L JIO OI L J 

其中?是使 [V V] 成为正交矩阵的任何矩阵。上式右边是 ATA 的特征值分解，因此

可以声称它的非零特征值就是 A 的奇异值的平方，而 ATA 的非零特征值对应的特征

向量就是 A 的右特征向量。对 AAT 进行类似的分析可以表明它的非零特征值就是 A

的奇异值的平方，而相应的特征向量就是 A 的左特征向量。

我们也用 σmax(A) 表示第一个或最大的奇异值。它可以表示成

;T Ay ____ IIAvl12 
ax(A ) = SUp 一一一一 = SUp 一一一.

x~;;o I Ixl 1 211y l 12 忡。 11 ν112

上式右边表明最大奇异值是 A 的白算子范数。 A E Rmxn 的最小奇异值可写成

σmin(A) = 
σγ(A) r = min{m,n} 

o r < min{m，叶，

它是正数的充要条件是 A 是满秩矩阵。
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对称矩阵的奇异值就是其非零特征值以下降顺序排列的绝对值。对称半正定矩阵

的奇异值和它的非零特征值相同。

非奇异短阵 Aε Rnxn 的条件数，用 cond(A) 或 κ(A) 表示，定义为

cond(A) = IIAI12 I1 A- llb =σma.x (A)jσmin(A). • 

伪逆

令 A=UEVT 为 A E Rmxn 的奇异值分解 ， rankA = r。我们定义 A 的伪逆或

Moore-Penrose 逆如下

A• = VE- 1UT E R nxm. 

等价表达式是

At = lil1l(AT A + El)-l AT = lil1l AT (AAT + d)-l , 
U "-+11 

其中极限取自 ε>0 的方向，这样可以保证式中逆炬阵的存在性。如果 rankA =η，那

么 At = (AT A)-l AT. 如果 rankA = m，那么 At = AT(AAT)-l。如果 A 是非奇异方

阵，那么 At = A-l 。

伪逆可以用于求解最小二乘，最小范数，二次规划以及 (Euclid) 投影这些问题。例

如 ， Atb 是最小二乘问题

minimize IIAx - b ll ~ 

在一般情况下的一个解。当该问题的解不唯一时 ， Atb 是具有最小 CEuclid) 范数

的解。作为另一个例子，矩阵 AAt = UUT 给出到冗(A) 上的 (Euclid) 投影。矩阵

A↑A=VVT 给出到记(AT) 上的 CEuclid) 投影。

用扩代表下述 〈一般的，非凸的)二次优化问题的最优值

. . . 
(1j2)xT Px + qT X + r , 江llnlmlZe

其中 Pε sn ， 可以将其表示成

一(1j2)qTpt q + r P 泣。， q ζ 冗(P)

一∞ 其他情况.
p食=

(这是对 p>-û 时才有意义的表达式扩 = 一(1j2)qTp-lq + r 在一般情况下的推广。〉

A.5.5 Schur 补

考虑进行以下划分的矩阵 Xε sn ，

x= A B 

BT C ' 
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其中 AεSk。如果 detA 并 0，矩阵

S = C-BT A - 1B 

被称为 A 在 X 中的 Schur 补。在多种情况下会遇到 Schur 补，它出现于很多重要的

公式和定理中。例如，我们有

detX = detAdetS. 

分块矩阵求逆

如果采用消去一些变量的方法求解线性方程组，就会遇到 Schur 补。我们从下式开

始

A B x u 

JLYJ LVJ BT C , 

假设 detA 手 0。如果我们从上式中上面的分块方程消去 X ， 并将其带入下面的分块方

程，就可得到 V=BTA-1u+8y ， 因此

Y = S-l(υ - BT A-1u). 

再将其带入第一个方程就能求出

x = (A- 1 + A - 1 BS- 1B T A-1 ) 也 - A- 1 BS-1υ 

我们可以将这两组方程表示成分块矩阵求逆公式;

A B 

BT C 

-1 

一

A - 1 + A - 1 BS- 1 B T A-1 

-S-lBT A - 1 
-A-1BS-1 

8- 1 

特别是，可以看出 Schur 补就是 X 的逆矩阵中 2， 2 块矩阵之逆。

极小化和正定性

在极小化二次型的部分变量时也会遇到 Schur 补。假设 A>- 0 ， 考虑极小化问题

minimize uT Au + 2vT BT u + vT Cv 

其中优化变量为包。该问题的解是也 = -A-1Bv ， 而最优值为

inf 
嗖L

u 

V 

T 
A B 

BT C 
u I =vTSv. 
U 

据此可对分块矩阵 X 的正定或半定性质导出以下描述:

• X >- 0 的充要条件是 A>-O 和 S>-O 同时成立。

.如果 A >- 0，那么 X>二 0 的充要条件是 S~二 0。

(A.13) 

(A.14) 
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奇异矩阵 A 的 Schur 补

Schur 补的某些结果可以推广到 A 是奇异的情况，相应细节会更加复杂。作为一个

例子，如果 A>二 O 且 Bv ε 冗(A) ， 那么二次极小问题 (A. 13) (优化变量为 ω 是可解

的，并且最优值为

vT(C - BT AtB)v, 

其中 At 是 A 的伪逆。如果 Bv f/.冗(A) 或者 A 巨 0，该问题是无界的。

值域条件 Bv ε R(A) 也可以表示为 (1 - AAt)Bv = 0，因此我们可以对分块矩阵

X 的半定性质进行如下描述:

x >- 0 字=今 A~二 0， (1 - AA• )B = 0, C - BT A• B >- O. 

这里矩阵 C-BTAtB 可以视作 Schur 补在 A 是奇异矩阵情况下的推广。

参考文献

本附录内容的一些重要的参考文献有，关于分析的 Rudin [Rud76]，关于线性代数的 Strang

[Str80] 和 Meyer [MeyOO]。更前沿的线性代数教材包括 Horn 和 Johnson [HJ85, HJ91] , Parlett 

[Par98] , Golub 和 Van Loan [GL89] , Trefethen 和 Bau [TB97]，以及 Demmel [Dem97] 。

闭函数的概念(SA.3.3)经常出现在凸优化中，但术语可能不同。这里采用的术语取自 Rockafellar

[Rρc70， 51 页]， Hiriart-U rruty 和 Lemaréchal [HUL93, 1 卷， 149 页]， Borwein 和 Lewis [BLOO, 

76 页] ，以及 Bertsekas ， Nedié 和 Ozdaglar [Ber03, 28 页] • 

• 



B 双二次函数的问题

本附录考虑涉及双二次函数的一些优化问题，这些函数并不一定是凸函数。关于这

些问题有些很强的结果，甚至在非凸情况下也成立。

8.1 单约束二次优化

我们考虑一个约束的优化问题

minimize xT Aox + 2bÔ x + 句

subject to xT Aρ + 2b[x + Cl 运 0，
(B.l) 

变量 zε R饵，问题参数 Ai εsn，仇 ε R饵， αε R。我们不假定 A42二 O. 因此问题 (B.l)

不是凸优化问题。

问题 (B.l) 的 Lagrange 函数是

L怡， λ)=xT(Ao+ λA1)x + 2(bo + λbl)T X + 句 +λCl ，

对偶函数为

g(λ)=i2fL(z， λ) 

句+入Cl - (bo + λb1)T(Ao + λA1 )↑ (bo 十油J) Ao+ 入Al 兰 0，

bo + λbl ε 冗(Ao + λAl) 

一∞ - 其他情况

(见 gA.5.4)。利用 Schur 补，我们可以将对偶问题表示成

maxJ.mlzeγ 

subject toλ~O 

Ao+ λAl bo + λb1 

(bo + 入b1)T 句+入Cl 一 γ

这足两个变量 γ，入 ξ R 的半定规划 CSDP) 。

E二 0 ，

(B.2) 
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第一个结果是，对于问题 (B.l) 及其 Lagrange 对偶 (B功，如果 Slater 约束品性

满足，即存在 z 满足 xTA1x+2bfx +Cl < 0，那么强对偶性成立。换句话说，如果问

题 (B.1 )是严格可行的，那么问题 (B.1) 和问题 (B.2) 的最优值相等。(证明在 ~B.4 中

给出。)

松抱解释

半定规划 (B.2) 的对偶是

AU 
K
O飞

句
句

++ 
z
m

曲
'

TZOTz10 
刑4
2

〉
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十
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m

町

'AIU' mb-Em 

(B.3) 

这是变量 Xε sn ， X ε Rn 的半定规划。基于原问题 (B.l) 可以对对偶半定规划作出一

个有趣的解释。

首先注意到问题 (B.l) 等价于

minimize tr(AoX) + 2bÔ x +句

subjcct to tr(A1X) + 2bf x + Cl ~ 0 

X= 也f

(B.4) 

在这个描述中我们将二次项 xTAix 表示为 tr(Aixx勺，然后引入了一个新变量 X =

ZZY'。问题 (B.4)有一个线性目标函数， 一个线性不等式约束，以及一个非线性等式约

束 X=xxT。下一步是将等式约束替换为不等式 X~二 xxT:

. . . tr(AoX) + b'{; x十句自11m日llze

subject to tr(A1X) + bf x + Clζ0 
X>- 笃笃T.

(B.5) 

该问题称为问题 (B功的松弛，因为一个原始约束被一个更宽松的约束所替换。最后，

可以看出，利用 Schur 补可以将问题 (B.5) 的不等式表示为线性矩阵不等式，由此产生

了问题 (B.3) 。

基于问题 (B.3) 是问题 (B.l) 的松弛的解释可以直接得到一些有趣的事实。首先，

问题 (B.3) 的最优值一定小于或等于问题 (B.l) 的最优值，因为前者是在更大的集

合中对相同的目标函数求极小。其次，我们可以推断，如果在问题 (B.3) 的最优解处

X=mT，那么 z 一定是问题 (B.l) 的最优解。

结合上面的结果，即问题 (B.l) 和 (B.2) 之间满足强对偶性(当问题 (B.l) 严格

可行时)，以及对偶半定规划 (B.2) 和 (B.3) 之间满足强对偶性，我们可以推断，如
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果问题 (B.l) 是严格可行的，那么原来的非凸二次规划问题 (B.l) 和半定规划松弛问

题 (B.3) 之间满足强对偶性。

8.2 5-程序

另一个结果是关于(非凸的〉双二次不等式的择一定理。令 A1， A2 巳 S吭 ， b1, b2 E 

R饵， Cl' C2 E R，井假设有企满足

5.7 A2x + 2bf X + C2 < 0 

那么存在 xE Rn 满足

xT A1x + 2b[ x + Cl < 0, xT A2X + 2bf x + C2 运 o (B.6) 

的充要条件是不存在 λ 满足

λ;注 0，
A1 bl I I A? 如bJ A|+ 入|&&|泣。r Cl I . .. I bf C2 

换句话说，式 (B.6) 和式 (B.7) 具有强择一性。

(B.7) 

容易说明这个结果等价于 gB.l 的结果，相应证明见 gB.4。这里我们指出这两个不

等式系统显然是弱择一的，因为式 (B.6) 和式 (B.7) 同时成立可导致矛盾:

。笔二 IX 

1 

T 
A 1 bl 
二~ I +λ 

bf Cl 

A2 b2 

bf C2 

x 
1 

=xT A]x + 2b[ x 十 C] +入(xTA2X + 2bf X + C2) 

<0. 

该择一定理有时被称为 s-程序，井经常被陈述为以下形式:对于 Pi E sn , 9iε 

R饵，~ εR，如果有企满足俨Plx+29fx+hl < 0，那么蕴含关系

XTp1X + 29f x + h1 运 o ==? xT F2X + 29r叶也运 O

成立的充要条件是，存在 λ 满足

λ;;:: 0, 

(注意充分性显然成立。)

P2 92 

4 的
〈入

Ft 91 

g[ h1 

例B.l 椭圆包含。具有非空内部的椭阅 [ C Rn 能够表示威一个二次函数的下水平集

ε = {x I xT Fx + 2gT X + h ζO} ， 
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其中 PES++ ， h - gTp-lg<O。假设 t 是具有类似表示的另外一个椭圆

t = {x I XT Þx + 2gT X + 品运 O} , 

其中 FεS++. 且 - gTþ-lg < O. 根据 s-程序可以看出， ε 5 5 的充要条件是存在 λ>0
满足

~ ]主 λl 二~ ] 
8.3 双对称矩阵的数值场

下述结果是证明 SB.l的强对偶性和 sB.2的s-程序的基础。如果 A， B εsn，则对于

任意的 Xεs~，存在 xE Rn 满足

xT Ax = tr(AX) , xT Bx = tr(BX). (B.8) 

注释B.l 几何解释。对这个结果可以基子集合

W(A,B) = {(XT Ax,xTBx) I x E R n
} 

给出一个有趣的解释，这个集合是 R2 的锥，它由集合

P(A, B) = {(XT Ax , XT Bx) I IIxll2 = 1} 

生成，后者被称为 (A， B) 对的 2-维数值场。儿何上看， W(A, B) 是秩-1 半定矩阵集合在

线性映射 f: 铲→ R2 ，

f(X) = (tr(AX), tr(BX)) 

下的像。对每个 XεS~ 存在 z 满足式 (B.8) 就意味着

W(A, B) = f(S~). 

换句话说， W(A， B) 是凸锥。

我们通过对 X 的秩进行数学归纳给出一个构造性证明。假定对任意的 1 运

r臼lkXζk 的 Xεs~，其中 k 注 2. 存在 z 使式 (B.8) 成立。下面将证明这个结

果当 rankX = k + 1 时也成立。任何 rankX = k + 1 的矩阵 Xεs~ 可以表示

成 X = yyT + Z ， 其中 ν 并 0， Z E s~ with rank Z = k 0 根据假设，存在 z 使得

tr(AZ) = zT Az, tr(AZ) = zTBz。因此

tr(AX) = tr(A(yyT + ZZT)) , tr(BX) = tr(B(ωT + ZZT)). 
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矩阵 yyT + ZZT 的秩是 1 或 2，因此根据假设存在 z 使式 (B.8)成立。

现在只要证明所需结果当 rankXζ2 时成立。当 rankX = 0 和 rankX = J 时，

结果自然成立。如果 rankX = 2，我们可以将 X 写成 X = VVT ， 其中 VεRnx2，

并且其列向量问和 V2 线性独立。不失一般性我们可以假设 VTAV 是对角阵。(如果

VTAV 不是对角阵，我们用 VP 代替 V ， 其中 VTAV = Pdiag(λ)pT 是 VTAV 的特

征值分解。)我们将 VTAV 和 VTBV 写成

VTAV = |入1 VTBV= 
|σ1 γ 

L γ σ2 。
』

并定义
F 

tr(AX) λ1 + 入2

W = tr{BX) |σ1+σ2 

我们需要证明有 2 满足 ω = (xTAx ， xTBx) 。

我们分别考虑两种情况。首先，假设 (0， γ) 是向量(杠， σ1) 和(入2，的)的线性组合:

0 = Z1 入1 + Z2入2 ， γ = Zl σ1 +Z2σ2 ， 

其中 Z1' Z2 是两个实数。在这种情况下我们选择 x= α叫 + ß饨，其中 α 和 β 是以下

两个变莹的两个二次方程的解，

α2+2αβZl = 1, β2+2αβZ2 = 1. 

由此可得到所需要的结果，因为

(αυ1+βν2f A{αV1 + βV2) 

(αVl + βV2)T B(αV] + ßV2) 

月2 r ~: 1 +叫~ 1 叫::
= (α2+2αβzl) 入1 I . '^? . ~ ^ ， 1λ2 

(β:1: + 2αβZ2) 

入1+λ2

σ1+σ2 

σ1 σ2 

(B.9) 

下面要做的是说明方程 (B.9)有解。首先可以看到 α 和 β 必须不等于零，因此我们可以

把方程组等价写成

α2(1+2(ß/α)Zl) = 1, (β/α)2 + 2(β/α)(Z2 - zI) = 1. 
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方程 t2+2t(Z2-Z1) =1 有一个正根和一个负根。这两个根中间至少有一个 (和 Z} 符

号相同的)满足 1 + 2tZl > 0，因此我们可以选取

α= 士l/v征千2tZl ， β=tα. 

这样产生的两个解 (α， ß) 满足式 (B.9). (如果 t2 + 2t(Z2 - zl) = 1 的两个根都满足

1 + 2tzl > 0，我们可得到四个解。)
其次，假设 (0， γ) 不是(杠， σ1)和 (λ2 ， σ2) 的线性组合。这意味着 (λ} ， σ1)和

(扫， σ2) 线性相关。因此它们的和 ω= (λ1+ 丛， σ1+σ2) 是(入1 ， σ1)或(杠， σ2) 或两

者的非负倍数。如果 ω = a2 (入1 ，0"1)对某个 α 成立，我们可以选取 x = αυ1。如果

ω = β2(λ2 ， σ2) 对某个 β 成立，我们可以选取 x= β吨。

8.4 强对偶结果的证明

我们首先证明 gB.2 给出的 s-程序。关于￡的严格可行性的假设意味着矩阵

至少有一个非负特征值。因此

T 二~ 0, T 

A2 b2 

bf C2 

A2 b2 

bf C2 
>- 0 =争 T = O. 

我们应用例 5.14 中给出的关于非严格的线性矩阵不等式的择一定理，即式 (B.7) 不可

行的充要条件是

X~二 0，
A, b, tr I X I ~ - . ~ . 

bf . Cl 
< 0, tr I X I :_ 

b~ C2 

A2 b2 

是可行的。根据 gB.3 这又等价于以下不等式组的可行性

v 

w 

T 
A1 b1 

叮 Cl

如果 ω 予手正 0 , 则 x = 

v 
< 0, 

也J

0 , VT A2纠V ~ζ二 0，因此 x= 企 +tv 满足

v 

也}

T 
A2 b2 

bf C2 

运 O

v 
~ O. 

w 

xTA1x+2bTx+C1 =俨A1企 +2叮企+ Cl + t2vT A1v + 2t(A1x + blf v 

xT A2X + 2bf x + C2 = XT A2企 +2bI企+ C2 + t2VT A2V + 2t(A2:击 +b2fv

< 2t(A2X 十的)TV ，
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即取决于 (A必 + b2)T V 的符号，当 t →土∞时， X 将变成可行解。

最后，我们证明 9B. 1 中的结果，即如果问题 (B.1) 是严格可行的，那么问题 (B.1)

和问题 (B.2) 的最优值相等。为此我们指出，如果

xT A1x + bTx + Cl ~ 0 =斗 xTAo.c + bÓ.c + 句剖，

那么 γ 是问题 (B.1) 的最优值的下界.根据 s-程序，以上结果成立的充要条件是存在

入 ~O 使下式成立

Ao bo 

bZ 句 -γ

即 γ ， λ 是问题 (B功的可行解。

参考文献

A , bl 
·护 λi 二

a

bf Cl 
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化的内容中有s-程序的变形;例如，见 Calabi [Cal64J 和 Uhlig [Uh179J. 强对偶结果的特殊情况
在非线性规划的信赖域方法的文献中有研究(Stcrn 和 Wolkowicz [SW95] , Nocedal 和 Wright

[NW99， 78 页])。
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于 He画tenes [Hes68J. 很多相关的结果和其他文献可参见 Horn 和 Johnson [HJ91 , 91.8J 以及
B('n-Tal 和 Nernirovski [BTN01 , 94. 10叫。
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C 有关的数值线性代数知识

本附录简单回顾一些基本的数值钱性代数知识，主要集中于一个或更多个线性方

程组的求解方法。我们将重点关注直接(即非迭代〉方法，以及如何利用问题结构提高

效率。数值线性代数领域很多重要的问题和方法将不会在这里考虑，比如数值稳定性，

矩阵因式分解的细节，平行计算或多处理器计算方法，以及法代方法。对于这些(以及

别的)主题，作者可参阅本附录结尾列出的参考文献。

C.l 矩阵结构与算法复杂性

我们主要考虑求解以下线性方程组的方法，

Ax =b (C.l) 

其中 AεRnx饵 ， b εRn。假设 A 非奇异，因此对任意的 b 有唯一解 X = A-1b。这个基

本问题出现于很多优化算法中，并且经常耗费大部分计算盘。在求解线性方程组 (C.l)

时，矩阵 A 经常被称为系数矩阵，而向量 b 则被称为右边项。

求解方程组 (C.l) 的一般性标准方法所需要的计算量大约和川成比例。这些方法

除了 A 的非奇异性以外不做任何其他假设，因此适用于一般情况。对于 η 不超过数百

的情况，这些一般性方法可能是可采用的最好方法，除非对实时性要求非常高的应用情

况。当 η 超过一千时，求解 Ax=b 的一般性方法会变得不太实用。

系数矩阵结构

很多情况下系数矩阵 A 有些特殊的结构或形式，采用为这些结构专门设计的方法

可以更有效地求解方程 Ax = b。例如，在l'\ewton 系统 "\12 f(x)!::..xnt = -"\1 f(x) 中，系

数矩阵是对称正定矩阵，该性质使我们可以采用比一般方法大约快一倍的方法求解〈因

此也得到更好的舍入精度)。有很多其他类型可以利用的结构，通常可以使计算量减

少(或算法加速)到远大于两倍的程度。很多情况下，和一般算法的计算量与川成比例

的效率相比，利用特殊结构的算法的计算量可以减少为与川甚至 n 成比例的效果。由

于这些方法一般应用于 η 至少是一百，经常大很多，的情况，所节约的计算量可能非常

惊人。
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可以利用的系数矩阵的结构很多。简单的例子和稀疏模式有关 (即矩阵中零和非

零元素的模式)，包括带状、分块对角或稀疏矩阵。 一种更精细的可利用结构是对角

加低秩。很多常规形式的凸优化问题所涉及的线性方程组的系数矩阵都有可利用的结

构。(还有很多其他矩阵结构也可以被利用，比如， Toeplitz , Hankel 和循环，本附录不

考虑这些结构。)

我们将不利用矩阵稀疏模式的一般性方法称为稠密矩阵的方法，将完全不利用任

何矩阵结构的方法称为无结构矩阵的方法。

C.1.1 基于浮点运算次数的复杂性分析

数值线性代数算法的成本经常表示为完成算法所需要的浮点运算次数关于各种问

题维数的函数。我们将一个浮点运算定义为两个浮点数的一次相加、相减、相乘或相

除。(有些作者将一个浮点运算定义为一次乘法运算及其随后的一次加法运算，因此他

们的浮点运算次数可能只有我们的一半。)为了估计一个算法的复杂性，我们计算总的

浮点运算次数，将其表示为所涉及的矩阵或向量的维数的函数(通常是多项式函数) , 

并通过只保留主导 (即最高次数或占优势的)项的方式来简化所得到的表达式。

作为一个例子，假设一个具体的算法需要总数为

m 3 + 3m2n + mn + 4mn2 + 5m + 22 

次浮点运算，其中 m 和 η 是问题的维数。正常情况下我们将它简化为

m 3 + 3m2n + 4mn2 

次浮点运算，因为这些是问题维数 m 和 η 主导项。如果此外又假设 m<< η，我们将进

一步将浮点运算次数简化为 4mn2 。

浮点运算计数最初流行于浮点运算相对来说还比较慢的时候，因此计算这种次数

对总的计算时间可以给出一个很好的估计。现在情况己经完全不同:诸如高速缓冲存储

器的边界和参考点位置这些因素都可能严重影响一个数值算法的计算时间。但是，对于

数值算法的计算时间以及该计算时间如何随着问题规模的增加而增长，浮点运算次数

仍然能给我们一个好的粗略的估计。既然浮点运算次数再也不能精确预测算法的计算

时间，我们通常将主要注意力集中于它的阶数，即它的最大的事数，而忽略浮点运算次

数的差异小于两倍左右的情况。例如，浮点运算次数为 5川的算法和浮点运算次数为

4川的算法大致相当，但比浮点运算次数为 (1/3)川的算法快得多。

C.1.2 基本的矩阵一向量运算成本

向量运算

为了完成两个向量 x， y E Rn 的内积运算 xTy ， 我们先要计算乘积 Xi衍，然后将它

们相加，这需要 n 次乘法和 η -1 次加法，或者为如 一 1 次浮点运算。如上所述，我
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们只保留主导项，称内积运算需要 2η 次浮点运算，甚至更近似地说，需要次数为饨的

浮点运算。标量-向量乘积 αx ， 其中 αE R , x ε Rn ， 耗费 η 次浮点运算。两个向量

x ,y E Rn 的加法 x+y 也耗费 η 次浮点运算。

如果向量 z 和 u 是稀疏的，即只有少数非零项，这些基本运算可以更快地完成〈假

设向量用恰当的数据结构存储)。例如，如果 z 是只有 N 个非零分量的稀疏向量，那么

内积 xTy 可以用 2N 次浮点运算完成。

短阵一向量相乘

矩阵向量相乘 y = Ax ， 其中 Aε Rmxn，成本为 2mn 次浮点运算:我们必须计

算 u 的 m 个分量，每个分量是 A 的行向量和 z 的乘积，即两个 Rn 的向量的内积。

利用 A 的结构经常可以对矩阵-向量相乘运算进行加速。例如，如果 A 是对角阵，

那么 Ax 可以用 η 次浮点运算求出，而不是一般性 η xn 矩阵和向量相乘所需要的 2η2

次浮点运算。更一般的情况是，如果 A 是稀疏矩阵，仅有(总数为 mη 中的)N 个非零

元素，那么只需要 2N 次浮点运算就可以确定 Ax ， 因为我们可以跳过和零元素相乘及

相加的运算。

作为一个不是很明显的例子，假设矩阵 A 的秩为 p<< min{m，叶，并且被表示(存

储)为因式化形式 A= UV， 其中 Uε RmxP. V ε RPxn。那么我们可以通过首先计

算 Vx (耗费 2pn 次浮点运算)，然后计算 U(Vx) (耗费 2刑p 浮点运算)来确定 Ax ， 因

此总的浮点运算次数是 2p(m+ η)。因为 p<< min{m，吟，这样的浮点运算次数要小于

27ηη 。

矩阵-矩阵相乘

矩阵-矩阵相乘 C = AB ， 其中 Aε Rmxn ， B ε Rnxp ， 需要 2m叩次浮点运算。

因为我们需要计算 C 的 mp 个元素，而每个元素是两个长度为 η 的向量的内积。同

样，经常可以利用 A 和 B 的结构大幅节省计算量。例如，如果 A 和 B 是稀疏矩阵，我

们可以通过跳过和零元素相加及相乘加速矩阵相乘。如果 m=p 并且己知 C 是对称

矩阵，那么可以用 m与次浮点运算计算矩阵乘积，因为我们只需要计算下三角部分的

(1/2)m(m + 1) 个元素。

在计算若干个矩阵的乘积时，我们可以用不同的方式进行矩阵相乘，一般情况会导

致不同的浮点运算次数。最简单的例子是计算乘积 D = ABC. 其中 A E R mxn , B E 

Rn冲 ， Cε Rpxq。这里我们可以采用两种矩阵-矩阵相乘的方式计算 D。一种方式是先

计算乘积 AB (2m叩次浮点运算)，然后计算 D = (AB)C (2mpq 次浮点运算) ，因此

总的浮点运算次数是 2mp(η +q)。另一种方式是，我们先计算乘积 BC(2η，pq 次浮点运

算)，再计算 D = A(BC) C2mnq 次浮点运算)，这时总的浮点运算次数是 2叫(m+p)。
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当 2mp(η +q) < 2叫(m+p) ， 即当

-+-<一+n q m p 

C 有关的数值线性代数知识

时，第一种方式较好。这是假设没有矩阵结构可以利用时计算三个矩阵乘积的情况。

对于三个以上矩阵的乘积，存在很多方式将其分解成若干个双矩阵相乘的问题。尽

管给定矩阵维数时不难设计一种算法找出最好的分解方式(即所需要的浮点运算次数

最少的方式)，但在大多数实际应用中并不需要这种算法，因为最好的分解方式通常都

很明显。

C.2 求解已经因式分解的矩阵的线性方程组

C.2.1 容易求解的线性方程组

我们首先讨论 Ax=b 很容易求解，即 x = A-1 b 很容易计算的一些情况。

对角短阵

假设 A 是非奇异对角矩阵(即对所有的 4 成立何手。〉。线性方程组 Ax = b 可以

写成句句=句， i = 1γ ·· ，饥。方程组的解为 Xi = bd侃，可以经 η 次、浮点运算确定。

下三角矩阵

矩阵 A E Rnxn 被称为下三角矩阵的条件是，对所有的 j > i 成立 αij = 0。如果

一个下三角矩阵的对角元素都等于1，则称其为单位下三角矩阵。下三角矩阵非奇异的

充要条件是，对所有的 4 成立切手 00

假设 A 是非奇异下三角矩阵。方程 Ax=b 为

α11 0 

α21α22 

αn1 αn2 

。

。

αn吨

Xl 

X2 

x凡

bl 

b2 
一

. 

bn 

从第一行 αnXl =的可以得到叫 =bl/α11。从第二行 α21Xl 十 α22X2 = b2 又可将 X2 写

成归 = (b2 一 α21Xl)/α22 0 (我们已经求出町，因此该式右边每个数值均已知。〕继续这

种方式，我们可以将 z 的每个元素用其前面的元素进行表示，由此产生了以下算法

Xl : =bl/α11 

句:= (b2 一 α21叫 )/α22

x3:=(b3 - α31X1 - a32X2)/α33 

Xn := (bn 一 αnlXl - αn2X2 一 … -α饵，n-1Xn-l)/αnn.
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这个程序被称为前向代入算法，因为它通过将己知数值代入下一个方程顺序求出 z 的

所有分量。

下面对前向代入算法确定其浮点运算次数。我们从计算剖开始 (1 次浮点运算)。

将叫代入第二个方程后计算白 (3 次浮点运算)，然后将 Xl 和白代入第三个方程再

计算 X3 (5 次浮点运算)，如此继续。总的浮点计算次数为

1+3+5+ … + (2n - 1) = n2
, 

因此，当 A 是非奇异下三角矩阵时，计算 X = A-1 b 的浮点运算次数是 η2 。

如果除了下三角结构，矩阵 A 还有其他结构，那么前向代入算法可以比 η2 次浮点

运算更加有效。例如，如果 A 是稀疏〈或带状〉矩阵，每行至多有 k 个非零元素，那么

每个前向代入步骤至多需要 2k + 1 次浮点运算，因此总的浮点运算次数是 2(k + 1)π， 

略去 2n 项后是 2阳。

上三角矩阵

矩阵 Aε Rnxn 被称为上三角矩阵的条件是， AT 是下三角矩阵，即对所有的 j < i 

成立 αij = 0。我们可以采用和前向代入相似的方法求解非奇异上三角系数矩阵的线性
方程组，不同之处仅在于从计算向开始，然后 Xn-l ， 然后如此继续。算法如下

Xn :=bn/αnn 

Xn- l := (bn- 1 一 αn-1 ，nXn)/απ-lpl

Xn- 2:= (bn-2 - an-2，n- 1Xn- l 一 αn-2，nXn)/αn-2月-2
. . . 

Xl := (b1 一 α12X2 一 α13X3 一， , ，一 αlnXn)/α11 ，

该程序被称为后向代入或回代算法，因为它以向后的顺序确定所有未知数。以后向代入

算法求解 X = A-1 b 的计算量是 η2 次浮点运算。如果 A 是稀疏(或带状〉上三角矩阵，

每行至多 k 个非零元素，那么回代算法的浮点运算次数是 2阳。

正交矩阵

矩阵 Aε Rnxn 被称为正交矩阵的条件是 ATA = J ， 即 A-1 = AT。这种情况下可

以通过简单的矩阵-向量乘积 X = ATb 计算 X = A-1b ， 一般情况其计算成本为如2 次

浮点运算。

如果矩阵 A 有其他结构，计算 X = A-1b 的效率可以超过 2川。例如，如果 A 具有

A = J - 2uuT 的形式，其中 11叫12 = L 此时

X = A-1b = (I - 2U117fb = b - 2(uTb)也

我们可以先计算 uTb， 然后计算 b - 2(uTb)u ， 其计算成本为 4n 次浮点运算。
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排列矩阵

令霄=(霄1 ， …，叫)为 (1 ， 2，… z η) 的一种排列。相应的排列矩阵 AεRnxn 定义

为

A ， 一
~J 一

1 J = 叫

。其他情况。

排列矩阵的每行 (或每列〉 仅有一个元素等于 1; 所有其他元素都等于零。用排列矩阵

乘一个向量就是对其分量进行如下排列 t

Ax = (x叭 ， "'， X1l'n)'

排列矩阵的逆矩阵就是逆排列1[-1 对应的排列矩阵。这实际上就是 AT，由此可知排列

矩阵是正交矩阵。

如果 A 是排列矩阵，求解 Ax = b 将非常容易:用1[-1 对 b 的元素进行排列就可

得到 z。这样做并不需要我们定义的浮点运算 (但是，取决于具体实现，可能要复制浮

点数〉。从方程 x = ATb 可以达到同样的结论。矩阵 AT (像 A 一样) 的每行仅有一个

等于 1 的非零元素。因此不需要加法运算，而唯一需要的乘法是和 1 相乘。

C.2.2 因式分解求解方法

求解 Ax = b 的基本途径是将 A 表示为一系列非奇异矩阵的乘积，

A = A ,A2 … Ak , 

因此

z = A-lb = Af AZI1 … Af lb 

我们可以从右到左利用这个公式计算工:

Zl:= Allb 

Z2:= AZl z1 =AZIAJlb 

ZM:=AJLZK-2=At1 … Aflb 

z:=Afzk-1=AE1...Af1b. 

这个过程的第 4 步需要计算 zz = AJ1zt-1，即求解线性方程组 Aizi = 勾-1。如果这些方

程组都容易求解(即如果 Ai 是对角矩阵，下三角或上三角矩阵，排列矩阵，等等)，这

就形成了计算 x = A-1b 的一种方法。
将 A 表示为因式分解形式 (即计算每个因式 Ai ) 的步骤被称为因式分解步骤，而

通过递推求解一系列 Aι = Z.←1 来计算 x = A-1b 的过程经常被称为求解步骤。采用
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这种因式分解求解方法求解 Ax = b 的总的浮点运算次数是 J + s，其中 f 是进行因式

分解的浮点运算次数， s 是求解步骤的总的浮点运算次数。很多情况下，因式分解的成

本 J ， 相对总的求解戚本 s 占据主导地位。此时求解 Ax=b 的成本，即计算 x = A-1b, 

就是 f。

求解多个右边项的方程组

假设我们需要求解方程组

AJ月=仇 ， A;E2 = b2， AXm = bm , 

其中 Aε Rnxn 是非奇异矩阵。换句话说，我们需要求解 m 个线性方程组，每个方程

组的系数矩阵相同，但右边项不同。我们可以将该问题等价为计算矩阵

X = A-1B 

其中

X = [ Xl 尘2 ... Xm] E R nxm , B = [的 b2 如 lεR…
为此我们先对 A 进行因式分解，其成本为 f。然后对 4=1，…，m 通过求解步骤计算

A-1bio 因此我们只需对 A 进行一次因式分解，总计算量是

f +ms. 

换句话说，我们将因式分解的成本分摊在 m 次求解步骤中。如果我们(毫无必要的〉对

每个 4 重复因式分解步骤，总计算成本将是 m(f + s) 。

当因式分解的成本 f 主导求解成本 s 时，因式分解求解方法使我们能够以本质上

和求解一个线性系统相同的成本求解少数具有相同系数矩阵的线性系统。这是因为只

进行一次最耗费计算量的因式分解步骤。

我们可以用因式分解求解方法计算逆矩阵 A-1，这就是对 i = 1，…，仿求解

Ax = 句，即计算 A-1I。这需要一次因式分解步骤和 η 次求解步骤，因此总成本是

f+ ηs 。

C.3 LU , Cholesky 和 LDLT 因式分解

C.3.1 LU 因式分解

每一个非奇异矩阵 A E Rnxπ 都可以因式分解为

A = PLU 

其中 Pε Rnxn 是排列矩阵， L εR吨×吨是单位下三角矩阵，而 Uε Rnxn 是非奇

异 1-，三角矩阵。这种形式被称为 A 的 LU 因式分解。我们也可以把因式分解写成
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p TA = LU ， 其中矩阵 pTA 通过重新排列 A 的行向量得到。计算 LU 因式分解的标准

算法被称为 Gauss 部分主元消元法或 Gauss 行变换消元法。如果不利用 A 的结构其

计算成本是 (2/3)η3，这是我们首先考虑的情况。

利用 LU 因式分解求解线性方程组

LU 因式分解，结合因式分解求解方法，是求解一般性线性方程组 Ax = b 的标准
方法。

算法 C.l 利用 LU 因式分解求解线性方程组。

给定线性方程组 Ax = b ， 其中 A 非奇异。

1. LU 因式分解。将 A 因式分解为 A = P LU ((2/3)η3 次浮点运算〉 。

2. 排列。求解 PZ1 = b (0 次浮点运算) 。

3. 前向代入。求解 LZ2 = Zl (η2 次浮点运算〉 。

4. 后向代入。求解 Ux = Z2 ( η2 次浮点运算)。

总计算成本为 (2/3)n3 + 2川，或者为 (2/3)川(如果只保留主导项〉次浮点运算。

如果需要求解多个不同右边项的线性方程组，即 AXi = 句， i = 1,…, m，成本是

(2/3)n3 + 2mn2 , 

因为进行了一次 A 的因式分解， m 次前向代入和后向代入。例如，求解两个系数矩阵

相同但右边项不同的线性方程组所需要的计算量，本质上和求解一个线性方程组的相

同。我们可以通过求解多个方程组 AXi = ei 来计算逆矩阵 A-1，其中均是 A-1 的第$

列向量，而 ei 则是第 4 个单位向量。这个过程的计算成本是 (8/3)川，即约为 3η3 次浮

点运算。

如果矩阵 A 有一定的结构，例如带状或稀疏，其 LU 因式分解可以用少于 (2/3)η3

次浮点运算完成，而相应的前向代入和后向代入过程也可以更加有效的完成。

带状短阵的 LU 因式分解

假设 A E Rnxn 是带状矩阵，即对任意 li - jl > k 成立句 = O. 其中 k < n-l 称
为 A 的带宽。我们考虑 k<< η 的情况，即带宽远远小于矩阵的维数。这种情况下 A 的

LU 因式分解的计算量粗略估计为 4忱2 次浮点运算。所生成的上三角矩阵 U 的带宽至

多为拢，而下三角矩阵 L 的每列至多有 k + l 个非零元素，于是完成前后向代入的浮

点运算阶次为 6忱。因此，如果 A 是带状矩阵，求解线性方程组 Ax=b 的浮点运算次

数约为 4价2。

稀疏矩阵的 LU 因式分解

当 A 是稀疏矩阵时，其 LU 因式分解通常包含行列排列，即 A 被因式分解为
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A = P1LU马，

其中 P1 和 P2 是排列矩阵， L 是下三角矩阵 ， U 是上三角矩阵。如果因式 L 和 U 是稀

疏矩阵，前后向代入可以高效进行，因而可以用有效的方法求解 Ax = b。因式 L 和 U

的稀疏性取决于排列矩阵 P1 和马，因此选择这些矩阵时在一定程度上要考虑因式的
稀疏性。

计算稀疏的 LU 因式分解的成本是 A 的维数，非零元素的数量，稀疏模式以及所

使用的具体算法这些因素的复杂函数，但经常会显著小于稠密的 LU 因式分解的计算

成本。很多情况下，当 η 很大时，这种计算成本近似为 η 的线性函数。这意味着当 A

是稀疏矩阵时，我们可以非常有效地求解 Ax = b ， 其浮点运算的阶次经常近似为 η。

C.3.2 Cholesky 因式分解

如果 Aε Rnx旧是对称正定矩阵，那么它可以因式分解为

A=LLT 

其中 L 是下三角非奇异矩阵，对角元素均为正数。这种分解被称为 A 的 Cholesky 因

式分解，可以被解释为对称 LU 因式分解〈取 L = UT ) 。矩阵 L， 通常由 A 唯一确定，

被称为 A 的 Cholesky 因式。计算一个稠密矩阵的 Cholesky 因式分解的戚本，即不利

用任何结构，是 (1/3)n3 次浮点运算，为 LU 因式分解的一半。

利用 Cholesky 因式分解求解正定方程组

Cholesky 因式分解可以用于求解 A 是对称正定矩阵时的 Ax=b。

• 

算法C.2 利用 Cholesky 因式分解求解线性方程组。

给定线性方程组 Ax = b ， 其中 AεS~+ 。

1. Cholesky 因式分解。将 A 因式分解为 A = LLT ( (1/3)η3 次浮点运算〉。
2. 前向代入。求解 LZ1 = b Cn2 次浮点运算 ) 。

3. 后向代入。求解 LTX = Zl ( η2 次浮点运算)。

总的成本是 (1/3)饥3+2川，或粗略为 (1/3)饲3 次浮点运算。

对于带状和稀疏矩阵的 Cholcsky 困式分解，存在特殊算法，其复杂性远低于

(1/3)η3 。

带状矩阵的 Cholesky 因式分解

如果 A 是对称正定带状矩阵，带宽为 k， 那么它的 Cholesky 因式 L 是带宽为 k

的带状矩阵，可以用 nk2 次浮点运算完成计算。相应的求解步骤的成本是 4nk 次浮点

运算。



. 640 . C 有关的数值线性代数知识

稀疏短阵的 Cholesky 因式分解

当 A 是对称正定稀疏矩阵时，通常可以因式分解为

A=PLLTpT, 

其中 P 是排列矩阵， L 是对角元素为正数的下三角矩阵。我们也可以将其表示为

pTAP = LLT ， 即 LLT 是 pTAP 的 Cholesky 因式分解。我们可以对此进行如下解

释，首先重新排列变量和方程，然后计算排列后矩阵的(标准) Cholesky 因式分解。既

然 pTAP 对任何排列矩阵 P 都是正定矩阵，我们可以任意选择排列矩阵i 对每种选择

有唯一的 Cholesky 因式 L 相对应。但是 ， P 的选择对因式 L 的稀疏性有很大影响，而

后者又对求解 Ax = b 的效率起重大作用。有多种选择排列矩阵 P 的启发式方法可用

于获得稀疏的因式 L.

例 C.l 箭式稀疏模式的 Cholesky 因式分解。考虑以下形式的稀疏矩阵

A=lIJl 
u D 

其中 Dε Rnx乱是再对角阵，也 εR飞可以说明当 uTD- 1u < 1 时 A 是丘定矩阵。 A 的

Cho)esky 因式分解是

l;1l=[;:lUFl (C.2) 

其中 L 是满足 LLT = D - uuT 的下三角矩阵。对于一般性的 u， 矩阵 D - uuT 是稠密

的，因此可以预计 L 是稠密矩阵。虽然 A 是非常稀疏的矩阵(其大部分行向量只有两个非

零元素)，它的 Cholesky 因式却儿乎是完全稠密的矩阵。

另一方面，假设我们将 A 的第一行和第一列排列到最后。经过这样的重新排列，我们得到

的 Cholesky 因式分解为

[~， ~] = [u♂/2 Jl - ;川 llD;/2dtziu]
现在 Cholesky 因式有一个 1， 1 对角块，因此是一个非常稀疏的矩阵。

这个例子表明重新排列对 Cholesky 因式的稀疏性有很大影响。在这里最好的排列矩阵非

常明显，所有用于选择重新排列的好的启发式方法都将逃出这个矩阵，并将稠密的行列排

列到最后。对于更复杂的稀疏模式，可能很难找到"最好的"重新排列(即在 L 中产生最

多数量的零元素)，但多种启发式方法确能给出次优的排列矩阵。

对于稀疏的 Cholesky 因式分解，重新排列矩阵 P 通常由矩阵 A 的稀疏模式所决

定，而不是取决于 A 的非零元素的具体数值。 一旦选定 p， 我们也确定了 L 的稀疏模
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式，无须知道 A 的非零元素的数值。这两个步骤结合在一起被称为 A 的符号因式分解，

它是获得稀疏的 Cholesky 因式分解的第一步。与此相反，获取稀疏的 LU 因式分解的

排列矩阵却依赖于 A 的具体数值，而不仅仅是它的稀疏模式。

符号因式分解之后要进行数值因式分解，即计算 L 的非零元素。进行稀疏的

Cholesky 因式分解的软件包通常包含符号因式分解和数值因式分解这两个子程序。这

在很多实际应用巾是有用的，因为符号因式分解的成本值得重视，并且经常和数值因式

分解的成本相当。例如，假设我们要求解 m 个线性方程组

A 1x = 句 ， A2x= 饨， . . . , Am尘 =bm

其中矩阵 A 是具有不向数值的对称正定矩阵，但都有相同的稀疏模式。假设符号因式
分解的成本是 !symb' 数值因式分解的成本是 fnum 1 而求解步骤的成本是 s。于是求解

这 m 个线性方程组的浮点运算次数是

!symb + m(fnum +吟，

因为我们只需要对所有 m 个方程组进行一次符号因式分解。如果我们对每个线性方程

组单独进行符号因式分解，那么浮点运算次数将是 m(fsymb + !num + 8) 。

C.3.3 lDLT 因式分解

每个非奇异对称矩阵 A 都能因式分解为

A = PLDLTpT 

其中 P 是排列矩阵 ， L 是对角元素均为正数的下三角矩阵， D 是块对角矩阵，对角块

为 1 x 1 和 2x2 的非奇异矩阵。这种形式称为 A 的 LDLT 因式分解。 CCholesky 因式

分解可以视为 LDLT 因式分解的特殊情况，对应的 P=I， D=Io) 如果没有 A 的结

构可以利用，那么计算 LDLT 因式分解的浮点运算次数为 (1/3)η3 。

算法 C.3 利用 LDLT 因式分解求解线性方程组。

给定线性方程组 Ax = b ， 其中 Aε sn 非奇异。

1. LDLT 因式分解。将 A 因式分解为 A = PLDLTpT ((1/3)η3 次浮点运算)。

2. 排列。求解 Pz1=b C O 次浮点运算)。

3. 前向代入。求解 LZ2 = Zl (饥2 次浮点运算)。

4. 求解(块)对角方程。求解 DZ3 = Z2 ( 阶改为 n 改浮点运算〉。

5. 后向代入。求解 LTz4 = Z3 ( η2 次浮点运算〉。

6. 排列。求解 pTX = Z4 ( 0 次浮点运算)。

总计算成本为 (1/3)η3 次浮点运算，其中只保留了主导项。
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带状和稀疏矩阵的LDLT 因式分解

同 LU 和 Cholesky 因式分解一样，有一些特殊方法可用于计算带状和稀疏矩阵

的 LDLT 因式分解。这些方法同 Choles均因式分解的相应方法类似，只需另外加上因

式 D。在确定稀疏的 LDLT 因式分解时，排列矩阵 P 的选择不能只基于 A 的稀疏模

式 (像确定稀疏的 Cholesky 因式分解那样);它还依赖于矩阵 A 的非零元素的具体数

值。

C.4 分块消元和 Schur 补

C .4.1 消除部分变量

本节我们描述一种求解 Ax = b 的一般性方法，该方法首先消除一部分变量，然后

求解剩余变量的较小的线性方程组。对于一个稠密的无结构矩阵，这种方法没有优点。

但如果要消去的变量对应的 A 的子矩阵容易因式分解 (例如，是块对角或带状矩阵) , 

这种方法就会比一般性方法有效得多。

假设我们将变量 xERn 分为两块或两个子向量，

x= 
Xl 

X2 
, 

其中 215 RtI ，的 E Rn2。我们对线性方程组 Ax=b 进行对应的划分

All A 12 

A21 A22 

Xl I I b1 

X2 I . I b2 
(C.3) 

其中 Au εR1l1 X 1l 1 ， A22 εRn2 X问。假定子矩阵 All 可逆，于是可以按以下方式从方

程中悄去叫。利用第一个方程可以将 Xl 表示为切的函数:

Xl = A ï /(bl - A 12X2) (C .4) 

将此表达式代入第二个方程得到

(A22 - A21Al{ A 12)X2 = b2 - A21A丑lb1 . (C.5) 

我们将这个方程称为从原方程消去町的简化方程。简化方程 (C.5) 和方程(C.4) 一起

等价于原方程 (C.3)。简化方程中的矩阵称为 A 的第一个分块矩阵 All 的 Schur 补:

S = AZ2 - AZIAU1 A 12 

(参见 SA.5.5)。当且仅当 A 非奇异时 Schur 补 S 是非奇异矩阵。

方程 (C.5) 和方程 (C均给出求解原方程组 (C.3) 的替代方案。我们首先计算

Schur 补 S ， 然后计算方程 (C.5) 的解的，再由方程 (C.4)计算叫。我们将这个方法总

结如下。
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算法 C.4 通过分块消元求解线性方程组。

给定非奇异线饨方程组 (C.3). 其中 A11 非奇异。

1.计算 A1 :μ12 和 All1b1 o
2. 计算 S = A22 - A21Alll A12 和 8=b2-AnAdb1 。

3. 求解 SX2 = b 确定 X2 。

4. 求解 AllXl = b1 - A12X2 确定问。

注释C.l 基于分块因式求解的解释。对于分块消元法，可以基于下面的因式分解，按

照 ~C.2.2 描述的因式求解方法进行解释，
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该式可视为分块 LU 因式分解.基于这个分块 LU 因式分解可以采用以下方法求解

式 (C.3)。我们首先通过"分块前向代入"求解

吨
，
，EE
.

，

a
E
E
E
J

'An4 
'nuEnv 俨E

E
E
E
E
E
E
E
E『
E
L

一一

吨E
l
l
-
l
l

」

'AnL ZZ 
F
EEttttttttt

L 

吨B
E
B
E
E
-
-
l
J

OS -
咱

i
n
4

AA P
E
E
-
E
E
E
E
E
B
E
E
-

』

然后通过"分块后向代入"求解

[~ A于12 ] [ :: ] = [ :: ] 

由此获得和分块消元法相同的表达式:

Zl = Al/b1 

Z2=S-1(Ò2 - A 21z1) 

X2=Z2 

X1 = Z1 - Au1 
A12Z2 

事实上，现在采用的因式求解方法都是基于这样的分块因式分解和求解步骤，而每块的大

小则是根据单个(或多个) 处理器、高速缓冲存储器的大小等因素优化选择。

分块消元法的复杂性分析

为了分析用分块消元法求解线性方程组的 (可能的〉 优点，我们计算一下浮点运算

次数。我们用 f 和 s 分别表示对 All 进行因式分解和完成相应的求解步骤所需要的计

算成本。为简化分析我们(仅对当前)假定 A12' A22 和 A21 为稠密的无结构矩阵。用

分块消元法求解 Ax=b 要进行的四步讨算的浮点运算次数如下:
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1 计算 A111 A1Z 和 A111b1 需要对 Al1因式分解，加上求解过程需要的问 +1 次浮

点运算，成本为 f + (向 + 1)8，略去被支配的 s 项后为 f +n28 。

2. 计算 Schur 补 S 需要矩阵乘积 A21 (Aïl A12)，成本为 2n~叫，再加上 n2 x 问的

矩阵相减，成本为哈 (可以忽略〉。计算 8=b2-A21AElbl 的成本被计算 S 的成

本所支配，因此也可忽略。忽略了被支配项以后，步骤 2的总成本是 2n如1 。

3. 为了计算 Xz = S-l b ， 我们需要对 S 因式分解并进行求解，成本为 (2/3)吟。

4. 计算的 一 A12X2 耗费 2叫阿+叫次浮点运算。在计算 Xl = Aï/(的一 A12XZ) 时，

我们可以利用步骤 l己经求出的 A11 的因式分解，因此只需进行求解步骤，其成

本为 s。这些成本都被其他项所支配，因此都可以忽略。

最终得到的总成本为

f+向8 + 2n~nl + (2/3)n~ (C.6) 

次浮点运算。

元，结构矩阵消元，

我们首先考虑 All 没有可利用结构的情况。对 An 采用标准 LU 因式分解 ， f = 

(2/3)ηi，然后通过前后向代入进行求解 . s = 2吨。于是，通过分块消元求解方程组的浮

点运算次数是

(2/3)η?+η2(2η~) + 2n~η1 + (2/3)吟= (2/3)(叫+ nz)3 , 

这和采用标准 LU 因式分解求解大规模方程组的情况相同。换句话说，如果没有 All 的

结构可以利用，用分块消元法求解方程组没有优点。

另一方面，如果 Al1 的结构使我们能够比标准方法更有效地进行因式分解和求解，

分块消元法就会比标准方法更加有效。

对角矩阵消元，

如果 All 是对角矩阵， 无须因式分解，可以直接进行求解过程，耗费 η1 次浮点运

算，因此 f = O. 8 = 叫。将它们代入式 (C.6) 井忽略非主导项得到

2η2η1 十 (2/3)n~

次浮点运算，远小于标准方法的计算成本 (2/3)(nl +向)3。特别是，标准方法的浮点运

算次数以叫的立方速率增长，而分块消元法的浮点运算次数仅随 nl 线性增长。

带状矩阵消元

如果 Al1 是带宽为 k 的带状矩阵，大约可用 f = 4k2η1 次浮点运算进行因式分解，

而求解过程的浮点运算次数约为 s = 6knl。因此利用分块消元求解 A尘 =b 的总的复杂

性是
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4k2η1 + 6n2kη1 + 2n~nl + (2/3)仿2

次浮点运算。假定 k 相对 nl 和 n2 很小，上式将简化为知如1 + (2/3)吨，和 All 是对

角矩阵的情况相同。特别是，复杂性随 nl 线性增长，而相应的标准方法则随叫立方增

长。

具有带状 All 的矩阵有时称为箭式矩阵，因为叫》 η2 时其稀疏模式看上去像向

下和向右的箭头。用分块消元法求解箭式结构的线性方程组远比标准方法有效。

分块对角矩阵消元

假设 All 是分块对角矩阵，每个 (方形)子块维数为 ml ， … 3mk，满足 nl = 

m[ +… +mk。此时对 All 因式分解等价于对它的每个子块单独进行因式分解，类似

地，求解过程也可以对每个子块单独进行。采用标准方法完成这些工作的计算量是

f = (2/3)m? + . . . + (2/3)m~ ， s = 2mr + . . . + 2m~ ， 

因此分块消元的总的复杂性为

(2/3)艺叫 +2η22二叫 +2n~2二mi + (2/3)n~. 
i=l i=l i=l 

如果子块的维数相对 ηl 很小，且 η1 >>吨，用分块消元法节省的计算量将非常可观。

由于以下原因 ， Au 为分块对角矩阵的线性方程组 Ax = b 被称为部分可分的方

程。如果固定子向量句，剩下的方程将分解为 k 个独立的线性方程组(可以单独求解)。

子向量均有时被称为复杂变量，因为固定向能使方程组变的非常简单。对于部分可

分的线性方程组，采用分块消元法求解远比标准方法有效。

稀疏矩阵消元

如果 All 是稀疏矩阵，我们可以用稀疏矩阵的因式分解和求解步骤消去 All ' 因此

式 (C.6) 的 f 和 s 将远远小于无结构的 An 对应的数值。如果式 (C.3) 的 Au 是稀疏

矩阵，但别的子块都是稠密矩阵，并且向《叫，我们说 A 是带有少数稠密行列的稀疏

矩阵。消去稀疏子块 All 是求解仅有少数稠密行列的方程组的有效方法。

一种替代方案是简单地对整个矩阵 A 应用稀疏矩阵因式分解算法。大部分利用稀

疏性的方法将处理稠密的行列，挑选排列矩阵产生稀疏的因式，从而加快因式分解和求

解过程。这是比分块消元更直接的处理方法，但是通常会慢一些，特别是在可以利用其

他子块结构的应用中(例如，见例 C.4)。

注释 C.2 正如注释 C.l 已经指出的那样，以上两种求解少数稠密行列系统的方法之间有

紧密的联系。基于 Al1 和 S 的因式分解

Au = P1L1U1PZ , S = P3 L2 U2 
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的消元方法可以解释为首先将 A 因式分解为

lA11hl= 
A 21 A22 

C 有关的数值线性代数知识

1 月 O l[L1 
0 马 plA21P{Uï 1 :|[t 叮叮 [:2 ~] 

然后再进行前后向代入的过程。

C.4.2 分块消元和结构

对称和正定性

有些分块消元方法的变形可以处理 A 是对称矩阵或对称正定矩阵的情况。当 A 是

对称矩阵时， A11 和 Schur 补 S 也是这样的矩阵，因此可以对 A11 和 S 应用对称因式

分解算法。对称性也可在其他运算，比如矩阵相乘中加以利用。大体上和非对称情况相

比节约量在一半左右。

正定性也可在分块消元中加以利用。当 A 是对称正定矩阵时， A11 和 Schur 补 S

也是这样的矩阵，于是可用 Cholesky 因式分解算法。

在其他子块中利用结构

上面的复杂性分析假设子块 11 L2 ， 1121 , 1122 以及 Schur 补 S 没有结构可以利用，

即将它们视为稠密矩阵。但是很多情况下这些子块存在结构可以用于计算 Schur 补，对

其因式分解以及进行求解步骤。此时分块消元方法所节约的计算量和标准方法相比更

加显著。

例 C.2 分块三角方程。假设 A12 = O. 即线性方程组 Ax= b 具有分块下三角结构:

[;;二] [ :: ]斗~ ] 
这种情况下 Schur 补就是 S = A22 • 而分块消元法简化为分块前向代入:

Xl := Alllbl 

句 :=A221(b2 - A 21 X I). 

例 C.3 分块对角和带状系统。假设 Al1 是分块对角矩阵，最大子块的维数是 l x l. 

而 A12' A21 以及 A22 是带状矩阵，带宽为 k。这种情况下， Ad 也是分块对角矩
阵，和 All 的维数相同。因此，乘积 AlllA12 也是带状矩阵，带宽为 k+ l. 而 Schur
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补， s = A 22 - A21A,/ A12 是带宽为 2k + l 的带状矩阵。这意味着可以更加有效地计算
Schur 补 S， 并且可以有效地完成 S 的因式分解和求解过程。特别是，对于固定的最大子

块维数 l 和l带宽 k ， 我们可以用随 η 线性增长的浮点运算次数求解 Ax =b。

例 C.4 KKT 结构。假设矩阵 A 具有 KKT 结构，即

A=[A11 "| 
AT2 。

其中 All E S飞+ ' A 12 E RPxrr毡， rank A12 = 刑。因为 All >- 0，我们可以应用 Cholcsky 因

式分解。 Schur 补 S = -AT2Alll A12 是负定矩阵，于是可以对 -s 应用 Cholesky 因式分

解。

C .4.3 逆矩阵引理

分块消元法的想法是先消去部分变量，然后求解包含这些变量的 Schur 补的小方

程组。同样的想法可以反向应用:如果将某个矩阵视为 Schur 补，就可以引入新变量，

然后形成并求解一个大方程组。很多情况下这样做没有好处，因为我们最终要求解一个

更大的方程组。但是，如果所形成的大方程组具有可以利用的特殊结构，引入新变量就

可能导致更加有效的求解方法。最经常利用的是可以从大方程组中消去另一部分变量

的情况。

我们从以下线性方程组开始

(A + BC)x = b, (C.7) 

其中 Aε Rnxn 非奇异 ， B ε R但xP ， C E RPxn。我们引入新变量 y = Cx ， 并将方程组

重新写成

Ax+Bν = b， ν = Cx , 

或者，写成矩阵形式

A Bllxl Ib 
C -1 J L y J L 0 J 

(C.8) 

注意到原来的系数矩阵 ， A + BC， 是式 (C.8) 的大矩阵中 -1 的 Schur 补。如果从

式 (C.8) 中消去变量 ν，我们将重新回到原方程 (C.7) 。

某些情况下，求解大方程组 (C.8) 比求解原来的小方程组 (C.7) 更加有效。例

如， A , B , C 相当稀疏，但矩阵 A+BC 的稀疏性很差，就是这样一种情况。

引入新变量 u 后，利用 x = A- 1(b - By) ， 我们可以从大方程组 (C.8) 消去原变量

尘。将以上关系代入第二个方程 y = Cx ， 我们得到

(1 + CA- 1 B)y = CA-1b, 
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于是

ν= (1 + CA-1 B)-l CA-1b. 

利用 x = A - l(b - By) ， 可以得到

x = (A- 1 - A-1 B (J + CA-1 B)-lCA-1) b. (C.9) 、

因为 b 是任意向量，我们有以下结论

(A + BC)-1 = A- 1 - A-1 B (1 十 CA-1Br 1 CA-1. 

这就是逆矩阵引理，或称为 Sherman-Woodbury-Morrison 公式。

逆矩阵引理有很多应用。例如，当 p 很小(甚至只要不很大)时，倘若能够有效求

解 Au = v ， 它就为我们提供了一种求解 (A+BC)x = b 的方法。

对角或稀疏加低秩矩阵

假设 A 是对角元素不等于零的对角矩阵，而我们要求解形如式 (C.7) 的方程。直

接方法是先计算矩阵 D = A+BC， 然后求解 Dx = b。如果乘积 BC 是稠密矩阵，该

方法的复杂性是 2伊'1.2 次浮点运算计算 A+BC， 加上 (2/3)川次浮点运算进行 D 的

LU 因式分解，所以总成本是

2p饨2 + (2/3)η3 

次浮点运算。逆矩阵引理给出一个更有效的方法。我们可以从右往左按如下方式计算

尘的表达式 (C.9)。首先计算 z = A- 1b (η 次浮点运算，因为 A 是对角矩阵)。然后计

算矩阵 E = 1 + C A - J B (21)与次浮点运算〉。再求解 Eω = Cz ， 这是变量 p 的 p 个

线性方程。成本是 (2/3)1)3 次浮点运算，加上 2pn 次浮点运算计算 Cz。最后，我们计

算 x=z - A-1Bω(21)饥次浮点运算计算矩阵-向量乘积 Bw， 加上一些低阶项〉。总成

本是

2p2η + (2/3)p3 

次浮点运算，其中忽略了被支配项。和第一种方法比较，可以看出，当 p< η 时第二种

方法更有效。特别是，如果 p 很小且固定，复杂性随 η 线性增长。

逆矩阵引理的另一个重要应用是 A 为稀疏非奇异矩阵 ， B 和 C 为稠密矩阵的情

况。我们再比较一下两种方法。第一种方法是先计算(稠密)矩阵 A+BC ， 然后来用

LU 因式分解求解式 (C.7)。这种方法的戚本是 2pn2 + (2/3)η3 次浮点运算。第二种方
法利用 A 的稀疏 LU 因式分解求解表达式 (C.9)。具体地说，假设 f 是将 A 因式分解

为 A = P1LUP2 的成本，而 s 是求解因式化系统 PtLUP2X = d 的成本。我们可以按以
下方式从右往左计算式 (C.的。首先对 A 因式分解，井求解 p+1 个线性方程

Az=b, AD=B3 
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由此确定 z E Rn 和 D E Rnxp。成本是 f + (p + 1)8 次浮点运算。其次，计算矩阵
E=I 十 CD ， 并求解

Eω = Cz , 

这是 ρ 个变量 ω 的 p 个线性方程。这一步的成本是 2p与 + (2/3)p3 加上一些低阶项。

最后，我们计算 x=z-Dω，成本为 2pn 次浮点运算。这样给出的总成本为

f + p8 + 2p2η + (2/3)p3 

次浮点运算。如果 f <<: (2/3)川， 8<<:2η2，这种方法的复杂性比第一种方法低得多。

注释 C.3 增广系统方法。 一种不同的利用稀疏加低秩结构的方法是直接采用稀疏 LU 因

式分解求解式 (C.8)。系统 (C.8) 是 p + η 个变量的 p + η 线性方程，有时被称为式 (C.7)

的增广系统。如果 A 很稀疏且 p 很小，那么采用稀疏方法求解增广系统可以比采用稠密方

法求解式 (C.7) 快很多。

增广系统方法和上面描述的方法密切相关。假设

A = PtLUP2 

是 A 的稀疏的 LU 因式分解，而

I+CA-1B = 马ZU

是 1 +CA-1B 的稠密的 LU 因式分解。那么

[~ ~I] C - I 

=IR O|i L 。" |lu 叫B ] [乌~ ] 
。马 I I p[Cp!U-1 -L I I 0 (J I I 0 I I 

(C.10) 

这种因式分解可以用于求解增广系统。可以验证，它等价于上面描述的基于逆矩阵引理的

方法。

当然，如果我们用稀疏 LU 求解软件解增广系统，我们不能控制排列矩阵的选择。求解软

件可能选择和式 (C.10) 不同的因式分解，从而耗费更多计算成本。尽管这样，增广系统方

法仍然是有吸引力的选项。它比基于逆矩阵引理的方法更容易实现，并且也有更好的数值

稳定性。

低秩修正

假设 Aε Rnxn 非奇异 ， U , V εRn 满足 1+vTA-1u 泸 0，我们要求解两个线性方

程组
Ax = b, (A + uvT)x = b. 
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第二个方程组的解￡被称为 z 的秩-1 修正。 一旦求出了 x， 逆矩阵引理就能够帮助我

们很快的计算秩-1 修正 20 我们有

企= (A + UVT )-lb 

= ( A - 1 - ~ . . A - 1uVT A - 1 ì b 
飞 1 + v1 'A- 1u -- -- -- ) 

tJT~r A- l 
. . 一 - ... 

一曲 1 + vTA-1uH <N 

因此我们可以按如下方式求解两个系统，先对 A 因式分解 ， 再计算 x = A- 1 b 和

ω =A-气，然后计算
_ VTX 
x = x 一-一一一τz一组) .

1 +v1ω. 

总成本是 f + 28 ， 而对应的单独求解尘的总成本是 2(f + s) 。

C.5 求解不确定线性方程组

作为本附录结尾内容，我们指出有关不确定线性方程组

Ax =b (C.ll) 

的若干重要事实，其中 Aε RPX饵 ， p < η。我们假设 rankA = p ， 因此对任意 b 至少存

在一个解。很多实际应用中找到一个具体的解企就足以解决问题。其他一些情况下我

们可能需要给出所有解的参数化描述

{x I Ax = b} = {Fz + 念 Izε Rn-P}

其中 F 的列向量构成 A 的零空间的基。

对 A 的非奇异于矩阵求逆

(C.12) 

如果已知 A 的一个 pxp 的非奇异子矩阵，可以直接求解不确定系统。假设 A 的

前 p 个列向量线性无关。于是可以将方程 Ax = b 写成

Ax = r A 1 A2 11 Xl 1 = A 1Xl + A2句 = b, 
L J I x2 

其中 Al ε RPXP 是非奇异矩阵。我们可以将 Xl 表示成

Xl = Aïl(b - A2X2) = Aï1b - Aï1A2X2. 

该表达式让我们能够很容易地计算一个解:简单取幻 = 0，念1 = Aï1bo 其计算成本

等于求解 p 个线性方程 A1企1 = b 的成本。我们也可以用工2ε Rn-p 作自由参数表示
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Ax=b 的所有解。方程 Ax=b 的一般性解可以表示成

x= 
x} 

X2 

-A11 A2 
I 

X2 十
AJIb 

o 
这是形如式 (C.12) 的一种参数化描述，相当于

一A:;- 1A? F = I --1 - -~ I . 
I 

A了lb
X=I 

。

综上所述，假设冉的因式分解成本是 J ， 而求解形如 A1x = d 的系统的成本是 s。那

么找出式 (C. 11) 的一个解的成本是 J+s。参数化描述所有解的成本(即计算 F 和引

是 J+s(n-p+l)。现在我们考虑一般情况，此时 A 的前 p 个列向量不一定线性独立。

因为 rankA = p ， 我们可以选出 A 的 p 个线性独立的列向量，将它们排列到前面，然

后应用上面描述的方法。换句话说，我们要找到一个排列矩阵 P 使 A=AP 的前 p 个

列向量线性独立，即

Ã = AP = [Al A2 ] , 

其中 Al 可逆。方程 Jb=b，其中 i = p T X ， 其一般性解由下式给出

十。
，e

uz 内
，
&

A -1
-

A 

一一

~Z Aflb 

o 

于是 Ax =b 的一般性解为

P 
一


NZ P 
一

Z -AflA21 I AF1b 
z+P 

1 I I 0 
, 

其中 zε Rn叩是自由参数。该想法可用于容易发现 A 的一个非奇异或便于求逆的子

矩阵的情况，例如，具有非零对角元素的对角矩阵的情况。

QR 因 式分解

如果 Cε Rnxp 满足 p~二 n 和 rankC = p，那么它可以因式分解为

RO 
A4 门M叩

门
v
v

--C 

其中 Ql εR7lXP 和 Q2 ε Rnx(n-p) 满足

QfQl = 1, QIQ2 = 1, QfQ2 = 0, 

而 Rε RPXP 是具有非零对角元素的上三角矩阵。这称为 C 的 QR 因式分解。 QR 因

式分解的浮点运算次数是 2p2(n - pj3). (以因式分解的方式存储 Q 能够有效计算乘积

Qx 和 QTX.)
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QR 因式分解可以用于不确定方程组 (C.ll)。假设

Ro 
句
，
&

门可门
w
v

俨
E
E
B
E
B
E
E
-
-

一


T A 

是 AT 的 QR 因式分解.将其代入上述方程组可以看出企 = QIR-Tb 明显满足该方程

组:

A企 :- RT Qi Q1 R-Tb = b. 

此外， Qz 的列向量构成 A 的苓电间的基， 于是所有的解可以参数化为

{x = x + Q2Z I z E R n P}. 

QR 因式分解方法是求解不确定方程组的最常用方法. 一个缺点是难以利用稀疏

性。国式 Q 通常是稠密的，甚至 C 很稀疏时也是这样。

矩形矩阵的 LU 因式分解

如果 C E Rnxp 满足 p~二 η 和 r缸业C =p. 那么它可以因式分解为

C=PLU 

其中 Pε R1lxn 是排列矩阵 ， L E Rll均是单位下三角矩阵(即对所有的 i < j 满足

lzJ Z O，并且 lii = 1). U ε RPxp 是非奇异上三角矩阵。如果没有 C 的结构可以利川

计算成本是 (2/3)p3 + p2(n - p) 次浮点运算。

如果 C 是稀疏矩阵. LU 因式分解通常包括行列排列，即我们将 C 因式分解为

C = P1LUPZ 

其中 P1 ， Pz E RPxp 是排列矩阵。 一个稀疏的矩形矩阵的 LU 因式分解可以非常有效

地完成，其计算成本比稠密矩阵低得多。 LU 因式分解可以用于求解不确定方程组。假

设 AT = PLU 是式 (C.ll) 中矩阵 AT 的 LU 肉式分解，我们将 L 划分为

L = 1 L} 1. 
L2 

其中 L1 ε RPxP. ltz ε R(n-p)xp 0 容易验证所有的解可以参数化为式 (C.12) 的形式，

其中
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符号

一些特殊的集合

R 
R叫

R mxn 

R+l R ++ 

C 

cn 
cmx吼

z 
Z+ 
sn 
8+, 8++ 

向量和短阵

1 

ei 

I 

X T 

X H 

trX 

人(X)

λm阻(X) ， 入m叫X)

σi(X) 

σma.x(X) ， σmin(X) 

xt 
x l_ y 

实数。

实仲维fnJ盘 (n x 1 矩阵〉。

实 mxn 矩阵.

非负、正实数。

复数。

复 η·维向量。

复 rnx 饥矩阵。

整数.

非负整数.

对称 η × η 矩阵。

对称半正定、正定 η xn 矩阵。

所有分量为 1 的向盘。

第 4 个标准基向量。

单位矩阵。

矩阵 X 的转置。

矩阵 X 的 Hermitian (立共辄)转置。

矩阵 X 的迹。

对称矩阵 X 的第 4 大特征值.

对称矩阵 X 的最大、最小特征值。

矩阵 X 的第 t 大奇异值。

矩阵 X 的最大、最小奇异值。

矩阵 X 的 Moorc-Pcnrosc 逆或伪逆。

向盘 r 与 ν 正交: xTy = 0。
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v.l 

diag(x) 

diag(X, Y , . . .) 

rankA 

子空间 V 的正交补。

对角元素为 Xl γ ，阳的对角矩阵。

对角块为 X， Y， …的分块对角矩阵。

矩阵 A 的秩。

矩阵 A 的值域。

矩阵 A 的零空间。

B 

均
均
离

*
2
1

白
b
A
川
仪
式

l
J
州
4
4

川
K

M
等

冗

M

与

I

H
H
川

l
H

川

B
d

不

数
义
范
广

范数。

范数 11 . 1 1 的对偶范数。

向量尘的 Euclid (或 f.2-) 范数。

向量尘的 f.1-范数。

向量 z 的 t∞"范数。

矩阵 X 的谱范数(最大奇异值)。

以 c 为中心 T 为半径的球。

集合(或点)A 和 B 之间的距离。

x 二三 ν 

二r; -<y

X-<Y 

X-<Y 

Z 二三KY

X -<K Y 
Z 二三K. Y 

X -<K' Y 

向量 z 和 ν 之间的分量不等式。

向量工和 ν 之间的严格分量不等式。

对称矩阵 X 和 Y 之间的矩阵不等式。

对称矩阵 X 和 Y 之间的严格矩阵不等式。

由正常锥 K 导出的广义不等式。

由正常锥 K 导出的严格广义不等式。

对偶广义不等式。

对偶严格广义不等式。

拓扑与凸分析

affC 

集合 C 的基数。

集合 C 的内部。

集合 C 的相对内部。

集合 C 的闭包。

集合 C 的边界: bd C = cl C \ int C. 

集合 C 的凸包。

集合 C 的仿射包。

K 的对偶锥。

cardC 

intC 

relintC 

clC 

bdC 

convC 

K* 
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CC* ISFJ 
集合 C 的示性函数。

集合 C 的支撑函数。

f 的共辄函数。

概率

EX 

probS 

V盯X

随机向量 X 的期望值。

事件 S 的概率。

标量随机变量 X 的方差。

均值为 c、协方差(矩阵)为 2 的高斯分布。

随机变量 λ1(0， 1) 的累积分布函数。

N(c,"E) 
φ 

函数与导数

f: A • B 

domf 

epif 

'Vf 
'V2 f 
Df 

f 是从集合 domf C A 到集合 B 的函数。

函数 f 的定义域。

函数 f 的上境图。

函数 f 的导数。

函数 f 的 Hessian 矩阵。

函数 f 的导数(Jacobian) 矩阵。
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A-最优实验设计 A-optimal experiment design, 
373 

aff C仿射包 affinc hull) , 20 

Bayes 分类 Bayesian classification, 411 

Bayes 估计 Bayesian estimation, 343 

Bayes 检测器 Bayes detector, 353 
bd C边界 boundary) ，毡， 610 

Boolean 线性规划~ Boolean linear program 

Boolean 线性规划的 Lagrange 松弛 La

grangian relaxation of Boolean linear 

prograrn, 269 

Boolean 线性规划的 LP 松弛 LP relax

ation of Boolean linear program, 186 

card (基数 cardinality) , 93 

ir范数启发式算法 i1 -norm heuristic, 301 

Cauchy-Schwartz 不等式 Cauchy-Schwartz in

equality, 605 

Chcbyshev 逼近 Chebyshev approximation, 6, 
287 

Chcbyshev 逼近的最小二乘下界 lower bounds 

in Chebyshev approximation from 

least-squares, 266 

Chebyshev 不等式 Cheb:>咄ev inequality, 142, 
147 

Chebyshev 范数 Chcbyshev norm, 607 

Chebyshev 界 Chebyshcv bounds, 143, 360 

Chebyshcv 中，心 Chebyshev center, 141 , 400 

Cherno仔界 Chernoff bounds, 365 

Cholesky 因式分解 Cholesky factorization, 1l3, 
390, 485, 521 , 588, 639 

带状矩阵 Cholesky 因式分解 bandcd ma

trix Cholesky _ factorization , 639 

稀疏矩阵 Cholesky 因式分解 sparse ma-

trix Cholesky factorization, 640 
cl C 闭包 closurc ) , 609 

cond (条件数 condition number) , 621 

conv (~包 convex hull) , 22 

D-最优实验设计 D-optimal experiment dc-
sign, 372 

Dirichlet 密度 Dirichlet density, 119 

dist (距离 distance) ，毡， 6ob
dom (定义域 domain ) , 610 

E-最优实验设计 E-optimal experiment design, 
372 

ei (第 t 个单位向量 ith unit vcctor) , 29 

Euclid 范数 Euclid norm, 605 

Euclid 距离矩阵 Euclidean distance matrix, 58 

Euclid 距离问题 Euclidean distancc problcHl, 

389 
Euclid 球 Euclidean ball, 26 

Farkas 寻|理 Farkas' lemma, 255 

Fenchel 不等式 Fenchel's inequality, 89 

Frobenius 范数Frobenius norm, 605 
Frobenius 范数伸缩Frobenius norm scal

ing, 156, 457 

Gamrna 函数 gamma function, 98 

Gamma 函数的对数-凸性 log-convexity of 

gamma function , 118 

Gauss 分布 Gaussian distribution 

Gauss 分布的对数-凹性 log-collcavity of 

Gaussian distribution, 99, 118 
Gauss-Newton方法 Gauss-Newton method, 496 

GP 参见几何规划 geometric progTam, 153 
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Gram 矩阵 Gram matrix, 389 

Hölder 不等式 Höld(，T ‘s in('quality、 72

Ilankcl 矩阵Ilankcl matrix, 59, 163, 197 

Hcssian 矩阵 Lipschitz 连续性 Hcssian Lips
chitz COlltilluity‘ 465 

Hubcr 罚函数lIubcr penalty function. 182. 

291 ‘ 331 

IID 噪声IlD noise, 338 
IIR (内生同报感 intcrnal ratc of rcturn) 、 92

int (内部 il1lcrior) , 609 

Jenscn 不等式.lcnscn'8 incquality, 71 

拟凸函数的 JcnSCIl不甘2式 Jcnsen's in

equf\lily for quasiconvex function, 93 

KarUlih-Kuhn-Tuck('r 参见 KKT， 235

KKT 矩阵 KKT Illatrix , 498 
KKT 矩附:非奇异性 KKT matrix nonsin

gularity, 498, 523 
KK1'矩阵逆有界假设 boundcd inver臼

槌sumption for KKT matr让、 506

KKT 条件 KKT conditions, 235 

修改的 KK1'条件 modificd KKT condì

tioJ1s , 550 
中心路栓 KK'1'条件 ccntral path KK1' 

conclitions, 540 
KKT 条件的力学解释 mechanicli inlerpreta

tiol1 of KK1' condìtions, 238 
KK'1'条件的支撑屈平面解释 supporting hy

pcrplane interpretation of KKT con

dilions, 276 

KKT 系统 KKT systcm, 647 

KK1'系统非奇异 KKT system nonsìngu

larity, 531 
KKT 系统求解 KKT systcm solving. 520 

Kullback-Leiblcr 散度 Kullback-Lcibler diver

gence, 84 , 109.348 

(1-范数 f1 -norm
(1-范数逼近附litJ方法 (l-norm approxima-' 

tion barricr method ‘ 588 

索引

(1-范数最速下降方法 f l-norm stef'pest 

<!e:;cent method ‘ 456 

(r范数逼近 ll-norm approximation, 287, 

339、 190

[1-范数正贝IJ化 fj-norm rcg1l1ari7..ation, 301 

Löwncr-John 椭球 Löwner-Johll cllipsoid、 394

Lagrange 乘+ Lagrangia J1 Illultiplicr, 207 

Lagrange 乘子的价格解轩 price interpretation 

of Lagrangc multiplic、r ， 244 

Lagrange 乘子的接触力解释 ωnlact forcc in

tcrprclatiol1 of Lagrangc multiplicr龟

239 

Lagrange 对偶的数 Lagrangc (11ml function , 
207 

Lagrange 对偶问题 Lagrangc dual problcm, 
215 

Lagrange 基 Lagrange basis, 315 

Lagrange 松弛 Lagrallge rclaxa.tion , 625 

Lagrange 松弛 Lagrangian rclaxation , 269 

Laplacc 变换 Laplucc transform, 100 

Laplace 分布 Laplacian distribution. 338 

LDLT 因式分解 LDLT f;町t orizat ion, 641 

Lcgendre 变换 Legcndrc lransforrn, 89 

Ll\II 参见线性矩阵不等式 lincar matrix in-

equalit.y, 34 

Logistic 分类 logistic classifìcation , 410 

Logistic 函数 logistic function , 117 

Logistic 回归 logistic regression, 340 

1ρgistic 模型 logistic modcl, 203 

Lorentz 锥 Lorent.z cone, 27 

LP 参见线性规划 linear program, l39 

Cp-范数 Cp-norm ， 607, 609 

LU 因式分解 LU factorizntion , 637 

MAP 参见最大后验概率 max:imurn a postcri

ori probability. 313 

l\Iarkov 链 ~larkov chain 

lI， [arkov 链估计 )'larkov chain 四川mation、

378 

~[arkov 链平衡分布 cquilibrium distribu

tion in ~larkov chain , 278 



索引

最速混合 Markov链 fastest mixillg Markov 

chain, 166 
最速混合 Markov 链的对偶 dual of fastcst 

mixillg Markov chaill, 280 

Markowitz 投资组合优化 Markowitz portfolio 

optimization, 148 

Minkowski 函数 Minkowski function , 114 

ML 参见最大似然 ma况irnum likelihooù, 337 

Moore-Penrose 逆 Moore-Penrose inverse, 621 

Motzkin 定理 Motzkin's theorem, 427 
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Neyman-Pearson 引理 Neyman-Pearson lenuna, 
356 

Pareto 最优 Pa.relo optimal, 51, 170, 199 

Perron-Frobenius特征值 Perron-Fì'obenius eigen

value, 158 

Perron-Frobenius 特征值的对数.凸性 log

convexity of Perron-Frobenius eigen

value, 192 

POiSSOIl分布 Poisson distribution, 339 

pnce 价格， 51 
λf (零空间 nullspace) , 618 PSD (半正定 positive semidefì.nite) , 196 
Newton 步径 Newton step 

Newton 步径仿射不变性 Newton step affine QCQP (二次约束二次规划 qua.dratically con-

invariance, 503 

等式约束 Newton 步径 equality∞nstraints

Newton step, 502 
原对偶 Newton 步径 primal-dual Newton 

step, 508 

Newton 方法 Newton method, 461, 495 

Newlon 方法仿射不变性 Newton method 

affine invariance, 472 
Newton 方法实现 Newton method imple

menting, 486 

Newton 方法收敛性分析 Newton method 

convergence analysis, 505, 512 

不可行 Newton 方法 infeasible Newton 

mcthod, 532 
等式约束 Newton方法 equality constraints 

Newton method, 501 , 504 

对偶 Newton 方法 dual Newton method, 
532 

近似 Newton 方法 approximate Newton 

method, 495 
凸.凹对策 Newton 方法 convex-concave

game Newton method, 516 

信赖域 Newton 方法 trust region Ncwton 

method , 491 

自和谐 Newton方法 self-concordancc Ncw

ton method, 507 
Newton 减量 Ncwton decrement, 464, 490, 503 

Newton 系统 Newton system, 486 

strained quadratic program) , 145 

QP C二次规划 quadratic progra.m) , 145 

QR 因式分解 QR factorization, 651 

冗(值域 range) , 617 

R (实数人 12

R + (非负实数人 12

R++ C正实数人 12
RZ(非负象限 nonnegative orthant) , 28 

Riccati 递归 Riccati recursion, 529 

Riesz-Fejér 定理Riesz-Fejér theorem, 335 

S吨 (η × η 对称矩阵 n x n symmetric matric四)

sn 标准内积 sn sta.ndard inner product, 
605 

snCnxη 对称矩阵 symmetric n x n matrices) , 

30 

吨 (η × η 半正定矩阵 positive semidefinite 
ηx n matrices) , 31 

Schur 补 Schur complement, 70, 82 , 120, 127, 
521 , 621 , 642 

SDP 参见半定规划 semidefinite program, 161 

Sla.ter 条件 Sla.ter's condition, 218 

Slater 条件下强对偶性成立的证明 proof

of strong duality under Sla.ter's con

dition, 226 
广义不等式 Slater 条件 Slater's condition 

for generalized inequa.Jities, 258 
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SOCP 参见二阶锥规划 second-ordcr cone pro
gram, 149 

SOS (平方和 sum of squarcs) , 196 

SVD (奇异值分解 singular valuc dccomposi

tioll) , 620 

Tikhonov 正则化 Tikhonov regularization, 298 

Von :'\cumann 增长问题 Von Ncumanll growth 
problem, 145 

Voronoi 区域 Voronoi region , 53 

Wishart 分布 Wishart distribution, 99 

Young 不等式 Young's inequality, 89, 115 

Z <整数人 670

鞍点 saddle-point ， 109 

对偶性的鞍点解释 saddle、point interpre
ta.tion of duality, 229 

计算鞍点的 Newton 方法&"l.ddle-point via 

Newton method, 598 

凸·凹函数的鞍点 saddlc同point for convcx

concave function , 274 

凹 concave

附属数∞ncave function , 61 

阳最大化问题 concavc maximilation prob
Icm, 131 

半定规划 semidefinite program, 161, 194 

半定规划的对偶 dual of scmidefinite pro
gram, 258 

平定规划复杂性 semidefinite prograrn com

plexity, 579 

、扣定规划障碍方法 semidefinite program 

barrier method, 575, 589 

半定规划中心路径 semidefinite program 

central path, 573 

复半定规划 complex semidefinite program, 
195 

划分问题的半定规划松弛日emidefinite

索引

半空间的 Voronoi 描述 Voronoi dcscrip
tion of halfspace. 53 

包 hul1

仿射包 affine hull, 20 

凸包 convex hull, 22 

锥包 conic hull, 23 

逼近 approximation

Chebyshev 逼近 Chebyshevapproximation，

6, 287 

ll-范数迫近(lj-norm a.pproximation, 185, 
287 

逼近宽度叩proxima.tion width, 116 

变里有界温近 approximation with vari

ablc bounds, 294 

残差 residual ， 285 

带有约束的逼近 appro对mation with con

straints‘ 293 

单项式逼近 monomial approximation, 192 

对数-Chcbyshcv 逼近 log-Chebyshcv ap
proximation, 330 

罚函数通近 penalty function approxima

tion, 288, 339 

复数逼近 complcx approximation, 189 

极小极大逼近 mlDlmax appr。对mation，

287 

矩阵范数的逼近 appro双mation of matrix 

norm , 186 

鲁棒逼近 robuSL approximation , 307 

拟合角度 fitting angles, 429 

稀疏逼近 sparse approximation, 321 

正则化逼近 rcgularized approximation, 297 

总变差逼近 total variation approxima.tion, 

304 

最小一乘逼近 le臼t-squar臼 approxima

tioI1, 287 

闭 closcd

闭函数 closcd function , 437, 505, 550, 611 

闭集 closed set, 609 

• 

program rela.xa.tion of partitioning prob 闭下水平u!假设 closed sublevel sct 剖'
sumption, 437, 505 lem, 279 

半空间 halfspa.ce ， 24 闭包 closure， 609 
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边界 boundary， 610 

边界框 bounding box, 416 

变量 variable

变量变换 change of variable, 124 

变量代换 substitution of variable, 124 

变量消元 variable elimina.tion, 642 

对偶变量 dual variable, 207 

解释变量 explanatory variable, 339 

松弛变量 slack variable, 125 

优化变量 optimization variable, 121 

标量化 scalarization， 170, 199, 297, 354 

对偶性的标量化解释 scalarization inter

pretation of duality, 228 

多准则问题的标量化 scalarization for mul

也icritcrion problem, 175 

标准内积 standard inner product, 605 

sn 标准内积 sn standard inner product, 
605 

标准形式 standard form 

标准形式线性规划 standard form linear 

program, 139 

标准形式线性规划的对偶 dual of stan精

dard form linear program , 216 

标准形式锥规划 standard form cone pro

gram, 160 

标准形式锥规划的对偶 dual of standard 

form cone program, 259 

表面 surface

表面积 surface area, 152 

最优权衡表面 optimal trade-off surface, 
174 

不等式 inequality

Cauchy-Schwartz不等式 Cauchy-Schwartz

inequality, 605 

Chebyshev 不等式 Chebyshev inequality, 
142, 147 

Fenchel 不等式 Fenchel's inequality, 89 

E如lder 不等式 Hölder's inequality, 72 

Jensen 不等式 Jensen's inequality, 71 

Young 不等式 Young's incquality, 89, 115 
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不等式形式线性规划 inequality form lin

ear program, 140 

不等式形式线性规划的对偶 dual of in

cquality form linear program, 216 

不等式约束 inequality constraint, 121 

分量不等式 componentwise inequality, 28, 
39 

广义不等式 generalized inequality, 38 

矩阵不等式 matrix inequality, 39, 619 

三角不等式 triangle inequality, 606 

算术-几何平均不等式 arithmetic-geometric

mean inequality, 69, 72 

信息不等式 information inequality, 109 

不可行 infeasible

不可行 Newton 方法 infeasible Newton 

method, 507, 510, 532 

不可行 Newton 方法收敛性分析 infeasible

Newton method convergence analy

sis, 512 

不可行问题 infeasible problem, 121 

不可行问题的弱对偶性 we础 duality of 

infeasible problems, 265 

不可行障碍方法 infeasible barrier method, 
545 

阶段 I 不可行 Newton 方法 pha.5e 1 infea

sible Newton method, 555 

不可行初始点 Newton 方法 infeasible start 

Newton method, 507 

不可行性认证 infeasibility certifìcate, 251 

不确定线性方程组 underdetermined linear equa

tions, 650 

不确定性椭球 uncertainty cllipsoid, 311 

布局 placement， 414 

二次布局 quadratic placement, 416 

步长 step length, 443 

部分 partial

部分和 partia.l sum, 55 

参数分布估计 pararnetric distribution estima

tion, 337 

参数问题描述 parameter problem description, 
129 
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残差 rcsidual ， 285 

残羞的幅值分布 amplitudc distribution of 

rcsidual, 289 

对偶残差 dual residual, 508 

原残差 primal residual, 508 

插值 interpolation， 314, 317 

利用凸函数的插值 interpolation with con

vex function , 324 

最小范数插值 least-norm interpolation‘ 

320 

产出函数 yield function, 101, 204 

长反 Icngth ， 91 , 606 

超平面 hyperplane， 24 

分离起平面 separating hypcrplanc, 42, 
187, 406 

支撑超平面 supporting hyperplane, 45 

乘手 multiplier ， 207 
抽象形式凸问题 abstract form convcx prob

lcm, 131 

初J等对称函数 elementary symmctric functions, 
118 

次优性 suboptimality

汝优性认证 suboptimality certificate, 233 

次优性条件 suboptima.lity condition , 440 

帘宽配置 bandwidth allocation, 203 

带状矩阵 banded matrix, 486, 522, 528, 638, 

644 
代理对偶间晾 surrogate duality gap, 584 

单纯形 simplex， 29

单纯形体和、 simplex volume, 392 

单位单纯形山山 simpl邸， 29 

概率单纯形 probability simplex, 29 

单调 monotone

f协调非负锥 monotone nonnegative cone、

58 
单调向量函数 monotone vcctor function , 

102 

单调映射 monotonc mapping, 109 

单调性 monotonicity

索引

单调性的一阶条件 first-order condition 

[or monotonicity, 103 

单峰函数 unimodal function, 90 

单位 unit

单位单纯形 unit simplex, 29 

单位球 unit ball, 606 

单项式 monomial， 153 

单项式逼近 monomial appr。对mation、 192

导数 derivative、 612

导数链式规则 dcrivative chain rule, 614 

二阶导数 second derivative, 615 

方向导数 dircctional derivative, 614 

等价 equivalent

等价范数 eql1ivalent norms, 607 

等价问题 equivalent problems, 124 

等式 equality

等式约束 equality constraint, 121 

等式约束极小化 cquality constrained min

imi且ation ， 497

凸等式约束 convex equality constrail邸，

182 

消除等式约束 equa.lity constraints elimi

nation, 126, 499, 520 

低秩更新 low rank update, 649 

点 point

极小点 minima.l point. 40 

最小点 minimum point, 40 

电路设计山ωit design, 2, 15, 415, 427 

电子器件尺寸 clcctronic device sizing, 2 

调和平均 harmonic mean, 110, 190 

调和平均的对数-凹性 log-concavity of har

monic mcan, 117 

定理 theorem

Perron-Frobcnius 定理 Perron-Frobenius

thcorcm, 158 

Gauss-Markov 定理 Gauss-Markov thc。

rem, 180 

Motzkin 定理 Motzkin's theorem, 427 

民iesz-Fcjér 定程 Riesz-Fejér theorem, 335 

Slater 定理 Slater's theorem, 218 



索引

超平面分离定理 separating hypcrplanc 

theorem, 42 

广义不等式择一定理 theorem of alterna

tives for generalized inequaJities, 262 

特征值交错定理 eigenvalue interlacing the

orem, 117 

择一定理 theorem of alternatives， 屿， 48, 
250 

支撑超平面定理 supporting hyperplane 

thcorcm, 46 

定位 location ， 414 

定义域 domain

函数定义域 function domain, 610 

问题定义域 problúm domain, 121 

动态活动计划 dynamic 缸tivity planning, 142 

对策 game， 230 

对策的对偶性 duality of gamc, 223 

对策的逆有界条件 boundcd invcrsú COD

ditioD for g创ne， 533 

对策障碍方法 game barrier method, 598 

对策中的后选择优势 advantage of going 

sccond in game, 231 

对偶性的对策解释 game interpretation of 

duality, 231 

矩阵对策 matrix game, 222 

连续对策 continuous game, 231 

凸-凹对策 convex-concave game, 516, 519, 
534 

凸-凹对策 Newton 步径 convex-concave

game Newton step, 534 

对称 symmetry， 181 

对称约束 symmctry constraint, 424 

对角加低秩 diagonal plus low rank, 488, 647 

对角伸缩 diagonal scaling, 156 

对偶 dualjduaJity， 207 

代理对偶间隙 surrogate duality gap, 584 

对偶 Newton 方法 dual Newton method, 
532 

对偶变量 dual variable, 207 

对偶残差 dual residual, 508 

对偶对数 duallogarithm， 579
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对偶范数 dual norm, 88 

对偶广义不等式极小点的性质 characteri

zatioIl of minimal points via general

ized inequaJity, 49 

对偶函数 dual function, 207 

对偶函数的几何解释 geometric interprc-

tation of dual function , 224 

对偶基 dual basis, 391 

对偶间隙 duality gap, 233 

对偶可行 dual fcasible, 209 

对偶可行性方程 dual feasibility cquations, 

497 

对偶谱范数 dual spectral norm, 609 

对偶问题 dual problem, 215 

对偶性的鞍点解释 saddle-point intcrprc

tation of duality, 229 

对偶性的对策解释 game interpretation of 

duality, 231 

对偶性的多准则解释 multicriterion inter

pretation of duality, 228 

对偶性的价格解释 price interpreta.tion of 

duality, 232 

对偶中心路径 dua.lity central path, 539 

对偶锥 dual cone, 46 

对偶锥的性质 properties of dual cone, 58 

对偶锥对数 dual cone logar训1m， 579 

广义不等式的对偶 dual of generalized in-

equality, 48 

强对偶性 strong duality, 218 

弱对偶性 weak duality, 217 

通过对偶的停止准则 stopping criterion 

via duality, 233 

最小二乘问题的对偶 dual of lúast-squares, 
210 

最优对偶间隙 optimal duality gap, 217 

对偶范数 dual norm, 608 

对数 logarithm ， 65 

对偶对数 duallogarithm ， 579 

对数白和谐 logarithm self-concordance, 

474 

广义不等式对数 genera.lized inequality log-
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arithm, 569 

对数-Chebyshev 逼近 log-Chebyshcv approxi

mation, 330, 600 

对数·凹 log-concave

对数-凹的密度 log-concavc dcnsity, 99, 
338 

对数-凹函数 log-concave function, 98 

对数-似然函数 log-likelihood function, 337 

对数.凸函数 log-convex function, 98 

对数·凸性 log-convexity

Perron-Frobenius 特征值的对数-凸性 log

convexity of Perron-Frobenius eigen

value, 192 

对数.凸性的二阶条件 second-order condi

tions for log-convexity, 99 

对数·行列武 log-determinant ， 476 

Hessian 矩阵对数·行列式 Hessian log

determinant, 616 

对数·行列式函数 log-determinant func

tion, 66 

对数.行列式梯度 log-determinant gradi

ent, 613 

对数-最优技资 log-optimal invcstmcnt, 202, 
534 

对数障碍 log barrier, 537 

对数障碍 Hcssian 矩阵 log barrier Hes

sian, 538 

对数障碍罚函数 log barricr pcnalty func

tion, 288 

对数障碍梯度和 Hessian 矩阵 log barrier 

gradient and Hessian, 538 

广义不等式对数障碍 generalized inequal

ities log ba.rrier, 569, 570 

线性不等式对数障碍 linear inequalities 

log barrier, 476 

线性矩阵不等式对数障碍 linea.r ma.trix 

inequality log barrier, 439 

对准约束 alignment constraint, 423 

多胞形 polytope， 28 

多面体 polyhedroll， 28, 34 

多面体的 Chebyshev 巾心 Chebyshev ccn-
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ter of polyhedron, ~41 ， 401 

多面体的 Voronoi 描述 Voronoi d臼cnp

tion of polyhedron, 53 

多面体的体积 volume of polyhedron, 102 

多面体的凸包描述 convex hu11 dcscríption 

of polyhcdron, 30 

多面体间距离 distance between polyhe
dra, 146, 387 

透视下多面体的象 image of polyhedron 

under pcrspective, 55 

向多面体的 Euclid 投影 Euclidean projec

Líon on polyhedron, 382 

多面体不确定性 polyhedral uncertainty 

具有多面体不确定性的鲁棒线性规划~ ro
bust linear program with polyhedral 

uncertainty, 271 

多维矩 multidimensíonal moments, 197 

多项式 polynomial

半正定多项式 positive semidefinite poly

nomial, 196 

多项式插值 polynomial interpolation, 315 

多项式的对数·凹性 log-concavity of poly-

nomial, 118 

多项式分类 polynomial classification, 413 

多项式拟合 polynomial 币tting， 315, 319 

非负多项式 nonnegativc polynomíal, 39, 

59, 196 

分片多项式 picccwisc polynomial, 316 

平方和多项式 sum of squares polynomial, 
196 

三角多项式 trigonometric polynomial, 110, 
315 

多准则 multicriterion

多准则检测器设计 multicriterion dctcctor 

design , 354 

多准则问题 multicriterion problem, 173 

多准则问题的标量化 scalarization for mul

ticriterion problem, 175 

多准则优化 multicriterion optimization, 
173 

二次 quadratic
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等式约束二次极小化 equality constraint 

quadratic minimization, 498 

二次不等式的解集 solution set of quadratic 

inequality, 54 

二次不等式解析中心 quadraiic inequali-

tics analytic ccntcr, 404 

二次布局 quadratic placemcnt , 416 

二次范数 quadratic norm, 607 

二次范数逼近 quadratic norm approxima-

tion, 397, 608 

二次光滑 quadratic smoothing, 303 

二次规划 quadratic program, 145 

二次规划原对偶内点法 quadratic pro-
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二次约束二次规划问题的强对偶性 sirong

duality of quadratically constrained 

quadratic program, 219 

二分法 biseciion method, 241 , 414 

拟凸优化的二分法 bisection method for 

quaslcon飞rex optimization, 139 
二阶 sccond-ordcr

对数-凸性的二阶条件 second-order condi-

tions for log-convexity, 99 

二阶锥 second-order cone, 27, 429 
二阶锥广义对数 second-order cone gener

alized logarithm, 570 

gram primal-dual intcrior-point method, 
602 

二阶锥规划 second-order cone program, 
149 

二阶锥规划的对偶 dual of second-order 

cone program, 281 二次函数 Hcssian 矩阵 quadratic function 

Hessian, 616 

二次函数极小化 quadratic function mini

mization, 489 

二次凶数梯度 quadratic function gradi

ent, 613 

二次极小化 quadratic minimization, 437, 
621 

二次矩阵函数 quadratic matrix function , 
105 

二次判别 quadratic discrimination, 412 

二次收敛 quadratic convergence, 466, 515 

二次凸函数 quadratic convcx function, 65 

二次问题的强对偶性 strong duality of 

quadratic problem, 221 

二阶锥规划复杂性 second-order cone pro

gram complexity, 578 

二阶锥规划障碍方法 second-order cone 

program barricr mcthod, 574 

二阶锥规划中心路径 second-order cone 

program central path, 572 

拟凸性的二阶条件 se∞nd-ordcr condi

tions for quasiconvexity, 94 

凸性的二阶条件 second-order conditions 

for convcxity, 64 

二阶导数 second derivative, 615 

二阶导数链式规则 sccond dcrivative chain 

rule, 617 

二值假设检验 binary hypothesis testing, 355 

二次优化 quadratic optimization, ]45, 189 罚函数 penalty function 

极小化二次函数 minimizing qlladratic func- Huber 罚函数 Huber penalty function , 291 

tion, 134 对数障碍罚函数 log barrier penalty func-
鲁棒二次规划 robust qlladratic program, tion, 288 

191 

了-次·线性分式扇数 quadratic-over-lincar func

tion, 66 , 70 

二次·线性分式函数极小化 quadratic-over

lincar function minimization, 489 

二次约束二次规划 quadratically constraincd 

qlladratic program, 145, 189 

罚函数逼近 penalty function approxima-

tion, 288 
罚函数的统计解释 statistical interpreta

tion of penalty function, 339 

鲁棒罚函数 robust penalty function, 291 , 
329 

死区.线性罚函数 deadzone-linear penalty 
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function , 288 

法向量 normal vector, 24 

范数 norm， 66，邸， 606

Euclid 范数 Euclid norm, 605 

Frobenius 范数Frobenius norm, 605 

对偶范数 dual norm, 608 

二次范数 quadratic norm, 607 

二次范数逼近 quadratic norm approxima

tion, 397 

范数逼近 norrn approximation, 285 

范数逼近的对偶 dual of norm approxima

tion, 246 

范数逼近的对偶函数 dual function of norm 

approxirnation, 213 

范数的共辄 conjugate of norm, 88 

范数等价性 norm equivalence, 607 

范数球 norm ball, 27 

范数锥 norm cone, 27 

范数锥的对偶 dual of norm cone, 47 

加权范数逼近 weighted norm approxima

tion, 286 

矩阵范数 matrix norm, 76 

绝对值之和范数 sum-absoh邸-value norm, 

607 

谱范数 spectral norm, 608 

算子范数 opcrator norrn , 608 

通过二次范数逼近 by quadratic norm ap

proximation, 608 

诱导范数 induced norm, 608 

最大奇异值范数 maximum singular value 

norm.608 

最大行和范数 max-row-sum norm, 608 

方程叫uations

KKT 方程 KKT equations, 235 

正规方程 normal equations, 438 

)J法 method

Gauss-Newton方法 Gauss-Newton method, 
496 

NewtoI1方法 Newton mcthod, 461 

不可行初始点 Newton 方法 infeasible

start Newton method, 510 

二分法 bisection method, 139 

阶段 I 方法内部e 1 method, 552 

解析中心方法 analytic method, 597 
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局部优化方法 local optimization method, 
8 

可行性方法 fcasibility mcthod, 552 

内点法 intcrior-point method, 535 

随机方法 randomized method, 10 

下降方法 desccnt method, 443 

序列无约束极小化方法 sequential uncon-

strained minimization method, 542 

因式求解方法 factor-solve method, 636 

原对偶方法 primal-dual mcthod, 580 

障碍方法 barrier meLhod, 542 

最速下降方法吕teepest descent method, 
454 

方向导数 directional derivative, 614 

仿射 a.ffine

Newton 步径仿射不变性 Newton sLep affine 

invariancc, 503 

Newton 方法仿射不变性 Ncwton method 

affine invariancc, 472 

Kewton 减量仿射不变性 Newtoll decre-
mcnt affine invariance, 465 

仿射包 affinc hull, 20 

仿射不变性 affine invariance, 463 

仿射独立 a血neindcpcndcnce ， 29 

仿射函数 affine function , 33 

仿射集合 affine set, 19 

仿射集与凸集相分离 separa.tion of affine 

set 仕om convex set, 43 

仿射维数 affine dimension, 21 

仿射组合 affinc combination, 20 

复合仿射函数 composition with affine func

tion, 73, 89, 484, 614 , 617 

解析中心的仿射不变性 affine inva.riance 

of analytic center, 430 

自和谐仿射不变性 self-concordance a.ffine 

inva.riance, 475 
非参数分布估计 nonparametric distribution 

estimation, 345 
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非负 nonnegative

非负定矩阵 nonnega.tive definite matrix, 
619 

4征负多项式 nonncgativc polynomial, 39, 
59 

1位负矩阵 nonnegative rnatrix, 158 

非负象限 nonnegative orlhant ‘ 28, 39 

非负象限中的极小化 minimi7ation over 

the nonnegati\'e orthant, 135 

非精确直线搜索 inexact line search, 414 

非凸 nonconvcx

ir.凸二次问题的强对偶性 strong duality 

of nonconvex quadratic problem, 2'21 

非凸优化 nonconvcx optimization, 8 

非线性 nonlinear

斗在线性分类 nonlincar cl邸sifiωtion ， 412 

4位线性规划 nonlinear programming, 8 

非线性设备定位问题 nonlinωr facility 10-

cation problem, 416 

非线性优化 nonlincar optimization, 8 

货用 cost ， 121 

风险敏感费用 risk-scnsitivc cost, 148 

随机费用 random cost, 147 

分布 distribution

Gauss 分布 Gaussian distribution, 98 

Laplace 分布 Laplacian distribution, 338 

Poisson 分布 Poisson distribut.ion, 339 

Wishart分布 Wishart distribution, 99 

幅值分布 amplitudc distribution, 288 

最大烟分布 maximum cntropy distribu

tion, 348 

分解 decomposition

广义特征值分解 gcncralizωcigenv-alue

decomposition, 619 

奇异值分解 singular valuc dccomposition, 
620 

特征值分解 eigenvaluc dccomposition, 618 

正交分解 orthogonal dccornposition, 618 

分块 block

分块 LU 因式分解 block LU factorization , 
643 
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分块逆矩阵 block matrix inverse, 622 

分块消元 block elirnination, 521, 530, 642 

可分块 block scparable, 527 

二对角块 tridiagonal block, 529 

分类 classification ， 406 

Bay~ 分类 Bayesian classification, 411 

Logistic 分类 logistic classifìcation, 410 

多项式分类 polynomial classification, 413 

二次分类 quadratic classification, 412 

非线性分类 nonlinear classi直cation， 412

线性分类 linear classification, 406 

支持向盘分类器 support vector c1assifìer, 
409 

分离 separating

超平面分离定理的逆定理 converse of sep
arating hyperplane theorem, 44 

超早面分离定理的证明 proof of 四parat

ing hyperplane theorem, 42 

点与多面体的分离 separating point and 

polyhedron, 385 

点与凸妮的分离 separating point and con

vex set, 44 

点与凸集分离日eparating point and con

vcx set, 383 

分离超平面 scparating hyperplanc, 42 ‘ 

187, 406 

分离仿射架与凸集四parating affine and 

convex sct, 43 

分离球面 scparating sphere, 187 

分离凸~ separating ∞nvex 四ts， 406

分离锥 scparating ∞n回， 60 

利用分离超平面证明对偶性 duality proof 

by separating hyperplane, 227 

两个多面体的分离超平面 separating hy

perplane between two polyhedra, 271 

凸集分离 separating ∞nvex sets, 387 

严格分离 scparating strictly, 44 

分量不等式 componentwise inequality，饵， 39 

分片 piecewisc

分片多项式 piecewise polynomial, 316 

分片弧 piecE'wise arc, 434 
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分片线性 piecewise-linear 线性方程组复杂性 lincar equations com-

分片线性函数 piecewise-linear functioJ1, plexity, 632 

74, 114, 315 障碍方法复杂性 barrier mcthod complex-

分片线性函数的共辄conjugate of piecewise- ity, 558 

linear function , 115 概率 probability
分片线性极小化 piecewise-linear minimiza- 概率单纯形 probability simplex, 29 

tion, 143, 536 概率分布的凸集 convex sets of probability 

分片线性极小化的对偶 dual of piecew四- distribution, 55 
linear minimization, 267 概率分布间的最大距离 max:imum dis-

最小长度分片线性曲线 minimum length tance between probability distributioDS, 
piecewise-linear curve, 522 

分式规划 fractional program 

广义分式规划 generalized fractional pro-

gram, 198 

风险-回报权衡 risk-return trade-off, 177 

风险敏感费用 risk-sensitive cost, 148 

幅值分布 amplitude distribution, 288, 296 

符号式 signomial， 193 

符号因式分解 symbolic factorization, 488 

浮点计数 fiop count, 632 

覆盖椭球∞vering ellipsoid, 268 

复 complex

复半定规划 complex semidefinite program, 
195 

复范数逼近 norm approximation, 189 

复合 composition， 78 

复合仿射函数 composition with affine func

tion, 484, 614, 617 

112 

条件概率 conditional probability, 37 

各向异性 anisotropy， 441 

功率配置 power allocation, 188 

广播信道的功率配置 power allocation for 

broadc臼t channel, 203 

混合汽车的功率配置 power allocation for 

hybrid vehicle, 205 
通讯信道的功率配置 power allocation for 

communication channel, 203 

共辄 conjugate

共辄对数 co时ugate logarithm, 579 

共辄函数 conjugate function, 85 

共辄及 Lagrangc 对偶 conjugate and La

grange dual, 212 

白和谐共辄函数 self-concordance co时卧

gate function , 493 
共辄函数的 Hessian 矩阵 Hessian of conjugate, 

116 
复合后的拟凸性 quasiconvexityafter com- 估计 estimation ， 285 

position, 96 

复合自和谐 composition self-concordance, 
476 

复杂性 complexity

半定规划复杂性 semidefinite program com

plexity, 579 

二阶锥规划复杂性 second-order cone pr。

gram complexity, 578 

广义不等式障碍方法复杂性 generalizcd

inequalities barricr method complcx

ity, 577 

Bayes 估计 Bayesian estimation, 343 
非参数分布估计 nonparametric distribu-

tion estimation, 345 

统计估计 statistical estimation, 337 . 

无噪声估计 noise free estimation, 295 

线性测量的估计 estimation for linear mea

surements, 338 

协方差估计 covariance estimation, 341 

最大后验估计 maximurn a posteriori esti

mation, 343 

最小二乘估计 least-squares estimation, 
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光滑 smoothing ， 298, 302 

二次光滑 quadratic smoothing, 303 

广义 genera1ized

对偶广义对数 dual gencralized logarithm, 
579 

二阶锥广义对数 second-order cone gener

alized loga.rithm, 570 

广义不等式 generalized inequality, 38 

广义不等式的对偶 dual of generalized in

eqllality, 48, 256 

广义不等式对数 generalized inequality log

arithm, 569 

广义不等式对数障碍 gencralized inequal

ities log barrier, 570 

广义不等式约束的优化问题 optimization

problem with generalized inequalities, 
160 

广义不等式择一定理 theorem of alterna

tiv臼 for genera1ized inequalities, 262 

广义不等式障碍方法 generalized inequal

ities barrier method, 568, 573 

广义不等式中心路径 generalized inequal

ities central path, 571 

广义对数 generalized logariLhm, 569 

广义分式规划 generalized fractional pro
gram, 198 

广义儿何规划 generalized geometric pr。

gram, 193 

广义特征值的拟凸性 quasiconvcxity of 

gcneralized cigcnvaluc, 96 

广义特征值分解 generalizcd eigenvaluc 

decomposition , 619 

广义线性分式规划~ gencralized linear

fractional program, 145 

广义正项式 generalized posynomial, 193 

极小化广义特征值 gcncralized eigenvalue 

minimization, 197 

正半定锥广义对数 positive sernidefìnite 

cone generalized logarithm, 570 

广义不等式 KKT 条件 KKT conditions for 
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generalized inequalities, 260 

规划 program

半定规划 semidefinite program, 161, 194 

二次规划~ quadratic program, 145 

二次约束二次规划 quadraticalJy constrained 

quadratic program, 145 

几何规划 geometric program, 153 

线性规划 lincar program, 139 

归一化娟 normalized entropy, 84 

过完全基 over-complete basis, 321 

函数 function

Huber 函数 Huber function , 331 

Lagrange 对偶函数 Lagrange dual func

tion, 207 

Lagrange 函数 Lagrangian function , 207 

Lcgcndrc 变换函数 Legendre transform 

function, 89 

四函数 concave function , 61 

闭函数 closed function , 437, 505, 550, 611 

初等对称函数 elementary symmetric func-

tion, 118 

单调函数 monotone function , 109 

单峰函数 unimodal function , 90 

单项式函数 monomial function , 153 

导数函数 deriva.tive fUl)ction, 612 

对偶函数 dual function, 207 

对数-凹函数 log-concave function, 98 

对数·凸函数 log-convex function , 98 

对数障碍函数 log barrier function , 537 

罚函数 penalty function , 288 

仿射函数 affine function, 33 

分片线性函数 piecewisc-lincar function , 

114, 315 

复合函数 composition function, 78 

其辄函数 conjugate function, 85 , 212 

函数插值 function interpolation, 314, 317 

函数的凸包 convex hull of function, 114 

函数定义域 function domain, 610 

函数符号 function notation, 13, 610 

函数拟合 function fitting, 314 
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矩阵单调函数 matrix monotone function, 

103 
可分函数 ωparable function , 240 
口I微函数 diffcrcntiablc function, 612 

扩展值延伸函数 extE'nded-value extension 

function, 61 

连续函数 continuous function , 611 

问标函数 objcctive function , 121 

拟凸民数 qU8siconvex function , 90 

拟线性的数 quasilinear functioJl, 117 

似然函数 likclihood function, 337 

梯皮函数 gradient function , 6] 2 

投射函数 projcctivc functioIl, 36 

投影函数 projection function, 381 

透视的数 pcrspcctivc function , 35，邸， 111 

凸-凹函数 convcx-concave function , 109 

凸函数 convex function , 61 
下半连续函数 lowcr scmicontinuous func

tion, 611 
线性分式函数 linear-fractional function. 

36 
效用函数 utility function. 109, 203、 326

一阶近似函数 fjn;t-order approximation 

functioll , 612 

障碍函数 barrier function , 537 

正项式函数 pos归omial function , 153 

支撑函数 support fur川ion ， 57 

逐点最大陆数 pointwise maxirnum func

tion, 73 
白和谐函数 self-concordant 句nction ， 474 

核范数 nuclear norm, 609 

和 sum

部分和 partia.l sum, 55 

平方和 SUIηof squarcs, 196 

最大 k 个分愤之和 sum of k largest, 74 

后向代入 backward substitution, 635 

互补松弛 complemontary slackncss、 234

广义不等式瓦补松弛 complementary slack

n臼s for generalizcd incqualiti白， 259

互信息 mutual illformation, 200 
划分问题 partitioning problcm, 211 , 601 

索引

划分问题的半定规划松弛 scmidcfinitc

program relaxation of partitioning prob-

10m. 279 
划分问题的对偶 dual of partitioning prob

lem , 217 

划分问题的对偶函数 dual functiO I1 of par

titioning problcm, 211 

划分问题的特征值# eigenvalue bound of 

partitioning problcm, 212 

回归 regre吕sion， 146, 285 

Logistic 阴归 logistir rcgrcssion, 340 

鲁棒回归 robust rcgrcssion, 292 

回归量 rcgrcssor ， 285 

回归-Q选择 rcgrcsl:ior selcction, 301 , 321 

回收锥 recCl:ision cone, 60 

回溯直线搜索 backtracking linc scarch , 444 

混合策略矩阵对策 mixcd stmtcgy matrix game, 
222 

混合汽车 hybrid vehicle, 205 

活动计划 activity planning, 142, 187 

基 basis.389

Lagrange 基 Lagrange basis , 315 

对偶基 dual basis, 391 

过完全基 over-complete basis, 321 

基函数 basis functions, 314 

基筛选 basis pursuit, 302, 321 , 553 

良态基 well conditioncd basis, 392 

字典基 dictionary， 321 

基于伪逆的 Euclid 投影 Euclid projcction via 

pseudo-inverse, 621 

积 product

内积 inner prodllct, 605 

凸函数的积 productl:i of COI1VCX functions, 

114 

极大化问题 maximization problem, 123 

极大极小 max-mID

极大极小不等式 max-min inequality. 230 

极大极小性质 max-min propcrty, 109, 229 

极大元 maximal clcmcnt, 40 

极小 minima1
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对偶不等式定义的极小元 minimal ele
ment via dual inequalities, 49 

极小表面 minimaI surface, 152 

极小元 minimal element, 40 

极小化 minimization

等式约束极小化 equality constrained min

imization, 497 

极小化序列 minimization sequence, 437 

极小极大 mllllma.x

极小极大逼近 minima.x approximation, 
287 

极小极大检测器 minima.x detector, 352 

极小极大角度拟合 minima.x angle fitting , 
429 

极值体积椭球 cxtremal volume ellipsoids, 394 

集合 sct

闭集 closed set, 609 

到集合的距离 distance to set, 381 

仿射集合 affine sct, 19 

集合闭包 sct closurc. 609 

集合边界 set boundary, 610 

集合间距离 distance between scts, 386 

集合宽度 set width, 441 

集合离心率 set eccentricity, 441 

集合条件数 set condition number, 441 

交集 intersection set, 31 

矩形 rectangle ， 54 

开集 open set, 609 

扩展集合 expanded set, 55 

平板 slab， 54

上水平集 supcrlcvcl sct, 69 

双曲集合 hypcrbolic set, 54 

凸集 convex set, 21 

下水平集 subleveI set, 68 

限制集合 restrictcd set, 55 

向集合投影 projcction on set, 381 

棋 wedge， 54 

几何 geometríc

基于几何规划的平面布置 floor planning 

via gcometric program, 425 

极大化几何平均 ma.ximizing geometric 
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mean, 190 

几何规划 gcomctric program, 153, 191 

几何规划的对偶 dual of geometric pro

gram, 248 
几何规划的灵敏度分析 sensitivity analy

sis for geometric prograrn, 278 
几何规划障碍方法geornetric program bar

rier method, 547 

几何平均 geornetric rnean，俑， 69 

几何平均的共辄 conjugate of geometric 

mean, 115 
凸形式的几何规划 g∞rnetric program in 

convex form , 154 

无约束几何规划 unconstrained geometric 

program, 246, 438 
加权 weightcd

加权范数逼近 wcightcd norm approxlma

tion, 286 

加权最小二乘 weighted Ieast-squares, 4 

假设检验 hypothesis t臼ting ， 350, 355 

价格 pnce

对偶性的价格解释 prícc interpretation of 

duality, 232 

期权价格 option pricc, 279 

无套利价格 arbitrage-free price, 256 

影子价格 shadow price, 232 

尖锥 pointcd cone, 38 
检测器 detcctor

Bayes 检测器 Bayes detector, 353 

MAP 检测器 MAP detector, 355 

ML 检测器 ML detector, 355 

极小极大检测器 minima.x detector, 352 

检测器设计 detcctor design, 350 

鲁棒检测器 robust detector, 357 

随机检测器 randornizcd detector, 351 
箭式矩阵 arrow matrix, 640 

渐进锥 asymptotic cone, 60 

交集 intersection

椭球的交集 intersection of ellipsoids, 254 

交易费用 transaction fee , 148 

角度 angle ， 605 



. 688 . 

角度逼近 angle approximation , 429 

角度问题 angle problem, 389, 392 

角度约束 angle constraillL、 391

阶段 I 方法 phasc 1 mcthod, 552 

不时行初始点阶段 I 方法 infcasible start 

phase 1 method, 555 

不可行值之和阶段 I 方法 SU!lI of infeasi

bilities phase 1 method. 553 

阶段 I 方法复杂性 ph邸c J mcthod com

plexity, 564 

纺点关联短阵 node incidencc III以rix， 526 

解集I;olution set 

τ吹不等式的解集 solution sct of quadratic 

inequality, 54 

线性不等式的解集 solution sct of lincar 

inequalities, 24 

线性方程组的解集 solution sct of linear 

equations, 20 

线性短阵不等式的解集 solution sct of lin

car matrix inequality飞 34

严格线性不等式的解架 solution scL of 

strict linear incquali tics , 56 

解释变量 cxplanatory variable, 339 

解析中心 analytic center, 134, 402 、 430， 438, 
495, 511 , 517 、 522 ， 523 

对偶解析中心 dual analytic ccntcr, 501 

二次不等式解析中心 quadratic incquali

ti臼 analytic center, 494 

解释中心的最大似然解释 ML interpreta

tion for analytic centcr, 431 

解析中心的仿射不变性 affinc invariancc 

of analytic centcr, 430 

解析中心方法 analytic mcthod, 597 

解析中心椭球 analytic center ellipsoid , 

404、 430

解析中心问题的对偶 dual of analytic cen

tcr, 269 

解析巾心有效直线搜索( analytic center 

efficient line se缸ch ， 494 

线性矩阵不等式解析中心 lincar matrix 

inequality analytic ccntcr., 405, 439, 

485, 529 

界 bounds

索引

Chebyshev 界 Chebyshev bounds, 143, 
360 

Chernoff 界 Chernoff bounds、 365

概率的界 bounds on probabilities, 347 

期望值的界 bounds on expected valucs 、

347 

全局优化的界 bounds for global opti

mization ‘ 10 
凸函数值的界 bounds for convcx fUllctioll 

valucs, 325 

相关系数的界 bounds for correlalion co

cfficicnts, 392 

黯确直线搜索 cxact linc search, 444 

局部最优 locally optimal, 8. 122, 132 

矩 momcnt， 60

多维矩 multidimensional momenl, 197 

矩的界 moment bounds, 163 

矩函数的对数·凹性 log-concavity of mo

mcnt functions, 118 

矩生成函数 momcnt gencrating function , 
100 

矩形 rectangle， 54 

最大体积矩形 maximum volume rectan

glc. 430, 600 

矩阵 matrix

Euc1id 距离矩阵 Euclidean distancE' ma-

trix, 58 

Gram 矩阵 Oram matrix, 389 

Hankel 矩阵 Hankcl matrix, 59, 163, 197 

Hessian 矩阵 Hessian matrix, 615 

KKT 矩阵 KKT matrix, 498 

KKT 矩阵非奇异 KKT matrix nonsingu

larity、 531

岛矩阵 Po matrix, 195 

半E定矩阵 positive semidefinite ma.trix, 

619 

带状矩阵 bandcd matrix, 486, 522 , 528, 
638, 644 



索引

对角加低秩矩阵 diagonal plus low rank 

matrix, 488, 647 

二次矩阵函数 quadratic matrix function , 
105 

非负定矩阵 nonnegative definite matrix, 

619 

非负矩阵 nonnegative matrix, 158 

分块逆矩阵 matrix block inverse, 622 

检测概率矩阵 detection probabilities ma-

trix, 351 

箭式矩阵 arrow matrix, 640 

结点关联矩阵 nodc incidcncc matrix, 526 

矩阵不等式 matrix incquality, 39, 619 

矩阵乘 matrix multiplication, 633 

矩阵单调函数 matrix monotonc function, 
103 

矩阵低秩更新 matrix low rank updatc, 
649 

矩阵对策 matrix game, 222 

矩阵范数 matrix norm, 76 

矩阵范数的逼近 approximation of matrix 

norm, 186 

矩阵范数极小化 matrix norm minimiza-

Lion, 162 

矩阵分式函数 matrix fractional function, 
70, 76, 84 

• 
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647 

排列矩阵 permutation matrix, 636 
稀疏矩阵 sparse matrix, 487 

谐正矩阵 copositive matrix, 58, 195 

正定矩阵 posiLive definite maLrix, 619 

正交矩阵 orthogonal matrix, 635 

指数矩阵 exponential matrix, 105 

矩阵平方根 square-root of matrix, 619 

距离 distance，毡， 606
到集合的距离 distance to set，邸， 381 

到集合中最远点的距离 distance to the 

farthest point in set, 75 

多面体间距离 distance between polyhe-

dra, 146, 387 

集合间距离 distance between sets, 386 

距离比函数 distance ratio function, 92 

距离约束 distance constraint, 424 

最大概率距离 maximum probability dis-

tance, 112 
距离比 ratio of distance, 92 

绝对值之和范数 sum-absolute-value norm, 607 

均匀分布 uniform distribution, 99 

开集 opcn set, 609 
可分 separable

可分函数 separable function , 240 

可分块 block separable, 527 
矩阵分式极小化 matrix 仕actional mini- 可微函数 differentiable function , 612 

mization, 190 可行 feasible， 121 

矩阵集合的极小上界 minimal upper bound 对偶可行 dual feasible, 209 
on a set of matrices, 172 

矩阵平方根 square-root of rnatrix, 619 

矩阵条件数 matrix condition number, 621 

矩阵凸性 matrix convexity, 104, 106 

矩阵完全化问题 matrix completion prob-

lem, 197 

矩阵伪逆 matrix pseudo-inverse, 621 

矩阵因式分解 matrix factorization , 636 

幕矩阵 powcr matrix, 104, 106 

逆矩阵的矩阵凸性 matrix convexity of 

invcrsc matrix, 120 

逆矩阵引理 matrix inversion lemma, 491 , 

可行点 feasible point, 121 

可行集 feasible set, 121 

可行问题 feasible problem, 121 

可行下降方法 feasible descent direction, 
503 

可行性 feasibility

可行性方法 fcasibility mcthod, 552 

可行性问题 feasibility problem, 122 
控制 control

预测控制 model predictive control, 14 

最优控制 optimal control, 186, 295, 527 

宽度 width ， 441
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框约束 box con怜traints ， 123 

扩展集合 cxpandcd sct, 55 

扩展值延伸 cxtcndcd-valuc cxtcnsion, 61 

累积分布 cumulativc distribution, 101 

累积分布的对数·凹性 log-concavity of cu

mulativc distribution, 119 

累积量生成函数 cumulant gcnerating func

tiOll, 100 

离散无记忆{言道 discrctc mcmorylcss channel, 
200 

离心率 ccccntricity， 441 

连续函数 continuous function, 611 

链式规则 chain T1巾， 614 

二阶导数链式规则 second derivative cbain 

rulc, 617 
良态基 well conditioncd basis, 392 

两阶段优化 two-stagc optimization, 495 

军空间 null:;pace ， 618 

灵敏度分析bCnsitivity analysis, 242 

几何规划的灵敏度分析 sensitivity ana1y

sis for gcomctric program、 278

流 flow

最优mi optimal flow , 185, 526、 590

鲁棒 robust

鲁捧 Chc均shcv j届近 robust Chcbyshcv 

approximation, 312 

科棒逼近 robust approximation, 307 

鲁棒气次规划 robust quadratic program, 
191 

鲁捧回的数 robu日t pcnalty function , 291 , 
329 

鲁捧回归 robust l'cgression, 2!)2 

鲁棒检测器 robust dctector吨 357

岱棒线性规划Ij robllst lincar program, 149, 

185, 271 
鲁特线性判刑 robust lincar discrimina

t ion, 407 

鲁棒优化 robust optimization. 201 

鲁棒最小二乘 robust lcast-squares, 182. 

292. 313 

索引

密度函数 dcnsity function 

对数·凹的密度函数 log-concave den::;ity 

function. 99, 119、 338

罪函数 power function , 65 

幕函数的对数.四性 log-collca\'ity of power 

function. 98 

事函数的共辄 conjugate of power func

tion, 115 

模式识别 pattern r('('ognition , 406 

目标函数 objcctivc functioll , 121 

内部 interior ， 609 
相对内部 relativp rplativC', 21 

内点 interior-point

内点法 interior-point mcthod, 535 

内点法实现 interior-point mcthods imple

mentation, 587 

原对{国内点法 primal-dual interior-point 

method, 580 

内积 inner producl, 605 

内生回报率 inlernal ra.te of return, 92 

拟 Newton 方法。18si-N帆:ton mcthods. 473 

拟合自tting

多项式拟合 polynomial fitting, 319 

样条拟合 splinc fitting, 320 

最小范数拟合 minimum l10rm fitting , 319 

拟凸 quasiconvex

拟凸函数 qUw>icOllvex fUJlcLioll 、 90

拟凸函数的 Jcnscn 不等式 .Jcnscn 's in

e叫quωa剑l且ity for qua拙晶ic∞O∞nvex function, 93 

拟凸函数的二阶条件吕闵eωI川l(时d-【Oω)1"民'飞巾t

tior阳L汹吕 for q刑ua剖础品出ic∞01川lVC仪xf阳u山11川cωLωiωon叽， 94 

拟凸函数的凸农示 convcx representatiol1 

of qu部iconvex fl1nction , 97 

拟凸函数的一阶条件 firsL-orcler condi

tions for quasiconvcx function , 94. 116 

拟凸优化 quasiconvex oplimization, 130 

通过凸可行性问题求解拟凸优化俐的·

convex optimization via convex feasi

bility problerns. 138 

拟线性函数 quasilinear function. 117 

排列矩阵 pprmutation matrix , 636 
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判别 discrimination ， 406 

配置 allocation

功率配置 powcr allocation, 188, 203, 205, 
236 

资产配置 assct allocation, 148, 178, 202 

资源配置 resource allocation, 244, 499, 
533 

偏的 partial

基子锥的偏序 partial ordering via cone, 

38 

偏好关系 preference relatioll, 326 

平板 slab， 54 

平面布贵刊oor planning, 420 

基于几何规划的平面布置 floor planning 

via gcomctric program, 425 

平移 translation ， 33 

谱 spectral

对偶谱范数 dual spectral norm, 609 

谱范数 spcctral llorm, 608 

谱范数极小化 spectral norm minimiz3-

tion, 162 

i普分解 spectral decomposition, 618 

期权定价 OptiOll pricing, 279 

奇异值 singular value, 76 

奇异值分解 singular value decomposition, 
620 

起作用约束 active constraint, 122 

器件尺寸 dcvice sizing, 2 

前向代入 forward substitutioll, 635 

嵌入式优化 embedded optimization, 2 

5虽 strong

强对偶性 strong duality, 218 

强极大极小性质 strong max-min prop-

erty, 230 

强内性 strong convexity, 439, 532 

强择- strong alternaLives, 252 

凸-凹函数的强极大极小性质 strong max

min property for convex-concave func

tion, 274 

线性规划的强对偶性 strong duality in lin

car program, 274 

球 bali ， 27， 606

Euclid 球 Euclidcan ball, 26 

球面 sphere

分离球面 separating sphere, 187 

曲线 curve
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分片弧曲线 piecewise-arc curve, 434 

最小长度分片线性幽线 minimum length 
plece飞:vise-linear curve, 522 

最优权衡曲线 optimal trade-off curve, 174 

去除噪声 de-noising， 302 

权衡分析 tradc-off analysis, 174 

权向盘 weight vector, 171 

全局优化 globaloptimization， 9 

全局优化的界 bounds for global opti

mization, 10 

扰动的优化问题 perturbed optimization prob

lem, 241 

认证 certificate

不可行性认证 infe出ibility certificate, 251 , 
555 

次优性认证 suboptimality certificate, 233, 
542 

冗余约束 redundant constraint, 122 

弱 wc丛E

不可行问题的弱对偶性 weak duality of 

infcasible problems, 265 

弱对偶性 weak duality, 217 

弱极大极小不等式 wcakmax-min inequal

ity, 274 

弱偏好 weak preference, 326 

弱择一 weak altcrnatives, 250 

三角不等式 triangle inequality, 606 

三角多项式 trigonometric polynomial, 110, 315 

三角化 triangularization， 315 

炳 entropy， 65 , 84, 112 

摘极大化 entropy maximization, 513, 533, 
534, 536 

摘自和谐 entropy self-concordance, 474 

摘最大化问题的对偶函数 dual function of 

entropy maximization, 213 
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上境图 epigraph， 69 

上境图问题 problem， 128 

上取整 ceiling ， 91 

上确界 suprcmum， 610 

上三角矩阵 upper triangular matrix, 635 

上水平集 superlevel set, 69 

设备定位问题 facility location problem, 415 

设计 d臼19n

电路设计 circuit design, 2, 15, 415 , 427 

检测器设计 detector design, 350 

实验设计 design of experiments, 370 

最优设计 optimal design, 286, 295 

伸缩 scaling， 33 

深度 depth ， 400 

时间.频率分析 time-frequency analysis, 322 

食谱问题 dict problem, 141 

实体锥 solid cone, 38 

实现 implementation

Newton 方法实现 Newton mcthod imple

mentation, 486 

等式约束方法实现 equality constrained 

method implementation, 520 

等式约束实现 cquality ∞nstrained imple

mentation, 520 

内点法实现 i且terior-point mcthods imple

mentation, 587 

无约束方法实现 unconstrained method 

implementation, 484 

直线搜索实现 line search implementation, 

484 

实验设计 experiment design, 370 

A-最优实验设计 A-optimal experiment 

design, 373 

D-最优实验设计 D-optimal experirnent 

dcsign, 372 

E-最优实验设计 E-optimal experiment 

design, 372 
实验设计问题的对偶 dual of experiment 

design, 268 

示性函数 indicator function , 62, 87 

索引

示性函数的线性逼近 linear approxima

tion of indicator function , 210 
通过示性函数的投影与分离 projection

and separation via indicator function , 
385 

收敛 convergence

Newton 方法收敛性 Newton method ∞n

vergence, 505 

不可行 Newton 方法收敛性 infeasible New

ton method convcrgcncc, 512 

二次收敛 quadratic convergence, 466, 515 

线性收敛性 linear convergence, 447 

输入设计 input design, 299 

数据拟合 data fitting, 2, 285 

双曲 hyperbolic

双曲集合 hyperbolic set, 54 

双曲约束 hyperbolic constraint, 190 

双曲锥 hyperbolic cone, 34 

双向划分问题 two-way partitioning problem 

参见划分问题 partitioning problem, 
211 

水平集 level set 

川函数的水平集 level set of convex func

tion, 107 
死区-线性罚函数 deadzone-linear penalty func

tion, 288, 416 
死区-线性罚函数的对偶 dual of deadzone-

linear penalty function , 332 

四分位数 quartile， 55 , 112 
似然比值检验 likelihood ratio test, 356 

似然函数 likelihood functioll , 337 

松弛变量 slack variable, 125 

搜索方向 search direction, 443 

Newton 搜索方向 Newton search direc

tion, 461, 501 

原对偶搜索方向 primal-dual scarch direc

tion, 581 
算法 algorithm 参见方法 method， 443

算术-几何平均不等式 arithmetic-geomctric mean 

inequality, 72 

算术平均 arithmetic mcan, 69 
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算子范数 operator norm, 608 

随机 randomized

随机策略 randomized strategy, 222 
随机检测器 randomized detcctor, 351 , 379 

随机算法 randomi~ed algorit hm, 10 

特征值 eigenvalue

广义特征值 genera1ized eigenvalue, 619 
特征值的分布区间 spread of eigenvalue, 

195 
特征值分解 eigenvalue decomposition, 618 
特征值交错定理eigenvalue interlacing the

orem, 117 
特征值优化 eigenvalue optimization, 195 

最大 k 个特征值之和 sum of k largest 

cigenvalue, 112 
最大特征值 ma:ximum eigenvalue, 76, 195 

特征值的分布区间 spread of eigenvalue, 195 

梯度 gradient， 612 

对数障碍梯度 log barrier gradient, 538 

共辄函数的梯度 gradient of conjugate, 
116 

梯度方法 gradient mcthod, 445 
梯度方法及条件数 gradient method and 

condition number, 452 

投影梯度方法 projected gradient method, 
531 

体积 volume

单纯形体积 simplex volume, 392 

多面体的体积 volume of polyhedron, 102 

椭球体积 ellipsoid volume, 392 

条件概率 conditional probability, 37, 343, 412 

条件数 condition number, 195, 391, 621 
Newton 方法条件数 Newton method con

dition numbcr, 472 

集合条件数 sct condition number, 441 
梯度方法条件数 gradient method condi

tion number, 452 
椭球条件数 ellipsoid condilion number, 

441 

通过对偶的停止准则 stopping criterion via du

ality, 233 

统计估计 statistical estimation, 337 

投射函数 projective function, 36 

投影 projection

Euclid 投影 Euclid projection, 621 
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通过示性与支撑函数的技影 projection

via indicator and support function, 
385 

投影函数 projection function, 381 

向仿射集合的投影 pro.i创tion on affine 

set, 296 

向集合投影 projection on set, 381 

向子空间的投影 projection on subspace, 
286 

坐标投影 coordinate projection, 33 

投影梯度方法 projected gradient method, 531 

投资 investment

对数.最优投资 log-optimal investment, 534 

投资回报 iovestment return, 201 

投资组合 portfolio

对数-最优投资组合 log-optimal portfolio, 
202 

风险界定 bounding risk, 164 

损失风险约束下的投资组合优化 portfolio

optimization loss risk constraints, 151 

投资组合的多样化约束 diversification con

straint on portfolio, 272 

投资组合优化 portfolio optimization, 2, 
148 

投资组合优化中风险.回报的权衡 risk

return trade-off in portfolio optimiza

tion, 177 

透视 perspective， 35, 83, 111 

透视函数 perspective function, 200 

透视函数的共辄 conjugate of perspective, 
116 

透视下多面体的象 imagc of polyhcdron 

under perspective, 55 

凸 convcx

抽象形式凸优化 abstract form convex op

timization, 131 

函数的凸包 convex hull of function, 114 
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几何规划 geometric pr吨ram， 154 

利用凸函数的插值 inlerpolalioll wilh con

vcx function , 324 

凸出函数之比 convex function ovcr con

rave fllnction , 97 

凸包 convex h以1， 22 

凸包中的极小化 minimizing ovcr convcx 

hull, 200 

凸等式约束 convex equality constraints, 

182 

凸函数 convex function, 61 

凸的数的反函数 invcrsc of convex func

iion, 107 

1与函数的积 products of convex functions, 
114 

凸函数的水平集 lcvcl sct of COllVCX func

tion: 107 

凸函数的一阶条件 first-order conditioru 

for COllvex function ‘ 63 

1叫函数值定界 bounding values of convex 

function, 325 

ô纯 convex set, 21 

凸集的分离超平面 separating hypcrplane 

for convex sets、 387

凸集与仿射集相分离 scparation of convcx 

set 仕om affine set, 43 

凸集在线性分式函数下的忽 image of con

vcx set under linear-fractional func

tion, 56 

川优化 convex optimization, L, 6, 130 

凸锥 convex cone, 23 

问组合 convex combination 、 21

有界凸函数 bounded convcx fUllciion , 108 

凸.四 convcx-concave雹 230

凸.凹对策 convex-concavc gamc、 516 ， 519，

534 

凸·凹对策 Newton 步径 cOllvex-ωncave

game Newton stcp, 534 

凸-凹对策 Newton 方法 convcx-concavc

game Ncwton method, 516 

凸-凹对策的逆导数有界条件 bounded in-

索引

ver:;e derivative condition for convcx

concave garne, 533 

凸-山对策障碍方法 convex-concavc gamc 

barricr method, 598 

凸·四分式问题 convex-concave fractionul 

probl('m, 183 

凸.凹的数 convcx-concave function , 109 

凸.凹函数和鞍点性质 convex-concave 白tOC

tion alld ::;addle-point property飞 274

凸函数的反函数 inverse of convex functioll , 
107 

凸性 convexity

矩阵凸性 matrix convexity, 104 

强凸性::;I，rong convexity, 439, 532 

凸性的二阶条件 second-order conditions 

for convexity, 64 

凸性的一阶条件负rst-order condition for 

convexity、 63

小点凸性 midpoint convcxity、 53

退化的椭球 dcgcncrate cllipsoid, 26 

椭球 ellipsoid ， 26, 34, 607 

L凸wncr-John 椭球 Löwner-John ellipRoid , 
394 

覆盖椭球 covering ellipsoid, 268 

解析中心椭球 ana1ytic center ellipsoid, 
401 

退化的椭球 degenerate ellipsoid , 26 

椭球的分离l:icparation of cllipsoids, 190 

椭球的交集 intcrscction of cllipsoids, 254 

椭球体积 ellipsoid volume, 392 

椭球条件数 ellipsoid condition numbcr, 
441 

最大体积椭球 maxirnum volume elli肘。id ，

398 

最小体积椭球 minimurn volumc cllipsoid, 
394 

外法向盘 outward normal vector, 24 

外推 extrapolation ， 320 

闽络 nctwork

网络比率优化 network rate optimjzation, 
590, 599 
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最优网络流 optimal network fiow, 
526 

185, 无下界 unbounded below, 121 

伪逆 pscudo-inverse，邸， 134, 146, 169, 177, 
297, 621 

问题 problern

Euclid 距离和角度问题 Euclidcan clis

tancc and anglc problcm, 389 
Lagrange 对偶问题 Lagrange dual prob-

lern, 215 
布局问题 placement problem, 414 

等式约束问题 equality constrained prob-

lem, 497 

定位问题 location problern, 414 

对偶问题 dual problern, 215 

多准则问题 multicriterion problem, 173 
范数逼近问题 norrn approxirnation prob-

lcrn, 285 

估计问题 estirnation problern, 285 

划分问题 partitioning problem, 601 

回归量选择问题 regrcssor sclection prob-

Icm, 301 

回归问题 rcgrcssion problcrn, 285 
极大化问题 maximization problem, 123 

矩阵完全化问题 matrix cornplction prob-

lem, 197 
控制问题 control problcrn, 295 

拟凸问题 qu部iconvex problern, 130 

平面布置问题 fioor planning problem, 420 

凸问题 convcx problcrn, 130 

问题数据 problcm data, 129 

问题无下界 problem is unboundcd below, 
121 

无约束二次问题 unconstrained quadratic 

problem, 437 

无约束问题 unconstrained problem, 437 

锥形式问题 conic form problem, 160 

最小罚问题 least-penalty problem, 296 

最小范数问题 least-norm problern, 295 

最优设计问题 optimal dcsign problcrn, 
286, 295 

无套利价格 arbitragc-frcc pricc, 256 

无线通讯系统 wireless communication sysLem, 
188 

无约束极小化 unconstrained minimization, 437 

无约束极小化方法 unconstrain时 mini-

mization rnethod, 542 

稀疏 Hcssian 矩阵 sparse Hcssian, 487 

稀疏 sparsc

稀疏逼近 sparse approximation, 321 

稀疏解 sparse solution, 297 
稀疏矩阵 Cholesky 因式分解 sparse rna

trix Cholesky factorization, 640 

稀疏矩阵 LU 因式分解 sparse matrix LU 

factorization, 638 

稀疏短阵 sparse rnatrix, 487 

稀疏描述 sparse description, 321 

稀疏向量 sparse vcctors, 633 

下半连续 lower semicontinuous, 611 

下降 desccnt

可行下降方向 feasible descent direction, 
503 

梯度下降方法 gradient descent rnethod, 
445 

下降方法 descent method, 443 

下降方向 dcscent direction, 443 

最速下降方法 steepest descent rnethod, 
454 

下确界 infÌmurn， 610 

下三角矩阵 lowcr triangular rnatrix, 634 

下水平集 sublevel set, 68 

下水平集闭性假设 sublevel set closedness 

assumption, 437 

下水平集条件数 sublevel set condition 

number, 441 

显式约束 explicit constraint, 128 

现值 present value, 92 

限制集合 restricted set, 55 

线段 segrnent ， 19 
线性 linear

Boolcan线性规划 Boolcan linear program, 
186, 269 
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Boolean 线性规划的松弛 rela.xation of 

Boolean linear program, 186 

KKT 系统线性方程组 KKT systcrn lincar 

equation~ ， 647 

Newton 系统线性方程组 Newton system 

lincar cquations, 486 

标准形式线性规划 standard form lincar 

prograrn, 139 

不等式形式线性规划 incquality form lin

car program, 140 

不确定线性H程组 ul1dcrdctcrmincd lin

ear equation~， 650 

带状线性方程组 bal1ded linear equations, 
638 

对称ïE定线性方程组 symmetric positive 

definite linear equations, 639 

多线性矩阵不等式 multiple linear matrix 

inequality, 162 

多右边项的线性方程组 multiple right

hand sides linear equations, 637 

关于随机费用的线性规划 linear program 

with random cost program, 147 

鲁捧线性规划 robust lincar program, 149, 
185, 271 

求解线性方程组 solving linear equations, 
631 

容易的线性方程组 casy linear equations, 
634 

上三角线性方程组 uppcr triangular linear 

equations, 635 

随机约束下的线性规划 lil1ear program 

with random constraints, 150 

椭球的线性分离 linear separation of ellip
soids, 190 

下三角线性方程组 lower triangular linear 

equatioIls , 634 

线性不等式的解集 solution sct of linear 

inequalities, 24, 28 

线性不等式的择- alternativc of lincar 

inequalities, 253 

线性不等式对数障碍 linear inequalities 

索引

log barricr, 476 

线性不等式解析中心 linear inequalities 

analytic center, 438 

线性不等式择一定理 theorem of alterna

tiv臼 for linear inequa.lities，屿， 48

线性方程 linear cquations, 653 

线性方程软件 linear equations software, 
653 

线性方程组 Schur 补 linear equations Schur 

complemcnt, 642 

线性方程组的解集 solution set of linear 

cquations, 20 

线性方程组的稀疏解 sparse solution of 

lincar equations, 297 

线性方程组的最小二乘解 least-squares

solution of linear cquations, 296 

线性方程组低秩更新 linear equations low 

rank updatc, 649 

线性方程组分块消元 lincar cquations block 

elimination, 642 

线性方程组因式求解方法 linear equations 

factor-solve method, 636 

线性分类 linear classification, 406 

线性估计 linear estimation, 285 

线性规划 linear program, 1, 5, 139 

线性规划的对偶 dual of linear program, 

216, 266 

线性规划的对偶函数 dual function of lin

car program, 210 

线性规划的强对偶性 strong duality in lin

ear progr缸n， 219， 274

线性规划原对偶内点法 linear program 

prirnal-dual interior-point method, 585 

线性规划障碍方法 linear program barricr 

method, 545, 548 

线性规划中心路径 lincar program central 

path, 538 

线性矩阵不等式 linear matrix incquality, 
34, 70, 76 

线性矩阵不等式的强择- strong alterna

tivcs for linear ma.trix inequality, 281 
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线性矩阵不等式的择一 alternativc of lin

ear matrix incquality, 263 

线性矩阵不等式解析中心 linear matrix 

inequality analytic ccntcr) 405, 439, 
485, 529 

线性判别 linear discrimination, 406 

线性设备定位 linear facilily location, 415 

线性收敛 linear convergence, 447 

消除线性等式约束 linear equality con

straints elimination, 126 

正交线饨方程组 orthogonal lincar equa

tions, 635 

挝优线性无偏估计 best unbiased linear 

estimation, 168 

线性分式 linear-fractional

复合线性分式函数 compositionwith linear-

. 697 . 

交集 intersection sets, 31 

向量 vcctor

法向量 normal vector, 24 

向量优化 vector optimization, 167 

向量优化的标量化 scalarization for vector 

optimization, 170 

消费者偏好 consumer preference, 326 

消元 elimination

变量消元 variable elimination, 642 

带状矩阵消元 banded matrix elimination, 
644 

分块消元 block climination, 521 
消除等式约束 equality constraints elimi

nation, 499 

t肖除约束 constraints climination, 126 

f￥actional function, 96 小孔成象 pin-hole camera, 35 

广义线性分式规划 gcncralizcd lincar- 效用函数 utility function, 109, 123, 203, 326 

fractional program, 145 模 wedgc， 54

凸集在线性分式函数下的象 image o[ COI1- 协方差 covanance
vex set under linear-fractional flillC

tion, 56 

线性分式规划 linear-fractional program, 

144 

线性分式函数 linear-fractional function, 
36 

线性分式函数的反函数 inverse of linear

fractional function, 56 

线性分式函数的拟凸性 quasiconve刀ty of 

lincar-仕actional function , 91 

线性化最优性条件 linearized optimality coo

dition, 463 

相对 rclative

相对内部 relative interior) 21 

相对位置约束 relative positioning con

straint, 421 

相对娟 rclative entropy, 84 

相关系数 correlation coefficie时， 390

对相关系数定界 bounding correlation cc• 
cfficients, 392 

相交 intersection

不完全信息 incomplet，e information, 164 

估计误差协方差 covariance of estimation 

error, 370 

协方差估计 covariance estimatiol1, 341 

谐正矩阵 copositive matrix，邸， 195 

信道 communication channel 

信道的功率配置 power allocation of com

munication channcl , 236 

信道容量 capacity of communication chan

nel, 200 

信道容量问题的对偶 dual of communica

tion channel capacity problem, 272 

信赖域 trust region, 294 

信赖域 Newton 方法 trust region Newton 

method, 491 

信赖域问题 trust region problem, 221 

信息不等式 information inequality, 109 

行列式 determinant， 66 

行列式导数 determinant derivative, 613 

序 ordcring

字典序 lexicographic ordering, 58 
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序列无约束极小化方法 SUMT(scquential UD-

constraincd minimizaLion method)气 542

悬臂梁 canti!cv('r bcam, 156, 192 

严格 strict

严格分离 strict scparation, 44 

严格线件不等式 strict linear inequalities, 

56 

衍生资产 dcrivativc

衍生资产定价 dCl'ivative pricing, 256 

验证明rificatioIl， 9 

样条 splinc， 316 

样条拟合 splìnc fìtting, 320 

野值 outlicrs， 291 

1(数 1 向1ù: vcctor of oncs) 、 29

一阶 first-ordcr

单调性的一阶条件 fin;t-order condition 

for monotonicity, 103 

拟凸性的一阶条件 fìrst-order condition 

for quasiconvcxity, 94, 116 

凸性的-阶条件耻的-order condition fo1' 

convexity, 63 

一阶近似 fìrst order approximation, 612 

依赖 recourbe ， 204, <195 

因式分解 factorizatioD

Cholesky 肉式分解 Cholesky factorization, 

113, 521 , 639 

LDLT 因式分解 LDLT factorization, 641 

LU 因式分解 LU factorization, 637 

QR 因式分解 QR factorization , 651 

分块 LU 因式分解 block LU factorization , 

613 

符号因式分解 symbolic factorization, 488 

困式求解方法 factor-solvc method, 636 

隐式约束 implicit constraint, 128 

引入隐式约束的 Lagrange 对偶 Lagrange

dua! incorporating implicit constraint、

249 

影子价格 shlldow pric('. 232 、 244

优化 optimization

索引

带有依赖的优化 optimization with recourse, 

204 

等价的优化问题 cquivalellt optimizatioll 

problem, 12'1 

对称优化问题 symmctry optimization prob
lem, 181 

多项式中的优化 optimization ovcr poly

nomials, 196 

多准则优化lJlulticritcrion optimization, 

173 

非线性优化 nonlincar optimizatiou, 8 
广义不等式约束的优化问题。ptimization

problem with gcncralizcd inequalities, 
160 

极大化问题 maximizatioll problem , 123 

局部优化 local optimization, 8 

可行优化问题 feasiblc optimization prob

Icm, 121 

两阶段优化 two-stagc optiIIÙzation, 204, 

495 

鲁棒优化 robust optimization , 201 

嵌入式优化 embeddcd optimization , 2 

全局优化 global optirni7.ation, 9 

凸优化 convex optilllization, 6 

向量目标 vector objcctive, 167 

依赖优化 recour::;c optimization, 495 

优化交量 optimization variablc, 121 

优化部分变量。ptimizing over ::;ome vari

ables, 127 

优化问题。ptimization problcJll, 121 

优化问题的标准，形式 standal'd form of op

timization probl('m , 121 

优化问题的灵敏皮 RCl1Si t. ivity of optiIIÙza

tion prolJl巳rn ， 242 

优化问题的扰动分析 pcrturbation analy

sis of optirni.~ation problem, 241 

优化问题的上境罔形式 epigraph form of 

optimization problem , 128 

优化问题的最优值 oplimal value of opti

mization problcm, 121 

优化问题可行性 fcasibility for optimiza-
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tion problelll , 122 

诱导 induced

诱导范数 iuduccd norm ‘ 608 

谕示问题描述 oraclc problcm dCl;cription. 129 

预测控制 rnodcl pn'dictive control, 14 
预估.纠正方法 prE>dirtor-corrector method, 595 

原残差 primal rcsidual、 508

原对偶 prirnal-dual

几何规划原对偶方法 gcometric program 

primal-dualmethod, 585 

线性规划JJ;(对偶方法 lincar program primal

dual TlIcthoc!、 585

原对偶 Ncwloll 步位 prirnal-dual Newtol1 

stcp, 508 
原对偶方法 primal-dual mcthod, 580 

原对倘搜索方向 primal-dual search direc

tion, 581 
约束 constraint

框约束 hox const.raint.s , 123 

起作用约束 active COlIstrai川、 122

冗余约束 rcdllndunt constraint 、 122

双幽约束 hypcrbolic constraint. 190 

显式约束 cxplicit com;trainl , 128 

隐式约束 implicit cOllstraint‘ 128 
约束集 COllstrainl set, 121 

约束准则 constraillt q Ilalifications, 218 

运动约束 kinemalic com;trainls, 238 
择- altcrno.ti击队 250 ， 278 

非凸-二次摊. nonCOllvex quadratic alter

nati ves, (32(3 

广义不等式择- a.lternatives of general-

izcd incqualitics, 48, 262 

强择- strong aJtcruativcs, 252 

~~择 - wcak altcrnatives 、 2:)0

线性不等式的持. altcrnativcs of 且near

inequalili<飞 15 、 56

线性矩醉不等式的持- alternativ臼 for

lincar matrix incqllali t，y、 281

线性判别的摔一 lillear discriminatiou al

tcrnatives 、 106

障碍 barricr

. 699 . 

半定规划障碍方法 scmidefinite program 

barrier met,hod, 575, 589 

不可行初始点障碍方法 infeasible start 

barrier method, 545 

二阶锥规划障碍方法 second-order cone 

program barricr mcthod , 574 

广义不等式障碍方法; gcncralizcd incqual

ities barrier method, 568, 573, 577 

凸·问对策障碍方法 convex-concavc gamc 

barricr method, 598 

线性规划附耐厅法 lincar progra.m barricr 

method, 588 

障碍方法 barrier rnC'th时， 542

障碍方法复杂性 barrier IIlcthodωmplex
ity, 558, 568 

障碍方法收敛性分析 barrier method con

vergence analysis, 550 

障碍函数 barrier functioI1, 537 

障碍锥 barricr conc, 60 

正 pOSltlVC

半正定多项式 positivc scmidcfinitc poly

nomial, 196 

半正定矩阵 positivc scmidefinitc matrix., 

619 

半正定矩阵完全化 positivc scmidcfinitc 

matrix complction, 197 

半正定锥 positivc scmidc且nitc conc, 30, 

32, 57 

lE定矩阵 positivc dcfinitc matrix, 619 

正常锥 propcr cone, 38 

正规 normal

正规方程 normal eqllations, 438, 486 

正规锥 llorrllal cone, 60 

正交 orthogona.l

正交补 orthogonal complemcnt" 24 

正交分解 orthogonal dccomposition、 618

正交矩阵 orthogonal matrix., 635 

正态 normal

正态分布的对数，四性 log-concavityof nor

mal distribution, 99 

正项式 pos沪lomial ， 153 
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广义正项式 generalized posynomia.l, 193 

两项的正项式 two-term posynomial, 193 

正则化 regularization ， 4 

11 正则化 11 regularization, 301 

Tikhonov正则化 Tikhonov regularization , 
298 

光滑正则化 smoothing regularization, 298 

正则化遇近 regularized approximation, 297 

正则化最小二乘 regularized least-squar白，

176, 198 

支撑超平面 supporting hyperplane, 45 

KKT 条件的支撑起平面解释 supporting

hypcrplane intcrprctation of KKT con

ditions, 276 

支撑超平面定理 supporting hyperplane 

theorem, 46 

支撑超平面逆定理 converse theorem of 

supporting hypcrplane, 57 

支撑~I数 support function , 57, 75, 87, 115 

通过支撑函数投影和分离 projcction and 

separation via support function, 385 

支持向量分类器 support vector classifier, 409 

直线 linc ， 19 

回溯直线搜索 backtracking line search, 
444 

精确直线搜索 exact line search, 444 

索引

指数和的对数梯度 log-sum-exp gradienL, 
614 

制造产出 manufacturing yield, 204 

制造前沿 production ITontier, 51 

秩 rank， 617

秩的拟四性 qu臼iconcavity of rank, 93 

中点凸性 midpoint convexity, 53 

中心 center

Chcbyshev 中，心 Chebyshcv centcr, 141 , 
400 

解析中心 analytic ccnter, 402 

最大体积椭球中心 maximum volume el

lipsoid center, 402 

中心路径 centra.l path , 538 

半定规划中心路径 semidefinite program 

central path, 573 

对偶中心路径 duality central path, 539 

二阶锥规划中心路径 sccond-order cone 

program central path, 572 

广义不等式中心路径 gencralizcd incqual

ities central path, 57] 

中心路径 KKT 条件 ccntral path KKT 

conditions, 540 

中心路径切线 central pa.th ta.ngent, 595 

中心路径预估-纠正 ccntra.l path prcdictor

corrector, 595 

重构 reconstruction ， 302 

线段 segrnent ， 19 逐点最大 pointwise maximum,' 73 
原对偶内点法直线搜索 primal-dual interior-

point method linc sea.rch, 584 注水方法 water-fìlling mcthod, 236 

直线搜索 line search, 444, 490 转换率低cha.nge rate, 176 

直线搜索实现 line search implementation, 
484. 

直线搜索预计算 pre-computation for line 

search, 493 

值域 range， 617 

指数 exponential ， 65 

指数分布 exponential distribution, 99 

指数矩阵 exponential matrix, 105 

指数和的对数 log-sum-cxp

指数和的对数函数 log-sum-exp function, 
66, 87 

锥 cone ， 23 

R2 中的锥 cone in R 2 , 57 

Euclid 锥 Euclidean conc, 429 

Lorentz 锥 Lorcntz conc, 27 

半正定锥 positivc semidcfìnite cone, 30, 
57 

单调非负锥 monotone nonnegative cone, 
58 

对偶锥 dual conc, 46 

二阶锥 second-order cone, 27, 429 

回收锥 recession cone, 60 
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